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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo mostrar um estudo sobre as resolucdes que envolvam
construgdes geométricas com base nos estudos realizados na disciplina MA-13 do PROFMAT
e de autores conceituados que pesquisaram sobre o assunto. Serd apresentado um breve estudo
sobre a historia da geometria desde o antigo Egito até os dias atuais e a histéria do desenho
geométrico no ensino. Logo apds serd vista algumas construcdes basicas e suas aplicacdes no
exame ENQ e ENA. Serd realizado uma anélise quantitativa por contetido, sobre as questdes
que envolvem construgdes geométricas em suas resolucdes nos exames do ENA e ENQ nos
ultimos 3 anos servindo de base para avaliar o uso a nivel nacional destas respostas criativas,

para assim relacionar os conceitos e aplicagdes com sua devida visualizacao.

Palavras-chave: Geometria, construcao, resolucao e problema.



ABSTRACT

This work aims to present a study on the resolutions involving geometric constructions
based on the studies carried out in the MA-13 PROFMAT discipline and from
reputable authors who researched on the subject. A brief study will be presented on
the history of geometry from ancient Egypt to the present day and the history of
geometric design in teaching. Soon after will be seen some basic constructions and
their applications in the ENQ and ENA exam. A quantitative content analysis will be
performed on the issues involving geometric constructions in their resolutions in the
ENA and ENQ exams over the past 3 years, serving as a basis for assessing the
national use of these creative responses, in order to relate concepts and applications
to your due visualization.

Keyword: Geometry, construction, resolution and problem
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como finalidade fazer uma andlise nas resolu¢des de problemas
que envolvem constru¢des geométricas nos exames do ENA e do ENQ nos anos de 2016 a
2019, afim de se tornar uma ferramenta de apoio para a preparacdo dos préximos candidatos
que serdo submetidos a esses exames nacionais. Além, disso pretende-se justificar a necessidade
da apreensdo desse assunto pelo menos no nivel aqui exposto, para um desenvolvimento pleno
de uma cultura de construcdes geométricas basicas com aplicagdes em diversos ramos da

matematica e areas afins.

Faremos uma fundamentacao tedrica a respeito da defini¢do do que é um problema,
quais sdo as etapas das resolugdes de problemas segundo a 6tica de George Polya, e em seguida
faremos algumas constru¢des geométricas bdsicas e logo apresentaremos os problemas
classicos de construgdes. Trataremos do famoso teorema de Pitdgoras, das relagcdes métricas

nos triangulos retangulos sob a Gtica das construgdes geométricas.

Faremos uma definicdo da metodolégica, mostrando de que forma se deu esse
trabalho, direcionando para aplicacao nas resolugdes de problemas de geometria nos exames do
ENQ e ENA. Logo em seguida, faremos uma analises das questdes do ENA 2017, 2018 e 2019,
ENQ2016.1,2017.1 € 2019.1 e dando continuidade com a analises desses exames, mostraremos

na forma tabular os resulta do obtido.

E por fim, mostraremos as conclusdes obtidas apds a andlise dos dados e graficos
referente a0 comportamento das questdes que envolvem as resolucdes com o uso das

construgdes geometrias nos exames nacionais em exames nos anos de 2016 a 2017.

Desde o ensino fundamental a matéria mais interessante para mim era a geometria,
pois ela trabalhava a observacgdo e a criatividade. Quando eu observava algumas verificagdes
geométricas simples, eu despertava cada vez mais interesse pela matematica. Como exemplo
dessas demonstragdes em varios livros viamos a prova que “a soma dos angulos internos de um
triangulo ¢ igual a 180°” em que um simples recorte de papel ou o tragado de uma linha paralela

a base revelava o que se queria demonstrar.

Durante estudos no curso do PROFMAT na disciplina MA13-Geometria utilizamos
o livro de Geometria do PROFMAT de Antonio Caminha Muniz Neto. Neste livro foi

observado através de construcdes geométricas a demonstracdo de vdrios proposi¢does e
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coroldrios de forma simples com uso de conceitos simples como prolongamento de segmento

entre esses, o encantador Problema de Langley.

Nesse sentido, é conveniente apresentar a problemadtica que trata esta pesquisa, em
que se quer saber: Qual a ocorréncia de constru¢des geométricas nas questoes do ENA e ENQ
nos ultimos 3 anos? Qual a relevancia dessas construcdes frente a resoluciao de problemas e os

conceitos matematicos tratados?

Esta pesquisa tem como objetivo identificar as construcdes geométricas em
questdes do ENA e ENQ nos dltimos 3 (trés anos). Especificamente pretende-se: identificar as
construgdes geométricas em questdes do ENQ e ENA pela perspectiva da resolucdo de
problemas; dimensionar a aplicacao das constru¢des geométricas nas resolugdes de questdes do
ENA e ENQ e apresentar aos professores e um mapeamento/um retrato da utilizacdo das

construgdes geométricas em exames associados ao PROFMAT;,
2. FUNDAMENTACAO TEORICA

O primeiro grande problema, que este pesquisador teve o prazer de observar, que
pedia resolucao por constru¢do, foi o “Problema de Langley” em homenagem ao autor Edward
Mann Langley (1851-1933), outros o conhecem por “Triangulo de Lidskii” devido a sua
publicacdo feita por Victor Borisovich Lidskii (1924-2008), em um livro que foi lancado na
Russia, e devido a esta origem ¢ bastante conhecido por “Tridngulo Russo” (Clube de
Matematica da OBMEP, 2019). Ele possui enunciado simples seguido por uma figura, como

segue abaixo:

Na figura abaixo, sabendo que os segmentos AB e AC t€m o mesmo comprimento,

determine a medida x, em graus, do angulo BNM.
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Figura 1: Tridngulo ABC
A

Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/desafio-triangulo-russo/

Este triangulo apesar de aparentar ter resolugc@o simples ele esgota as possibilidades
triviais de resolucao devido a algumas informagdes que fazem falta para conclui-lo. Ao tentar
resolvé-lo o explorador de inicio faz uso das relagdes usuais como soma dos angulos internos,

externos suplementares entre outros sempre chegando a mais de uma incégnita.

z

Tamanho € o sobressalto do observador quando observa a necessidade de novas
informagdes leva a construgiio um ponto P pertencente a AC tal que o Angulo CBP seja igual a
20°. Assim este pode ser resolvido de maneira astuta como podemos observar na sequéncia de

passos disponivel no link http://clubes.obmep.org.br/blog/desafio-triangulo-russo/.

Assim, surgiu a ideia de pesquisar em outras questdes o uso de construgdes para
resolugdo de problemas. Como norteamento e delimitacdo tomamos as questdes do ENA e
ENQ, visto que estes sdo aplicados pela SBM que tem grande prestigio nacional, tendo assim,

um banco de dados confidvel para esta pesquisa.

As resolucdes que envolvem constru¢do mostram uma beleza impressionante,
devido a surpreendente criatividade em marcar novos pontos € tragar retas que antes eram
inesperadas para a construgdo da estratégia para resolucdo do problema. Apds aplicar a devida
constru¢do a solucdo provém com uma simplicidade encantadora, sempre reduzindo os

problemas a menor dificuldade possivel.
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Este trabalho € importante a todos os estudantes e pesquisadores que buscam
explorar a aplicacio de métodos de resolucdo de problemas com o uso de construgdes
geométricas. Estas constru¢des podem ser feitas do modo mais simples e usual como por
exemplo baixar a altura de um poligono, ou com uso de meios mais criativos, como estabelecer
comparagdes usando semelhanca de tridngulos entre segmentos e ainda visualizar um arco

capaz numa figura triangular.

Este trabalho vem ainda, trazer uma anélise sobre o uso de construcdes geométricas
na resolucdo de problemas nos dltimos 3 anos dos Exames da SBM por meio do ENA e ENQ.
Estas resolugdes sdo de facil entendimento pois tendo um breve conhecimento sobre conceitos
geométricos, observacgdo e criatividade o método pode ser usado. Servindo assim de base para
futuros estudantes que buscarem tragar uma estratégia de estudos para a resolu¢c@o de problemas

nestes exames que envolvam a geometria.
2.1 O QUE E UM PROBLEMA?

O problema € uma situacdo que podemos descrever como o uso das habilidades
intelectuais para encontrar uma solucdo, por meio de estratégias a serem tracadas para o
percurso que era antes desconhecida. Muitos problemas exigem dedicacdo e persisténcia para
encontrar um plano para encontrar a solu¢do (SANTOS, 2019, p.5). Segundo Silva Jinior
(2019, p.13) o problema de inicio, traz uma divida, um questionamento, algo a ser resolvido
através de observacoes e investigacdes. Entdo, um problema matemadtico € uma situacao que
demanda a realizacdo de uma sequéncia de acdes ou operacdes para obter um resultado, ou seja,

a solucao nao esta disponivel de inicio, no entanto € possivel “construi-la”.

E possivel observar que nas questdes da Olimpiada brasileira de matematica —
OBMEP, que € realizada anualmente pela SBM, vemos questdes que apresentam uma
observac¢do maior, saindo assim do modelo usual de perguntas e respostas modelos e que
buscam no aluno uma nova mentes criativas, estimulando-os a pensar em sequéncia, e resolver
problemas aparentemente dificeis, porém, “servem para despertar a genialidade na construgao
do pensamento matematico (ALBUQUERQUE, 2019 p.11). A solu¢do de um problema
motivador € o ponto de partida para iniciar um conteddo matemadtico em sala de aula. Segundo
Santos (2019), uma questdo motivadora, serve de base para discussdes e abre um leque para

uma abordagem diferenciada, deixando o aluno pensar, perguntar e agir.
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Os problemas devem ser relacionados com vivencias anteriores do educando de

forma a construir em

sequéncia novos aprendizados, tornando-os capazes de interferir no

mundo a sua volta, como sujeito pesquisador. Muitos pesquisadores corroboram neste

pensamento, dizendo:

2

E notério

As raizes da aprendizagem baseada em problemas podem ser encontradas em Dewey
(1929), num apelo a promocdo da aprendizagem independente em criangas. E na
nocao de Bruner (1959 a 1971) da motivacdo intrinseca como forca interna que leva
as pessoas a saber mais sobre seu mundo. [...] o papel do problema como o ponto de
partida para a aprendizagem pode ser atribuido a Dewey que enfatizou a importancia
da aprendizagem, em interacdo com eventos da vida real (SCHMIDT, 1993, v.27,
p-423).

que os autores defendem, problemas que desenvolvam o auto

aprendizado, assim como também defendem a importancia de questdes voltadas para o

cotidiano e a realidade do aluno (RIBEIRO, 2019, p.25). Também é conveniente ressaltar as

diferencgas entre “exercicio e problema”, pois:

Um exercicio € uma questdo que requer para sua solugdo a aplicacdo de técnicas
especificas e focadas no que foi alvo de discussdes recentes, em outras palavras, um
exercicio é de imediata resolucdo. Um problema ndo apresenta um caminho imediato
para sua solugdo. Este, requer que o interessado em resolvé-lo invista tempo e um
certo esforco mental para encontrar uma forma de aborda-lo, mesmo sem a garantia
de que esta conduzird a solucdo. (SILVA JUNIOR, 2019 pg.14)

A criatividade é importante para resolver problemas que demandam observagao e

investigacao. Segundo Silva Junior “a solu¢ao para muitos problemas surge, algumas vezes,

sem uma explicagdo logica, embora a solugao em si tenha todo sentido”. Nesse caso, parece

que foi inventada, criada a partir de elementos que ndo indicavam para os olhos comuns que

dali poderia ser obtida.

2.2 ETAPAS DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS.

As etapas de resolucdo de problemas foram desenvolvidas por George Polya,

nascido em 13 de dezembro de 18887 em Budapeste na Hungria, de origem judaica (SANTOS,

2019). Podemos ver

que Polya (1995), descreveu algumas estratégias para resolver os

problemas matemadticos encontrados que foram publicados, entre outras, ele citou as etapas para

a resolucdo de problemas tendo a como sequéncia: 1° Compreensao do enunciado; 2° construir

uma estratégia de resolugdo; 3° executar o plano e 4° verificar se a resposta encontrada atende

a resposta pedida.
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Assim a primeira fase na resolu¢do de um problema a compreensiao do enunciado.
A investigacdo do problema € a etapa central na sua abordagem, pois ela proporcionard a
obtencdo das informacdes que subsidiardo as tomadas de decisdes posteriores. Sendo a
orientacdo a estratégia inicial, dando a condi¢cdo necessdria para o ponto de partida que,
juntamente com outras estratégias como o penudltimo passo, por as maos na massa € tornar o
problema mais fécil, municiardo o resolvedor para solucionar os mais diversos problemas.
(SILVA JUNIOR, 2019 p.27). Apés estes passos é necessdria uma verificacdo se a resposta é
realmente verdadeira ou se ela possui unicidade, o que pode ser feito por substituicdo,

demonstragdo, contradi¢do (absurdo) entre outros.

Uma descricdo dos quatro passos para resolugdo de problemas segundo Polya,

(1995, apud SANTOS 2019, p.42) segue no quadro abaixo:

Tabela de Passos de Polya para resolu¢ao de problemas

Tabela 1: Passos para Resolucdo de Problemas

Passos Andlises
Compreender o 1- Para que exista uma boa compreensdo do problema sdo necessarios:
Problema ¢ Entendimento do enunciado do problema, ou seja, o estudante deve entender tudo o

que foi escrito ou dito e conseguir reescrever com suas proprias palavras;
e Conseguir identificar os dados do problema;
e As informagdes sdo suficientes;
¢ Encontrar objetivos, ou melhor, saber onde chegar;
e Conceder atengdo aos problemas estimulando a memdria e as recordacdes de
problemas similares.
Estabelecer um 2- Para que se estabeleca um bom plano temos que:
Plano e Usar um modelo de problemas semelhantes;
e Resolver problemas conhecidos que sejam equivalentes;
e Buscar padroes;
e Desenhar figuras;
e Usar propriedades conhecidas anteriormente.
Executar o plano | 3- A execu¢do de um plano € trabalhosa e exige conhecimentos prévios, bons hébitos,
concentrar no objetivo e paciéncia. Segue alguns requisitos que ajudar nessa tarefa:
e Examinar os detalhes antes estabelecidos para que fique o melhor possivel;
e Utilizar diferentes estratégias, realizando detalhadamente as operacdes algébricas e
geométricas;
e Conceder o tempo suficiente;
e Recomecar sempre que preciso;
e Verificar se todo o processo esta correto.
Retrospecto do O retrospecto sempre deve ser feito de forma a consolidar e aperfeicoar na resolugao de
Plano problemas. O estudante precisa ser ensinado que todo problema podera contribuir com
seu aperfeicoamento, que toda resolu¢do podera ser melhorada. Segue alguns requisitos:
e Verificar se o problema estd realmente correto considerando refazer todas as
operacdes ji executadas;
e Analisar com outros possiveis caminhos as solucdes;
¢ Oportunizar ao estudante rela¢cdes com outros problemas;
e Melhorar as solu¢des dos problemas sempre que possivel.
Fonte: (SANTOS, 2019, p.42)
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ApOs analisarmos 0s requisitos necessdrios a cada etapas vemos a importancia de
cada uma. Entdo, assim que o aluno tiver uma bela ideia ele poderd colocd-la em execucdo e
resolver o problema, mesmo que ele necessite pular uma das fases. Apds conseguir com
autonomia o problema o aluno sentird uma grande realizacio pessoal de forma a buscar cada

vez mais resolver outros problemas (SANTOS, 2019, p.42).
2.3 CONSTRUCOES GEOMETRICAS

A divisao da geometria ocorre em varias, novas, subdivisdes e estuda a parte da
matemadtica que relaciona as formas, figuras, construcdes entre outros. Sendo a drea mais antiga
da matematica, segundo Cardoso (2019, p.45), temos a geometria como uma matéria importante
do ensino bésico até o superior fazendo uma transi¢ao entre varias outras subdreas, entre elas

com a Analise Combinatoria.

Zuin (2007, p.14) fala que a geometria ensinada em sala de aula, ndo pode estar
desconectada da Geometria Euclidiana, sem demonstrar de onde surgiu. Da mesma forma, o
desenho geométrico ndo pode ser ensinado somente como “passos de constru¢do”, como uma
receita para chegar ao resultado. A histéria da matematica nos mostra que:

Euclides tinha partido de algumas defini¢des e conceitos primitivos — os axiomas —
para chegar aos conceitos derivados — os teoremas — tendo as construgdes geométricas
integradas & teoria. O vinculo entre as duas “matérias” era evidente, apesar de os
professores ndo fazerem mencao a este fato, talvez por ja ter se criado uma tradicao

de se apresentarem as constru¢des geométricas como um campo auténomo. (ZUIN,
2007 p.14).

Antigamente, no Brasil as constru¢des faziam parte das disciplinas escolares na
disciplina conhecida como “Fortificagdo” que incluiam aulas de desenho geométrico, sendo
considerado obrigatdrio nas academias militares a partir de 1738 e visava formar cartégrafos
matemadticos formuladores de mapas que conseguissem aplicar os novos métodos
desenvolvidos na Franca e Inglaterra, e engenheiros capazes de construir fortalezas usadas na
defesa do pais, dai o nome fortificacdes (VALENTE, 2007, p. 46). Mais tarde, o desenho
geométrico, foi introduzido na escola para que os alunos pudessem estabelecer conceitos que
partiam da préatica até os axiomas. Estes posteriormente poderiam ser provados pela prética
construtiva e assim geravam um novo ciclo de pesquisa. Assim, desenho geométrico até meados
de 1950 era considerado como “disciplina escolar no curriculo brasileiro. Pode-se inferir,

inclusive, que as décadas de 1930 a 1950 constituiram os anos de ouro dessa disciplina em
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nosso pais, dada sua visibilidade em meio aos documentos educacionais oficiais” (MACHADO,

2012, p.68).

Hoje, os métodos de resolugdo sao poucos utilizados nos livros de matematica.

Temos poucas escolas que mantém em seu curriculo. E alguns professores ndo utilizam as

construcdes antes de inserir 0s conceitos, as teorias ou teoremas na geometria. Porém algumas
escolas ainda:

[...] mantém a disciplina Desenho Geométrico; escolas que tratam das construcdes

geométricas dentro da disciplina de Artes; escolas que ndo possuem a disciplina

Desenho Geométrico em suas grades curriculares e ndo abordam as construgdes

geométricas em nenhum momento, nem mesmo dentro do conteido de Geometria,

desenvolvido em Matematica; e, uma outra classe de escolas que trazem a disciplina

em questdo em sua grade curricular, mas o contetido ndo € cumprido, sendo estas aulas

preenchidas com o contetido de Matemadtica, sem nem sequer se mencionarem as
construgdes geométricas (ZUIN, 2001, p.99).

E importante que o aluno tenha acesso a disciplina “Desenho Geométrico” por ser
de grande utilidade ao desenvolvimento técnico cientifico do aluno além de desenvolver a
criatividade ao buscar solugdes. Entre outras habilidades, a constru¢ao desenvolve também a
precisdo, o raciocinio 16gico, a organizacdo matemadtica e atribuem autonomia e sensibilidade

na observacdo da geometria na natureza (JORGE, 1998 apud costa p.2).
2.3 CONSTRUCAO GEOMETRICA NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A parte da matemadtica que mais relaciona o estudo com a realidade € a geometria.

Assim, esta drea estimula a criatividade e o conhecimento cientifico de forma a tentar observar

e tentar transformar o mundo a sua volta. Mas devemos ir além do ensino de propriedades

formulas e teoremas, sendo necessario a observagdo dos elementos que se relacionam a prética

e que levem o aluno a produzir novos conhecimentos. (CASTRO, 2018 p.11). Assim estes
problemas de constru¢do geométrica tornam-se cada vez mais necessarios ao estudante, pois:

Os problemas de construgdo geométricas sdo motivadores, as vezes intrigantes e

frequentemente conduzem a descoberta de novas propriedades. Sao educativos no

sentido que em cada um ¢é necessdria uma andlise da situaco onde se faz o

planejamento da construcdo, seguindo-se a execucdo dessa construgdo, a posterior

conclusdo sobre o nimero de solugdes distintas e também sobre a compatibilidade dos
dados. (WAGNER, 2007, p.5).

Segundo Franca (2018, p.21), ao realizarmos construgdes geométricas estamos
trabalhando com precisdo, sendo necessdrio atencdo e paciéncia, desenvolvendo assim as
habilidades psicomotoras e a lateralidade de forma ao Jovem poder se localizar no espago. O

desenho geométrico também nos ensina como trabalhar a linguagem gréfica, universal para que
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o pesquisador possa trabalhar de forma culta e cientifica. A resolug¢do por construcio € envolve
o estudante e aumenta seus conhecimentos pois:
Quando o estudante encara o desafio de realizar alguma constru¢do, antes mesmo de
iniciar ele imagina diversas possibilidades, diversos caminhos sdo criados na mente
até o inicio, quando inicia a construcao, ele explora diversos caminhos sio criados na
mente até o inicio, quando inicia a construcdo, ele explora diversas alternativas até

concretizd-la, sendo assim um processo com grande poder de enriquecer o
desenvolvimento criativo. (FRANCA, 2018 p.22).

z

Por isso, € necessdrio que as constru¢des sejam mantidas junto aos conteddos
geométricos, como estd ocorrendo no curso do PROFMAT, onde existe a disciplina de Desenho
Geométrico como optativa. Também temos a disciplina MA-13 que veio abordando a geometria
plana em conjunto com as constru¢des geométricas de forma a relacionar as defini¢des com a

sua devida visualizacdo feita pelo préprio aluno com régua e compasso.
2.4 0S 3 PROBLEMAS CLASSICOS DE CONSTRUCAO

Na Grécia existiam trés problemas que pediam uma constru¢do com régua e
compasso, aparentemente facil, mais que nao foi encontrada a solucio com a geometria

euclidiana. Segundo Batista (2018 p.29), os problemas sdo os seguintes:
1- Duplicar o volume do cubo.
2- Trisseccao do angulo.
3- A quadratura do circulo.

O primeiro encontra uma dificuldade que aparentemente inexistiria. Pois segundo
a lenda, apds surgir uma praga em Atenas na Grécia antiga (430 a.C), povo foi buscar por
solugdo. Surgiu a ideia de agradar ao Deus Apolo, que ordenou que fosse duplicado o seu altar
que tinha formato ctbico de lado [. Nisso os gregos dobraram as medidas de tamanho do altar,
e este aumentou em 8 vezes o seu volume. Como a exigéncia ndo foi atendida, Apolo ficou

insatisfeito e a praga perdurou. Esta medida encontra dificuldade até hoje na sua resolucao, pois

. 3
deve ser usado como medida, uma nova aresta que mega [3/2.

O segundo exige que venhamos a dividir o angulo em 3 partes iguais. Surgiu quando
os egipcios queriam medir angulos estelares, tempo ou trisseccionar 60°. Porém, hoje temos um
método que d4d um valor aproximado da trissec¢do do angulo. (Veja os passos em como Dividir

um Angulo em Trés Partes Iguais com Régua e Compasso, publicado por Kleber Kilhian em
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12/08/2011. Disponivel em: URL: https://www.obaricentrodamente .com/2011/08/como-

dividir-um-angulo-em-tres-partes).

O terceiro pede para determinar um quadrado que tivesse a mesma area do circulo
de raio r. Tentaram resolvé-lo por muitos anos, desde 1800 a. C passando pelos gregos, até

hoje. O maior desafio deste, € encontrar um lado de tamanho rvm.

Devido a dificuldade em resolver esses problemas com régua e compasso,
aumentou a atencdo de muitos curiosos e estudiosos que ao ser atraidos para os problemas

conseguiam fazer outras descobertas impressionantes (BATISTA, 2018 p.35).
2.5 ALGUMAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS BASICAS

Antes de falarmos sobre a aplicacdo das construcdes geométricas na resolugdo de
problemas, veremos de maneira breve, alguns meios de constru¢do que foram selecionados para
poder contribuir no entendimento quando formos dissertar sobre alguns problemas que foram
utilizados nas provas do ENA e ENQ. Estas constru¢des sdo baseadas no método Euclidiano

que foi citado por Batista (2018) e, também constam em Muniz Neto (2012).

Transporte de angulos: Consiste em construir um angulo congruente a um angulo
dado, em um dos semiplanos determinado pela reta que contém tal semirreta, e tendo esta

semirreta como um de seus lados.

Centra-se o compasso no vértice do angulo AOB a ser transportado e, com um raio
arbitrario descreve-se um arco que corta os dois lados do angulo, gerando os pontos D e E. Em
seguida, traca-se uma semirreta CX como lado do angulo a ser construido. Com a mesma
abertura do compasso e centro no ponto C, descreve-se um arco, igual ao primeiro e que corta
o lado j4 tracado, definindo um ponto F que corresponde ao ponto E do primeiro angulo.
Retornando ao dngulo AOB e mede uma abertura no compasso correspondente a distancia entre
os pontos D e E. Aplica-se esta distancia na construcao do segundo angulo a partir do ponto F,
definindo o ponto G correspondente ao ponto D. Por fim, serd tracada uma semirreta de origem

passando por G. Dai, teremos o angulo AOB congruente ao angulo GCF.
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Transporte de angulos.

Fonte: Batista (2018, p.12).

Mediatriz de um segmento: Com a ponta seca do compasso no ponto A, abra uma

medida maior que a metade do segmento AB e trace um arco que corte o segmento. Repita o

processo, mas agora pelo ponto B, utilizando a mesma medida no compasso. Trace a mediatriz

m unindo as intersec¢des dos dois arcos, ou seja, unindo o ponto P e Q. Observe que o

quadrilatero AQBP ¢ um losango, logo suas diagonais sdo perpendiculares e encontram-se no

seu ponto médio M. Assim, a reta m que passa por P e Q € a mediatriz do segmento AB.

Figura 3: Mediatriz de um segmento

-
-

|

Fonte: (BATISTA, 2018, p.12).

Reta perpendicular a uma reta r dada e um ponto P dado: Temos dois casos a

considerar:

Caso 1: Tomemos P pertencente a r. Com o compasso centrado em P e um raio r

arbitrdrio, trace uma circunferéncia e na interseccao entre a circunferéncia e a reta marque os

pontos A e B, determinando assim um segmento AB, o qual P € o ponto médio. A partir dos

pontos A e B trace a mediatriz passando por P. Esta € a reta procurada.
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Figura 4:Reta s perpendicular a reta r com P pertencente a r.

Fonte: (BATISTA, 2018, p.13)
Caso 2: Tomemos P ndo pertencente a r. (Semelhante a baixar uma altura). Sobre
uma reta r marque um ponto A. Com o compasso centrado em P e abertura igual a PA trace

uma circunferéncia e na intersec¢ao da circunferéncia com a reta r assinale o ponto B. A reta s

procurada serd a mediatriz do segmento AB.
Figura 5: Reta s perpendicular a uma reta passando por P

S

Fonte: (BATISTA, 2018, p.13).

Retas paralelas. Para tracar uma reta paralela a uma reta dada, também temos dois

casos a analisar:
Caso 1: E dada a distancia d entre as duas retas. Por dois pontos A e B trace duas

retas perpendiculares a reta r, as quais serdo chamadas de AX e BY. Transporte a medida d a

partir de A e B sobre as semirretas AX e BY, obtendo os pontos C e D, respectivamente, a

distanciad der.
Observe que, o quadrildtero ABCD € um paralelogramo pois seus lados AC e BD

sdo paralelos e congruentes, logo as retas R e S sdo paralelas.
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Figura 6: Paralela dada a distancia d

ly

: x
C ’ D s
d d
A B r

Fonte: BATISTA,2018, P.13)

Caso 2: E dado um ponto P pertencente a reta procurada.

Centre o compasso em P e trace um arco que encontre r no ponto A. Com centro
em A e mesmo raio, trace outro arco que encontrara r no ponto B. Com centro em B € mesmo

raio, trace outro arco que encontrard o primeiro arco no ponto Q.

Figura 7: Reta Paralela dado um ponto P

Fonte: (BATISTA, 2018, P.14
A reta PQ € paralela a reta r, pois o quadrilitero ABQP tem os quatro lados
congruentes sendo, portanto, um paralelogramo.

2.5.1 Construir Triangulo ABC

(Questao 3.6, Geometria de Antonio Caminha Neto) Construa com régua e
compasso, o tridngulo ABC, conhecidos os comprimentos AB = ¢, BC = a e h, da altura

baixada a partir de A.

Solugdo: Construa o segmento BC = a e trace uma reta r paralela a BC, sendo que

r tem distancia h, de BC. Trace um circulo C de centro em B e raio AB = c.
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Marque o ponto A de intersec¢do com a reta r. O Tridngulo ABC e A'BC atendem

ao enunciado.

Figura 8: Construcio de um tridingulo dada BC, BA e a altura ha. I

A A
® » oD
G
c h
E c B Cc
® L 2 » .A

Fonte: Autoria Prépria

Nesta questido convém responder a divida que surgiu ao construir, quando surgir 2

tridngulos ndo congruentes. Quando isto ocorre?
Quando temos ¢ > h, temos 2 solucdes.
Quando temos ¢ = h, temos 1 solucdo. O tridngulo e retangulo.

Quando temos ¢ < h, ndo ha solugao.

r

A questdo acima ¢ semelhante ao problema 13 da pagina 31, do livro “Uma
Introdugdo as construcdes Geométricas” de Edward Wagner, mas que possuem uma pequena
diferenca e por isso, foram resolvidos por seus autores de modos diferentes. Compare a questao

acima com a que segue:

(Problema 13) Construir o triangulo ABC conhecendo os lados AB = 5,2 cm, BC =
5,7 cm e a altura relativa ao lado AB, h = 4,5 cm (WAGNER, 2007).

Solugio:

Faca um desenho imaginando o problema resolvido e seja CD = h a altura relativa
ao lado AB. Como o angulo BDC é reto, o ponto D pertence ao arco capaz de 90° construido
sobre BC. Como CD ¢é conhecido, determinamos o ponto D. Sobre a reta BD determinamos o

ponto A e o problema estd resolvido.
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Figura 9: Construcdo de um tridngulo dada BC, BA e a altura ha. II.

B 5,7 cm C
Fonte: (WAGNER, 2007)

2.5.2 Uso de féormulas em problemas

Em questdes dissertativas, é necessario e “suficiente” provar que a descoberta levou
realmente a uma resolugdo correta. Um estudante pesquisador deve ir além e testar a solucao
em outros problemas de forma a conseguir dominar o método adequando-o a cada problema ou

incrementando dados e meios a cada novo nivel de resolucao.

Ele j4 ficara convicto da férmula estar certa porque a deduzira cuidadosamente. Mas
agora estd ainda mais convencido disso e o aumento da confianca provém de outra
fonte: deve-se a uma espécie de “prova experimental”. Entdo, gracas as indagacdes
precedentes, os detalhes da férmula adquirem um novo significado e ficam ligados a
varios factos. A féormula tem, portanto, melhor probabilidade de ficar lembrada, o
conhecimento do estudante consolida-se. Finalmente, as indagagdes podem
facilmente ser transferidas para problemas semelhantes. Ap6s algumas experiéncias
com problemas semelhantes, um estudante inteligente poderd perceber as ideias
basicas gerais: a utilizacdo dos dados relevantes, a variacdo dos dados, a simetria, a
analogia. Se ele adquirir o hébito de dirigir a sua atencdo para estes pontos, a sua
capacidade de resolver problemas poderd definitivamente melhorar. (POLYA, 1995,

p-12).
Tendo dominio da férmula encontrada, serd quase intuitivo o uso em problemas que

pecam o uso da mesma, como pode ser visto abaixo a férmula que representa a altura h do

triangulo equiléatero de lado [. Ela pode ser encontrada utilizando a seguinte construgao:

Construa o tridngulo equildtero. Baixe a perpendicular a BC passando por A.
Marque o ponto P pertencente a BC. Agora acharemos a altura h = AP. Por construcio

obtivemos dois tridngulos retangulos iguais. Usando Pitdgoras em um desses tridngulos temos:



28

Figura 10:Medidas no triangulo equilatero

Fonte: Autoria Prépria
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Agora tendo encontrado uma férmula em fun¢do do lado do tridngulo equildtero
podemos aproveitar em problemas que pecam simplesmente sua aplicacdo ou que tenham

enunciado parecido.
2.6 TEOREMA DE PITAGORAS

Conhecido pelo seu enunciado, “A soma dos quadrados dos catetos ¢ igual ao
quadrado da hipotenusa” ou por sua foérmula c? + b? = a?, este teorema, tem solugio

fascinante, além de ser muito importante e usual na matematica. Leva o nome de seu dito criador

“Pitagoras” (569 — 480 a.C.).

Temos provas concretas que os babilonios antigos conheciam o Teorema de Pitagoras.
Muitos tabletes de barro datados do periodo de 1800 a 1600 a.C. foram encontrados,
decifrados e hoje se encontram em diversos museus. Um deles, chamado Plimpton
322 estd na Universidade de Columbia e o fragmento que foi preservado mostra uma
tabela de 15 linhas e 3 colunas de nimeros. Os pesquisadores descobriram que esta
tabela continha ternos pitagdricos, ou seja, lados de um tridngulo retdngulo. Como o
que restou € apenas um pedacgo de um tablete, que deveria fazer parte de um conjunto
de tabletes, ndo se sabe como esses nimeros foram encontrados. Mas uma pista, que
os babilonios conheciam alguma forma de encontrar esses nimeros, estdi em um
tablete guardado hoje no Museu Britanico. Nesse tablete esta escrito o seguinte: 4 € o
comprimento 5 € a diagonal. Qual € a altura? 4 vezes 4 d 16. 5 vezes 5 d4 25. Tirando
16 de 25 o resto € 9. Quantas vezes quanto devo tomar para ter 9? 3 vezes 3 dd 9.3 ¢
a altura. (WAGNER, 2005, p. 2)
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Pitagoras, fez varias viagens ao Egito, India, Babilonia entre outros onde adquiriu
vérios conhecimentos. Nascido em Samos, uma ilha préxima a Mileto, local de nascimento de

Tales. A partir destes dois grandes nomes foram divulgados a matemética como ciéncia.

ApOs viajar por vdrias cidades, ele voltou a regido da Grécia e assim Pitdgoras deu
inicio a uma comunidade oculta que se dedicavam aos estudos da Filosofia e Matematica.
Alguns estudiosos chamavam essa comunidade de Escola Pitagérica. Devido a falta de
Preservagao naquela época, ndo existem documentos que comprovem que realmente Pitdgoras
foi o criador do seu Famoso Teorema nem qual a demonstrac@o original pois, naquele tempo,
era costume dar o crédito ao mestre.

O Teorema de Pitdgoras, ¢ um dos teoremas mais utilizados em toda a matematica,
sendo a mais popular e imprescindivel ferramenta nas resolugdes de problemas, |[...].
Para alguns historiadores, Pitdgoras nunca existiu; Ja para outros, foi um nome
atribuido a um grupo de gregos e para uma terceira corrente de historiadores, o

matemdtico e filésofo de fato existiu, embora nenhum registro sobre a sua vida ou
seus trabalhos tenham chegado até os dias atuais. Contudo, apesar de toda a mistica

z

que envolve a sua existéncia ou ndo que se perpetua ainda hoje € inegéavel a
contribui¢do da matematica pitagdrica para as ciéncias até os dias atuais. (ALVES,
2019, p. 21).

Somente o matematico americano E. S. Loomis (1940) publicou 370 demonstragoes
deste Teorema. Entre centenas de demonstracdes, alguns pesquisadores acreditam que a
demonstracdo original foi feita usando areas, que segue abaixo. Esta é a demonstragdo mais

antiga, que se tem registro. Ela aparece no livro de Euclides (Os Elementos, século 3 a.C.)
Para a prova formal, precisamos de quatro lemas elementares:

1. Se dois triangulos tiverem dois lados de um igual a dois lados do outro, cada um para
cada um e os angulos incluidos por esses lados iguais, entdo os tridngulos sdo congruentes

(caso LAL).

2. A éarea de um tridngulo € metade da drea de qualquer paralelogramo na mesma base e

tendo a mesma altitude.
3. A drea de um retangulo € igual ao produto de dois lados adjacentes.
4. A 4rea de um quadrado € igual ao produto de dois dos seus lados.

Em seguida, cada quadrado superior € relacionado a um tridngulo congruente com

outro tridngulo relacionado a um dos dois retdngulos que compdem o quadrado inferior.
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Prova: Deixe o ACB ser um tridngulo retdngulo com CAB de angulo reto. Em cada um dos
lados BC, AB e CA, os quadrados sdao desenhados, CBDE, BAGF e ACIH, nessa ordem. A
construcdo de quadrados requer os teoremas imediatamente precedentes em Euclides e depende
do postulado paralelo. De A, desenhe uma linha paralela a BD e CE. Ele ird intersectar

normalmente BC e DE em K e L, respectivamente.

Figura 11: Prova de Euclides Elements

Fonte: Autoria Prépria
Junte-se a CF e AD, para formar os triangulos BCF e BDA.

Figura 12: Retangulo incluindo as novas linhas I

E

[

D

Fonte: Autoria Prépria

Angulos CAB e BAG sio ambos Aangulos retos; portanto, C, A e G
sdo colineares. Similarmente para B, A e H. Os angulos CBD e FBA sio ambos angulos
retos; portanto, o angulo ABD ¢ igual ao angulo FBC, pois ambos sdo a soma de um angulo

reto e angulo ABC. Como AB € igual a FB e BD € igual a BC, o triangulo ABD deve ser
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congruente ao tridangulo FBC. Como AKL € uma linha reta, paralela a BD, entdo o retangulo
BDLK tem duas vezes a drea do tridangulo ABD porque compartilham a base BD e t€m a mesma
altitude BK, ou seja, uma linha normal a sua base comum, conectando as linhas paralelas BD e
AL (lema 2). Como C € colinear com A e G, o quadrado BAGF deve ser duas vezes na drea para

o triangulo FBC.

Portanto, o retAingulo BDLK deve ter a mesma drea que o quadrado BAGF = AB?.
Da mesma forma, pode ser mostrado que o retangulo CKLE deve ter a mesma 4rea que o
quadrado ACIH = AC %. Adicionando estes dois resultados, AB?> + AC? = BD - BK + KL -
KC.Como BD = KL, entao BD - BK + KL-KC = BD - (BK + KC) = BD X BC.

Figura 13: Retangulo incluindo as novas linhas II

Fonte: Autoria Prépria

Mostrando os dois tridngulos congruentes de metade da drea do retingulo BDLK e quadrado

BAGF . Portanto, AB? + AC >=BC ?, uma vez que o CBDE é um quadrado.

Observa-se que no problema exposto por Polya pagina 8, foi resolvido com ajuda
de um problema correlato onde foi inserida a constru¢do de um triangulo retangulo dentro do
Poliedro usando a diagonal da face e encontrando a sua medida por meio do teorema de
Pitdgoras. Este modelo de construcdo para resolucao também foi utilizado nas questdes do ENA

como pode ser visto abaixo.
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2.7 RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Tomando como referéncia o tridngulo ABC e os outros dois tridngulos criados a
partir da altura baixada do angulo reto, representados na imagem abaixo, a semelhanca entre

eles para encontrar algumas relacdes métricas no tridngulo retangulo.

Figura 14: Triangulos retdngulos semelhantes

IQ\‘\\ ,-'ﬂl
Ifr \\\\‘\ /
¢/ “\\\b ¢ h . b
;I,"’I \\\‘\\\\\\ / . h \“\\
xfj \\\ ! \
{ w 4 [ H
- N
a m

Fonte: Site “Professor Ferreto”

“Vamos ver primeiro as semelhangas entre o 1° e o 2° tridngulo. Por exemplo, ao

pegarmos o lado a do 1° tridngulo, ou seja, a hipotenusa, verificamos que ele estd para o
lado ¢ do 2° tridngulo, que € a hipotenusa também, e por isso estes dois lados sao homologos.
E se pegarmos o cateto b, do 1° tridngulo, veja que no 2° tridngulo ele estd para o cateto A, ja
que ambos se encontram entre o angulo reto e o angulo 2 linhas. Como chegamos em uma
igualdade de fracdes, podemos multiplicar cruzado e teremos a primeira relacio métrica dos
tridngulos retangulos:

a b

E=E—>a-h=b-c (D
Poderiamos ter encontrado a ultima implicagdo acima usando a definicao base vezes

altura para encontrar a drea no tridngulo de duas formas e depois igualando.

Podemos encontrar mais trés relagcdes métricas fazendo comparacdes semelhantes
entre o 2° tridngulo e o 3° tridngulo, novamente entre o 1° e 0 2°, e por fim também entre o 1° e
o 3° triangulo, todas apresentadas nas equagdes abaixo e seguidas do seu enunciado (site:
Professor Ferreto site: https://www.professorferretto.com.br/relacoes-metricas-no-triangulo-

retangulo)”.

S|
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O quadrado da altura € igual ao produto das projecdes.

a

(3)

3o
l
a
I
8
3

- b*=a-n (4)

ST

a
b
O quadrado do cateto € igual a sua projecdo vezes a hipotenusa.

Somando as relagdes (3) e (4) acima, obtemos de modo mais prético e 4gil o teorema

de Pitdgoras.
b’+c’=a-m+a-n=a-(m+n)=a-a -
b? + ¢? = a?
A soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa.
2.8 LUGARES GEOMETRICOS

Na construgdo em que o leitor verifica que “falta uma informagao” usa-se o lugar
geométrico para definir a regido que teremos a possivel solu¢do. Um Lugar geométrico pode
ter um ponto, uma quantidade limitada de solu¢des, infinitas solu¢des ou até nenhuma solugdo.
Lugar geométrico tem a seguinte definicao: (MUNIZ NETO, 2012).

Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico (abreviamos
LG) dos pontos que possuem a propriedade P € o subconjunto L do plano que satisfaz
as duas condigdes a seguir:

a) Todo ponto de L possui a propriedade P.

b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

Em outras palavras, L € o LG da propriedade P se L for constituido exatamente pelos
pontos do plano que tém a propriedade P, nem mais nem menos.

2.9 ARCO CAPAZ

Um dos mais conhecidos e usuais lugares geométricos € o “Arco Capaz”. Este “¢ o
lugar geométrico de todos os pontos P tais que, dada a corda AB, o angulo APB € igual a um

certo angulo dado”. pode ser construido da seguinte forma:
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Figura 15:Arco capaz.

Fonte: Autoria Prépria

Construa o segmento AB.

Trace AX perpendicular a AB.

Construa entre XAB o angulo XAY = a, tomando A como o vértice.
Trace a mediatriz de AB.

Marque M o ponto de interseccao de AY com a Mediatriz AB.
Construa o arco circular de centro M e raio AM.

Este € o arco capaz, pois temos AMB = 2a, entdo qualquer que seja o ponto P no arco

construido teremos o angulo APB = a.
2.10 METODO DA OBSERVACADO.

Para a resolug@o de problemas, Polya (1995) mostra o método do didlogo entre
professor e aluno, que consiste na busca de meios ja conhecidos anteriormente pelo educando,
de forma que o docente faca uma intervencio indireta, com uso de perguntas que analisam o
que conseguimos compreender do problema (dados e inferéncias) e os conhecimentos ja

adquiridos que possam vir a auxiliar na resolugdo.

A cada resposta € feita uma andlise se esta andlise direcionou a um novo caminho
que o coloca mais proximo da resposta alvejada. Assim teremos a busca por resposta satisfeita

de forma que o aluno use a solucdo em problemas futuros. Do método de questionamento de
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Polya (1995), tem alguns questionamentos importantes. Do problema: “Calcular a diagonal de
um paralelepipedo retangulo do qual sao conhecidos o comprimento, a largura e a altura”, segue
o questiondrio feito por Polya (1995):
O didlogo entre o professor e seus alunos pode principiar da seguinte maneira: - Qual
€ a incognita? Quais sdo os dados? Adote uma notacdo adequada. Qual a letra que
deve denotar a incégnita? Quais as letras que escolheria para o comprimento, a largura
e a altura? Qual € a condicionante que relaciona a, b e ¢ com x? Trata-se de um

problema razodvel? Ou seja, a condicionante € suficiente para determinar a incégnita?
(POLYA, 1995, p. 77).

Logo em seguida € feita uma andlise a respeito de problemas correlatos usando
como base conhecimentos adquiridos anteriormente pelos alunos: “O aluno conseguiu, afinal,
ter a ideia da resolugdo. Ele percebe o tridngulo do qual a incégnita x € a hipotenusa e a altura

dada c é um dos catetos; o outro cateto ¢ a diagonal de uma face.” (POLYA, 1995, p.77)

Usaremos este método como base para a resolugdo do problema a seguir adotando

as adequacdes didaticas-geométricas necessarias.
3METODOLOGIA

Este trabalho foi feito de forma exploratéria e descritiva. A pesquisa ocorreu por
meio de leituras em sites, dissertacdes relacionadas ao assunto e livros. Estes sites e
dissertacOes, descrevem os passos para se chegar a resolucdo de problemas, histéria da
geometria, algumas construgcdes geométricas entre outros. Descritiva quando foi relacionado as
questdes do exame do ENA e ENQ com as formas de resolucdo que envolvem construcao

geométrica.

O desenvolvimento deste trabalho iniciou-se apds uma percepg¢ao feita na disciplina
de MA 13 do PROFMAT da quao importancia das constru¢des geométricas nas resolucoes de
problemas, principalmente nas avaliagdes dos exames de acesso e de qualificacdo do mestrado
profissional de matemadtica em rede, ao longo dos anos 2016 a 2019, baseado nas seguintes

observacoes:

Foi feita uma busca de dados no banco da SBM, com andlise minuciosa das
questdes de geometria que foram resolvidas através do método de constru¢des geométricas no

ENA e ENQ nesse periodo.

ApOs essa andlise foi feito uma tabulacdo dos dados encontrados e forma exibidos

os resultados obtidos através do levantamento nos exames ja citados por meio de graficos.
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4 ANALISE

4.1 ANALISE DAS QUESTOES DO ENA E DO ENQ

ENA 2017

(Questao 06) — A seguinte figura mostra um cubo.

Figura 16: Cubo
' o Q
( L

D

Fonte: ENA — 2017

O ntimero de triangulos equilateros que podem ser formados cujos vértices coincidam com os

do cubo é:
(A) 4 B)6 8 D) 12 (E) 24

Iremos apresentar o questionamento do docente com o discente com a inten¢ado de

criarmos uma estratégia de resolugdo, iniciando da seguinte forma:
- O que se pede?
O numero de tridngulos equilateros.
- Como € formado um tridngulo equilatero?
Com 3 segmentos iguais.
- O que temos?

Os 8 vértices do cubo.
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- De que forma os vértices do cubo podem formar segmentos?

Podem formar segmentos representando, no cubo, a diagonal da face, uma aresta

ou diagonal do cubo.

- Quais destas representacoes podem se relacionar para formar um tridngulo

equilatero?
Somente a diagonal das faces.
- Pode exemplificar quais tridngulos posso formar de um vértice?

Note que de cada vértice € possivel formar trés tridngulos distintos, por exemplo,

com o vértice A formamos os triangulos ACP, ACR e APR.

- O problema mostra ter solucdo? A condicionante nos permite resolver o

problema?
- Sim, aparenta ndo ser dificil de solucionar.

- Agora, o proximo passo € executar os procedimentos Planejados. Quantos

tridngulos podemos ter?
- Dados os 8 vértices do tridngulo podemos formar 24 tridngulos equilateros.
- Algum triangulo foi contado mais de uma vez?

- Sim, ao contarmos quantas diagonais das faces saem de um mesmo vértice,
contamos como se fossem as bases de triangulos distintos. observe que o tridngulo equilatero

BDQ com base BD é o mesmo com base DQ e QB.
- O que pode ser feito para resolver este excesso?

- Basta dividir a quantidade encontrada por 3. Assim, chegamos ao resultado.

Temos 8 tridngulos equilateros distintos que seus vértices coincidam com os vértices do cubo.

(Questao 07) A figura esquematiza o perfil de uma méaquina simples, conhecida como alavanca.

O tridngulo equildtero CDF do esquema tem lados de medida v/3 metros, estando o lado CD em
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contato com o chao horizontal. O segmento AB representa uma haste rigida e retilinea, de

comprimento 6 metros, que gira em torno do ponto

fixo F, sendo BF = 2 m.

Figura 17:Alavanca.

chao

C D
Fonte: ENA — 2017

Quando A tocar o chao, a altura de B, em metros, em relacdo ao chao sera

(A) 1 )2 (V2 D> B 22
Solucao
Resposta: D

A figura abaixo mostra a situa¢do do problema, onde P e Q sdo, respectivamente, as proje¢des

de F e B sobre o chao horizontal.

Figura 18:Alavanca. I

Fonte: ENA — 2017

Como todos os pontos sdo coplanares, inclusive P e Q, entdo FP € a altura do tridngulo
equildtero CDF. Sendo [ = v/3 metros o lado desse tridngulo, entio:
__ 13 343 3
= m

P = > ) sz
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Como APF = AQB = 90° e PAF = QAB (angulo comum), entdo os tridngulos AFP e ABQ

sdo  semelhantes pelo critério  angulo-angulo. Disso e sabendo-se  que
AF = AB — FB = 4 metros, tem-se:
BQ AB BQ 6
=== —F =
FP AF 3 4
2

) - - 9
donde conclui-se que a altura do ponto B em relag@o ao chao é BQ = L m

(Questao 15) — Na figura, a corda AB tem medida 5 e o raio OA mede 10.

Figura 19: Corda de um circulo. I

. N
s Y
A’ \
\
\
] \
1 \
I 1
1
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\ O 1
- H
I
\ ]
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\ ’
\ /
\ ’
N '
~ e

Fonte: ENA 2017

A medida do segmento AH, perpendicular ao raio OB, € igual a

(A) 2 (B)5 (C)5v3 D) 22
Resposta: A
Solugdo

Figura 20:Corda de um circulo. II

Fonte: ENA — 2017
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Tracando o didmetro BC e a corda AC da figura, o tridAngulo ABC serd retangulo em A, pois o

angulo BAC determina um arco de 180°.

Chamando de y a medida de AC, como BC = 20 pelo Teorema de Pitagoras,
y? + 52 = 207,

logo y? = 375, e entdo y = 5V15.
. n AB _ BC
Temos ainda, pela semelhanca dos tridngulos ABH e ABC, que 5 logo

5-5vV15 = 204AH

E com, isso

H_25\/1_5_5x/ﬁ
20 0 4

(Questao 24) — As quatro faces triangulares de uma piramide de base quadrada sdo congruentes,
e a altura desta piramide € igual a medida das arestas da base. A razao entre a 4rea lateral total

e a drea da base é:

(A)2 (B)V5 (©)V3 (D) V2 (E) 1
Resposta: B

Solucdo:

Figura 21: Piramide de base quadrangular

Al o i om

[
Fonte: ENA — 2017
Na figura, estd representado o tridngulo retangulo formado pela altura da pirdmide, pelo

ap6tema da base e pela altura de uma das faces (também chamado de apétema da piramide).
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Sendo a a medida das arestas da base (o lado do quadrado) e h a altura de uma das faces laterais,

o tridngulo representado tem hipotenusa h e catetos a e %

Assim, pelo Teorema de Pitdgoras, temos que

portanto, a drea lateral total da pirimide é

ERVE

2 = a?V5

48, = 4 -

. 4 . ~ 45 .
Por outro lado, a drea S;, da base é dada por a?. Sendo assim, a razio S—l éigual a
b

4Sl . az\/g .
Sb B a2 B

V5.

ENA 2018
(Questao 18) — O cubo da figura abaixo tem aresta de medida 3. Se Al =CJ] =FK =1, o

perimetro do tridngulo IJK é

Figura 22: Sec¢do no cubo

Fonte: ENA — 2018
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(A) 2410 + 3v2
(B) 3V10
()92

(D) 2v13 + 32
(E) 210 — 3v2
Resposta: A
Solugdo:

Figura 23:Seccdo no cubo com novas linhas.

Fonte: ENA 2018

Como Al = FK = 1, marcando o ponto L da figura acima, tal que KL = 1, os tridngulos LIK e

LI] serdo retangulos, e tais que

IK? =12 + LK? = 3% + 12 = 10,
I[J?=11>+1J> =32 +3%=18,
Logo

IK =+10e I] =18 = 3V2.

Além disso, os tridngulos ILK e JLK sao congruentes (triangulos retangulos com 0s mesmos

catetos), logo

JK = TR = 10,
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Assim, o perimetro do tridngulo IJK é dado por

IK + I + JK = V10 + 3V2 + V10 = 2V10 + 3v2

(Questao 27) — Sobre os lados AB e CD de um quadrado ABCD, e internamente a ele, sdo
construidos os tridngulos equildteros ABE e CDF, como indicado na figura. Sendo 1cm a

medida do lado do quadrado, a drea do losango destacado na figura é dada por:

Figura 24:Triangulos equilateros inscritos no quadrado. I
D ¢
E

F

A B
Fonte: ENA — 2018

2v/3 -3

() =

43 -6

(B) =

)8\/5—12

(c 3

0D

V3

(E) e

Resposta: A
Solugdo:

Considere os pontos M, G, H, | e N da figura abaixo, de forma que M e N sdo pontos médios

dos lados do quadrado sobre os quais estao.
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Figura 25:Triangulos equilateros inscritos no quadrado. 11

Fonte: ENA — 2018

O tridngulo ADG & isésceles, pois os éangulos GAD = GDA =30°. Com isso,

Com isso HI = %

Desta forma, como EI = ? (altura do tridAngulo equildtero ABE de lados de medida 1), temos

V3

V3-1
2 .

2

EH =EI—HI =

1
2

O triangulo EG]J é equilétero, pois o tridangulo ABE € equilétero e o lado GJ € paralelo a AB.

Assim, EH € altura de um tridngulo equilatero de lado GJ e, portanto

— 3
EH = £ GJ,
2
Logo
V3—-1 3
=—-GJ,
2 2
e, portanto,
W_ﬁ—12_ﬁ—1
2 3 V3
Assim,

area(EGFI) = 2 - area(EG])
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_Z_G_]-ﬁ_<x/§—1>_<x/§—1>_4—2\/§
- N 2 ) 2V3

ENA 2019

(Questao 2) — Na figura, os tridngulos ABC, CDE, EFG e GHI sdo equilateros, sendo €D uma
altura de ABC, EF uma altura de CDE e GH uma altura de EFG. Se AB = 1, a medida GI é

igual a:
Figura 26:Triangulos equildteros consecutivos.
G
C'
1
F H E
A D B
Fonte: ENA 2019

V3
4) —
() =

3
B) —
OF

9
C) —
© I¢

27
D) —
D) =

3v3
B =5~

Resposta: E
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Solugao:
Como CD € a altura do triangulo equilatero ABC de lado 1, temos que

Vi 3

CD =—
2 2

Agora EF ¢ a altura do tridangulo equildtero CDE de lado CD= \/; e assim

Da mesma forma, GH ¢é a altura do tridngulo equildtero EFG de lado EF, logo

- aD e (9) (9)

3

2

2

Logo GI = GH e, portanto,

ENQ 2016.1

(Questao 02) Dados dois segmentos de medidas distintas a e b, descreva como construir, com

2 . a+b
régua e compasso, segmentos de medidas — ¢ Vab.

Observacao: Considere conhecida a construcdo de perpendiculares.
Solugio:

Consideramos trés pontos colineares 4, B e €, de maneira que B pertenca ao segmento AC,

AB =aeBC = b.

~ a+b
Construcao de -
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Tracamos duas circunferéncias de raio a + b, uma com centro em A e outra com centro em B.

Chamamos de D e E os pontos de intersec¢do entre elas.

Tracamos a reta por D e E.

Figura 27: Construg¢do da média aritmética

! f
!

.\\ /’f y

\
b
\\
.

Fonte: ENQ 2016-1

. ~ b
Chamamos de M a intersec¢ao dessa reta com o segmento AC. O segmento AM mede %, uma

vez que DM ¢ a altura do tridngulo equildtero ACD e portanto € mediana.

Construcio de Vab:

Figura 28: Constru¢do da média geométrica

Fonte: ENQ —2016.1
. a e . a+
Tracamos uma circunferéncia de centro no ponto médio M e raio aT

Tracamos uma perpendicular a AC passando por B. Chamamos de X e Y as intersec¢oes dessa

perpendicular com a circunferéncia.
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O segmento BX mede Vab, pois é a altura do triAngulo retingulo ACX e portanto

BX? = AB - BC.

Todo aprendiz se norteia a um novo nivel de aprendizagem se o acompanha o
objetivo intrinseco do desejo em querer observar se a resolucao feita realmente estd correta.
Sempre € plausivel verificar se a solu¢ao atende ao enunciado e se conseguiremos utilizar todos
os dados disponiveis na férmula encontrada. Quando temos uma boa solug¢do ela direciona para
futuramente conseguirmos obter muitas respostas similares, e algumas vezes, mesmo que
permutemos as incognitas de lugar ou mudemos as medidas enunciadas. Para tanto € necessario
provar que a descoberta esta correta e atende a varias questdes similares. Isso pode ser visto nos

problemas do ENQ a seguir que ao final provam o que foi construido.
ENQ 2017-1

(Questao 02) Descreva a construgdo, com régua e compasso, do circulo tangente a reta r e

contendo os pontos A e B da figura abaixo.

Construcdo do circulo tangente a r contendo A e B. 1. Fonte: ENQ 2017-1

Observacgao: Considere conhecidas as construgdes, com régua e compasso, da mediatriz de um
segmento, da média geométrica de dois segmentos e da perpendicular a um segmento passando

por um ponto dado. Estas construcdes

podem ser utilizadas sem maiores detalhamentos.

Solugio:

Vamos supor o problema resolvido:
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Construcao do circulo tangente a r contendo A e B. II. Fonte: ENQ 2017-1

Para construir o circulo, precisamos construir, primeiramente, seu centro C. Este centro estara
na intersec¢ao da mediatriz do segmento AB com a reta perpendicular a r e passando pelo ponto

T de tangéncia entre r e o circulo. Com isso, se soubermos
determinar o ponto T, o problema poderd ser facilmente resolvido.

Sendo P o ponto de interseccio entre r e a reta que passa por A e B, sabemos que PA - PB =
PT? logo, PT é a média geométrica dos segmentos PA e PB. Com isso, podemos fazer a

seguinte construcao:

1. Marcamos o ponto P de intersec¢do entre as retas da figura e construimos o circulo de centro
P eraio a, onde a é a média geométrica dos segmentos PA e PB (esta construcdo pode, segundo

o enunciado, ser feita sem maiores detalhes).

2. Tomamos o ponto T na intersec¢do entre r € o circulo do passo anterior, de forma que TPA

seja agudo.

3. Tracamos a reta s, perpendicular a r e passando por T (segundo o enunciado, esta constru¢cao

pode ser feita sem maiores detalhes).
4. Tragamos a reta m, mediatriz de AB (esta construcdo pode ser feita sem maiores detalhes).
5. Marcamos o centro C do circulo na intersec¢ao entre m e s.

6. Construimos o circulo de centro C e raio CA.
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ENQ 2019.1

(Questao 04) Dados dois segmentos de comprimentos s € ¢, com s > 2q, indique a construcao
com régua e compasso, de segmentos cujos comprimentos sejam iguais as raizes da equacao do

segundo grau x2 — sx + g2 = 0.

Solucgao:

Trace uma reta e marque, sobre a mesma, pontos B e C tais que BC = s.
Construa um circulo de didmetro BC.

Trace a reta r' paralela a reta r distando g dela, a qual intersecta o semicirculo superior nos

pontos A e D, pois q < %

Temos que o triangulo ABC € retangulo em A.
Considere H o pé da altura do tridAngulo ABC relativa ao vértice A, logo AH = q.
Temos que q> = AH?> = BH-HC e BH + HC = s.

Portanto, BH e HC sio as raizes da equacdo x> — sx + g% = 0.

Figura 29: Construgdo das raizes da equagdo do 2° grau

Fonte: ENQ 2019.1

Também ¢ sensato verificar a “unicidade”, ou ndo, da resposta e dos meios para
encontra-la. Se existir o argumento da existéncia de outra possivel solu¢do ou outro caminho
para encontra-la, entdo € preciso haver uma discussdo, apos a resolucao, sobre as formas em
que o enunciado € atendido para que assim ndo reste divida sobre qual resposta ird satisfazer
as inferéncias da pergunta inicial e para ter dominio sobre o método de forma a responder outras

questdes andlogas.
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4.2 CONSTRUCOES GEOMETRICAS NAS QUESTOES DO EXAMES ENA E ENQ

As questdes do ENA e ENQ serviram de norteamento, neste trabalho, para detalhar
o uso atual, a nivel nacional, da construcdo em resoluc@o de problemas geométricos. O exame
Nacional de acesso (ENA) vem sendo realizado anualmente por meio da SBM, com intuito de
ordenar o acesso dos novos estudantes ao PROFMAT, contando, com 30 questdes. Para
enumerar as questdoes do ENA, em ocasidoes que foram permutadas as questdes e houveram
vdrias provas, optamos por escolher a de menor indice, por exemplo usamos a ENA-2017 prova
1. O Exame Nacional de Qualificacio (ENQ) € aplicado anualmente, para verificar a
aprendizagem nas 4 primeiras disciplinas do curso PROFMAT, sendo elas: MA 11 (Numeros
e Fun¢des Reais), MA 12 (Matemitica Discreta), MA 13 (Geometria), MA 14 (Aritmética).

Este dispde de 8 questdes, entre elas duas de Geometria.

Abaixo segue a ocorréncia dos conteudos que verificamos nos 3 tltimos anos nestes

dois exames.

Figura 30: Quantitativo por temas

TOTAL POR CONTEUDO

Volume de um cilindro
Segmento circular
Setor Circular
Pontos calineares
Lei dos cossenos
Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio area da base volume e geratriz
Relagdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, bissetriz e reversa)
Razdo de semelhanca entre dreas
Area do losango

Tridngulo isdsceles

Uso da formula de Bhaskara para encontrar medidas.  IEE_——t
RelagBes entre conceitos e medidas no tridngulo retangulo.
Atribuir valores e medidasa seguimentos  E—————————

Poténcia de ponto — ponto externo a uma circunferéncia  IEE—<————
Medida do apétema, altura, drea lateral e drea da base da pirdmide  E—
DefinigBies e medidas do didmetro, raio e drea do circulo
Arco capaz de 900 I

Teorema de Pitdgoras
Definigties de trapézio  mmmm
Relagdes entre conceito e medida de dngulo, seno, cos de um dngulo e suas aplicagdes.

Tridngulos semelhantes ou/e congruentes

Relagdes entre conceitos e medidas no tridngulo equildtero
Relagdes entre conceitos e medidas no cubo.  EE—————
Combinacdo 2 a 2 nimero de ligages entre n pontos — —
RelagBes entre conceitos e medidas de um tridngulo qualquer. I — S

o

2 4 6 8 10 12
Fonte: Autoria Prépria
E possivel observar que, entre varios métodos utilizados na resolu¢ao de problemas
que envolviam geometria os que mais foram utilizados envolviam a construcao de tridngulos
semelhantes e a construcdes que relacionem retas. Sendo a primeira, mais utilizada no ENA,

pois a semelhanca usa a propor¢do, teorema de Tales e o Teorema de Pitdgoras que sdo
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conteudos pedidos nos editais do ENA. e a segunda muito utilizada no ENQ, ao verificar a

assimila¢do do aprendizado.

Veremos agora o uso de constru¢cdes geométricas na resolucao de problemas por

exame.
Figura 31: Total por Exame
TOTAL POR EXAME
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Fonte: Autoria Prépria

E possivel perceber que nas questdes do ENA, a quantidade de resolugdes que
pedem algum artificio que envolva constru¢cao vem diminuindo, talvez devido ao tempo por
questdo para cada questdo. Este tempo é composto de 180 minutos dividido em 30 questdes,

descontado o tempo do gabarito, os alunos tem menos de 6 minutos por questao.

Enquanto isso, € possivel ver o crescimento da necessidade de constru¢des na
resolucao das questdes do ENQ. Este tempo € de 4 horas divididos em 8 questdes o que dd uma
média 30 minutos por questdo. A primeira impressao, € que o tempo € suficiente aos alunos que
irdo se submeter ao exame. Porém, tratando-se de uma prova discursiva, onde além de obter
com criatividade a constru¢@o necessdria para chegar a resposta, deve detalhar ao corretor, de
forma escrita, os métodos que utilizou para resolver a questdo. O que em algumas questdes s6
€ possivel se o aluno ja tiver similaridade a questdo ou a ideia de construciao vier em tempo

habil. Agora veremos a aplicacio dos conteidos por exame.

Verificamos no ano de 2017, que a maior ocorréncia envolveu a verificagdo de
tridngulos semelhantes envolvendo teorema de tales e igualdade entre dngulos, teorema de

Pitdgoras no tridngulo retangulo, defini¢des como altura e drea no tridngulo equildtero e
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relagdes em tridngulo qualquer. Assim, € possivel observar que entre os contetdos envolvendo

geometria plana os que mais se destacam envolvem tridngulos e suas relacoes.

Figura 32: Temas no ENA 2017
ENA-2017

Volume de um cilindro
Segmento circular
Setor Circular
Pontos colineares
Lei dos cossenos
Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio area da base volume e geratriz
Relacdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, hissetriz e reversa)
Razdo de semelhanca entre dreas
Area dolosango
Tridngulo isosceles
Uso da formula de Bhaskara para encontrar medidas.
Relagdes entre conceitos e medidas no triangulo retangulo.  IEEEG—_—_—
Atribuir valores e medidas a seguimentos I —
Poténcia de ponto —ponto externo a uma circunferéncia  IEEG—<—G—<—_—_—
Medida do apdtema, altura, area lateral e drea da base da pirdmide  IEG—-GTG—<—_—
Definicdes e medidas do didmetro, raio e dreado circulo — IE— S
Arcocapaz de 900  E——
Teorema de Pitdgoras
Definicbes de trapézio  ————
Relagdes entre conceito e medida de dngulo, seno, cos de um dngulo e suas aplicacbes.  IEG—_—_
Tridngulos semelhantes ou/e congruentes IS
RelagGes entre conceitos e medidas no tridngulo equildtero I ————
Relactes entre conceitos e medidas no cubo. I
Combinagdo 2 a 2 nimero de ligacdes entre n pontos I
Relacdes entre conceitos e medidas de um triangulo qualquer. I — ——

0 1 2 3 4 5

Fonte: Autoria Prépria

A seguir, € possivel observar os contetidos utilizados na resolucdo de problemas
geométricos em 2018. E notério que as relagdes nos diversos tipos de tridngulos, em especial o
equildtero, foram muito utilizadas entre as respostas que envolviam geometria. E como pode
ser visto no grifico tivemos outros surgimentos, como por exemplo uso das relacdes

trigonométricas.
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Figura 33: ENA 2018
ENA-2018

Volume de um cilindro
Segmento circular
Setor Circular
Pontos colineares
Lei dos cossenos
Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio drea da base volume e geratriz
Relacdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, bissetriz e reversa)
Razdo de semelhanga entre dreas
Area do losango
Tridngulo isosceles
Uso da formula de Bhaskara para encontrar medidas.
Relages entre conceitos e medidas no triangulo reténgulo.
Atribuir valores e medidas a seguimentos
Poténcia de ponto - ponto externo a uma circunferéncia
Medida do apotema, altura, area lateral e drea da base da piramide
Definicdes e medidas do didmetro, raio e drea do circulo
Arco capaz de 902
Teorema de Pitagoras
DefinicGes de trapézio
Relaces entre conceito e medida de angulo, seno, cos de um dngulo e suas aplicagdes.
Tridngulos semelhantes ou/e congruentes
Relagdes entre conceitos e medidas no triangulo equilatero
Relades entre conceitos e medidas no cubo.

Combinacdo 2 a 2 nlimero de ligacdes entre n pontos

Relagdes entre conceitos e medidas de um triangulo qualquer.
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Fonte: Autoria Prépria

Além dos supracitados podemos observar, o uso de combinacdo 2 a dois, onde se
verifica quantas sdo as ligagdes possiveis a se fazer usando n vértices e assim escolher a melhor

estratégia para resolver problemas que envolvam probabilidade e geometria simultaneamente.

Verificaremos, no proximo grafico, as questdes do ENA 2019. Este deixa claro, a
confirmagio que as questdes que envolvem construgio vém diminuindo de forma gradativa. E
provavel que o ocorrido se deve ao tempo disponivel para resolucdo das questdes do exame ser
de poucos minutos como ja citamos acima. Porém, espera-se que as resolucdes por construgdes
continuem desempenhando um importante quesito para adentrar no PROFMAT, de forma
simples e que mostre a beleza em visualizar, por meio de novas medidas tragcadas, uma

estratégia a ser desenvolvida.
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Figura 34: ENA 2019
ENA-2019

Volume de um cilindro
Segmento circular
Setor Circular
Pontos colineares
Lei dos cossenos
Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio drea da base volume e geratriz
Relado entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, bissetrize...
Razdo de semelhanca entre dreas
Area do losango
Tridngulo isdsceles
Uso da formula de Bhéskara para encontrar medidas.
Relactes entre conceitos e medidas no tridngulo retangulo.
Atribuir valores e medidas a seguimentos
Poténcia de ponto - ponto externo a uma circunferéncia
Medida do apotema, altura, area lateral e area da base da pirdmide
DefinicGes e medidas do didmetro, raio e drea do circulo
Arco capaz de 902
Teorema de Pitdgoras
DefinigBes de trapézio

RelagGes entre conceito e medida de angulo, seno, cos de um angulo e suas aplicacdes.

Tridngulos semelhantes ou/e congruentes

Relacdes entre conceitos e medidas no tridngulo equildtero
Relacdes entre conceitos e medidas no cubo.

Combinagdo 2 a 2 nimero de ligagBes entre n pontos

Relagdes entre conceitos e medidas de um triangulo qualguer.
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Fonte: Autoria Prépria

Exame Nacional de Qualificagio

Agora verificaremos as resolugdes, que envolvem geometria, nos exames do ENQ

nos 3 altimos anos.

No ENQ — 2016.1 foi observado a necessidade de conhecimento sobre as medidas
no triangulo retangulo. Isso se deve ao fato de ter sido pedido o tamanho da media geométrica
entre m e n o que foi provado usando a constru¢do de um triangulo retangulo e usando a notagao
h? = m - n onde, h é a altura baixada da hipotenusa, m e n sio as medidas em que a hipotenusa

se divide.
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Outra verificacdo, novamente vista foi o uso da relagdo entre as retas. Este foi
atendendo ao cosseno entre uma reta (corda) e uma das arestas do cubo, que foi atendida usando

os conceitos de medidas do cubo.

Figura 35: ENQ 2016-1
ENQ-2016.1

Volume de um cilindro
Segmento circular
Setor Circular
Pontos colineares |
Lei dos cossenos
Tamanho da média geométrica
Cone- Aftura raio drea da base volume e geratriz
Relagdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, bissetriz e reversa) I
Razdo de semelhanca entre dreas
Area dolosango
Tridngulo isdsceles
Uso da formula de Bhaskara para encontrar medidas.
Relagdes entre conceitos & medidas no tridngulo retangul o, —
Atribuir valores e medidas a seguimentos
Poténcia de ponto—ponto externo a uma circunferéncia
Medida do apotema, altura, drea lateral e drea da base da pirdmide
Definies e medidas do didmetro, raio e drea do circulo
Arco capaz de 902
Teorema de Pitagoras
Definicdes de trapézio
Relacbes entre conceito e medida de dngulo, seno, cos de um dngulo e suasaplicaches. I
Tridngulos semelhantes ou/e congruentes
Relacfies entre conceitos e medidas no tridngulo equildtero @ S
Relagdes entre conceitos e medidas no cubo. I
Combinagdo 2 a 2 nimero de ligagBes entre n pontos

Relagdes entre conceitos e medidas de um tridngulo qualquer.
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Fonte: Autoria Prépria

Podemos observar também que no ENQ — 2016.2 entre outros conceitos, o
surgimento de um conteddo nao muito usual no exame, que € a relacdo entre as medidas do
cone. Este ndo ¢ de muita surpresa pois o cone usa as defini¢des do circulo e do tridngulo nas

suas resolucoes.
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Figura 36: ENQ 2016-2
ENQ-2016.2

Volume de um cilindro

Segmento circular

Setor Circular

Pontos colineares

Lei dos cossenos

Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio drea da base volume e ge ratriz |
Relacdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, hissetriz e reversa)  ——
Razdo de semelhanga entre dreas I

Area dolosango

Tridngulo isdsceles

Uso da formula de Bhaskara para encontrar medicas.

Relagbes entre conceitos e medidas no triangulo retangulo.

Atribuir valores e medidas a seguimentos

Poténcia de ponto- ponto externo a uma circunferéngia

Medida do apdtema, altura, drea lateral e drea da hase da pirdmide

DefinicBes e medidas do diametro, raio e area do circulo

Arco capaz de 902

Teorema de Pitdgoras

Definicdes de trapézio
RelagBes entre conceito e medida de dngulo, seno, cos de um angulo e suas aplicactes. I
Tridngul os semelhantes 0u/a congruant:

RelagBes entre conceitos e medidas no tridngulo equilitero

RelagBes entre conceitos e medidas no cubo.

Combinacdo 2 a 2 n(mero de ligades entre n pontos

Relactes entre conceitos e medidas de um tridngulo qualquer.
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Fonte: Autoria Prépria

No exame do ENQ 2017.1 podemos observar uma relacio que se tornou
imprescindivel para resolu¢do das questdes na qualificacdo. Esta observacgdo torna-se visivel na
questdo 5so quando pede para colocar as arestas da piramide em funcao de «, onde a € o angulo
entre duas arestas da piramide que tenham como vértice o dpice da mesma. Alguns alunos

usaram a lei dos senos na resolugdo desta questao.

Ainda € visivel, na questdo 2, o reaparecimento da constru¢do da Média
Geométrica, que apds uso dos conceitos de poténcia de ponto torna-se necessdria para a
resolucdo do problema. Porém, era desnecessario descrever todos os passos para constru¢do
desta média, pois o enunciado trazia como dica, que o redator poderia considerar a constru¢ao
sem maiores detalhes. Estas dicas que acompanham o ENQ, ajudam o redator a economizar
tempo na descricao e trazem informag¢des importantes para conduzir ao estabelecimento de uma

estratégia para resolver o problema pedido.
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Figura 37: ENQ 2017-1
ENQ-2017.1

Volume de um cilindro
Segmento circular
Setor Circular
Pontos colineares
Lei dos cossenos
Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio drea da base volume e geratriz
Relacdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, bissetriz e reversa)
Razdo de semelhanga entre dreas
Area do losango
Tridngulo isdsceles
Uso da formula de Bhaskara para encontrar medidas.
RelagBes entre conceitos e medidas no tridngulo retdngulo.
Atribuir valores e medidas a seguimentos

Poténcia de ponto - ponto externo a uma circunferéncia

Medida do apdtema, altura, drea lateral e drea da base da pirdmide
Defini¢des e medidas do didmetro, raio e area do circulo

Arco capaz de 902

Teorema de Pitagoras

Definicdes de trapézio

Relagdes entre conceito e medida de dngulo, seno, cos de um angulo e suas aplicacdes.
Tridngulos semelhantes ou/e congruentes

Relaces entre conceitos e medidas no triangulo equilatero

RelagBes entre conceitos e medidas no cubo.

Combinacdo 2 a 2 nimero de ligacdes entre n pontos

Relagdes entre conceitos e medidas de um tridngulo qualquer.

o
-

02 04 06 08

Fonte: Autoria Prépria

Pode ser observado, no exame 2017.2 a verificacdo do uso da semelhanca de
tridngulos em maior quantidade. Isto ocorreu na questdo 5 devido a questdo trazer uma sec¢io
proximo ao vértice do cubo de forma a construir uma pirdmide. Assim, para relacionar os lados
foi necessario identificar angulos e medidas que encontrassem 0s conceitos necessrios para

criar uma estratégia de resolugdo.

Na questdo 1, foi usado a lei dos cossenos para relacionar 2 lados e um angulo de
forma a encontrar o tridngulo pedido. A surpresa ocorreu quando ao invés de um foi encontrado
dois tridngulos. O que ndo deve ter ocorrido com que domina os conceitos sobre um tridngulo

qualquer.
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Figura 38: ENQ 2017-2
ENQ-2017.2

Volume de um ciindro
Segmento circular
Setor Circular
Pontos colineares
Lei dos cossenos
Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio drea da hase volume e geratriz
Relacdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, hissetriz e reversa)
Razdo de semelhanga entre dreas
Area do losango
Triangulo isdsceles
Uso da fdrmula de Bhaskara para encontrar medidas,
Relacies entre conceitos & medidas no tridngulo retangulo.
Atribuir valores e medidas a seguimentos
Poténcia de ponto—ponto externo a uma circunferéncia
Medida do apdtema, altura, drea lateral e drea da base da pirdmide — IEEEE—@—

Definicdes e medidas do didmetro, raio e drea do circulo
Arco capaz de 900

Teorema de Pitdgoras
Definigtes de trapézio
Relacdes entre conceito e medida de dngulo, seno, cos de um angulo e suasaplicagdes.

Trigngulos semelhantes ou/e congruentes
Relagtes entre conceitos & medidas no tridngulo equilitero
Relagfes entre conceitos & medidas no cubo.
Combinagdo 2 a2 nimero de ligacies entre n pantos

Relagties entre conceitos e medidas de um tridngulo qualquer.  EEEG—_——
0 05 1 15 1
Fonte: Autoria Prépria
No ENQ - 2018.1 foi utilizado o conceito da reta reversa, onde buscava-se
relacionar duas retas no espaco. Para tanto foi utilizado variadas solucdes diferentes. Em todas
elas foram o uso de medidas do cubo, podendo usar desde a lei dos cossenos para estabelecer
uma estratégia usando algebra e concluir que a relacao entre as retas € de 90° Outra solugdo que
foi encontrada, envolvia a construcao e a observacao entre a relacdo entre arestas e diagonais

no cubo.
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Também na demonstracio do teorema da bissetriz foi utilizado relacdes entre retas
de forma a construir retas paralelas e usar a semelhanga de tridngulos, para relacionar as

medidas nos tridngulos construidos.

Figura 39: ENQ 2018-1
ENQ-2018.1

Volume de um cilindro

Segmento circular

Setor Circular

Pontos colineares

Lei dos cossenos

Tamanho da média geométrica

Cone- Altura raio drea da base volume e geratriz

Relacdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, hissetriz c...
Razdo de semelhanca entre dreas

Area dolosango

Tridngulo isdsceles

Uso da formula de Bhaskara para encontrar medidas.

Relagdes entre conceitos e medidas no triangulo retangulo,
Atribuir valores e medias a seguimentos

Poténcia de ponto - ponto externo a uma circunferéncia

Medida do ap6tema, altura, area lateral e drea da base da piramide
Definigoes e medidas do didmetro, raio e area docirculo

Arco capaz de 902

Teorema de Pitagoras

Definigdes de trapézio

Relagdes entre conceito e medida de angulo, seno, cos de um angulo e suas aplicagdes.
Tridngulos semelhantes ou/e congruentes

Relages entre conceitos e medidas no tridngulo equilitero

Relagdes entre conceitos e medidas no cubo,
Combinacdo 2 a 2 nimero de ligactes entra n pontos

Relagdes entre conceitos & medidas de um tridngulo qualquer.
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
Fonte: Autoria Prépria
No ENQ - 2018.2 tivemos uma questao que trouxe grande divergéncia de opinides
no mundo académico, quando pediu que construisse duas retas. De inicio a questdo 2, pareceu
simples, mais um problema surgiu quando foi acrescentado em alguns polos a palavra

“distintas” dando énfase ao pressuposto que deveriam ser feitas duas constru¢des. Em alguns
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polos a alteragdo ndo foi realizada pressupondo que a informagdo era redundante e portanto,
desnecessaria. Depois de muitas demonstragdes que a falta ou o acréscimo da palavra
“distintas” gerou construcdes diferentes, logo, provas diferentes, a questdo foi anulada e

acrescentado os devidos pontos a todos que realizaram o exame.

Na outra questdo geométrica, surgiu um conceito de aplicacdo nova no ENQ. Esta
questdo pedia a prova da “colinearidade entre centro de duas esferas tangentes interiores € 0

ponto de tangéncia entre elas.

Figura 40: ENQ 2018-2
ENQ-2018.2

Volume de um cilindro
Segmento circular
Setor Circular
Pontos colineares
Lei dos cossenos
Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio area da base volume e geratriz
Relagdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, bissetriz e reversa)
Razdo de semelhanga entre dreas

Area do losango

|
Tridngulo isosceles  IEG———
Uso da formula de Bhaskara para encontrar medidas.
Relagbes entre conceitos e medidas no tridngulo retdngulo. I
Atribuir valores e medidas a seguimentos
Poténcia de ponto—ponto externo a uma circunferéncia
Medida do apotema, altura, area lateral e area da hase da piramide
Definigdes e medidas do didmetro, raio e drea docirculo  IEEG—
Arco capaz de 902
Teorema de Pitigoras
DefinicBes de trapézio
Relacdes entre conceito & medida de dngulo, seno, cos de um angulo e suas aplicacdes.
Tridngulos semelhantes ou/e congruentes  IEEEEG—_G—
Relacdes entre conceitos e medidas no tridngulo equilatero
Relacdes entre conceitos & medidas no cubo.
Combinagdo 2 a 2 nimero de ligagdes entre n pontos

Relacdies entre conceitos e medidas de um tridngulo qualquer.
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Fonte: Autoria Prépria

No ENQ 2019.1, novamente foi pedido a média aritmética e a média geométrica.
Esta ocorreu devido a necessidade de construir as raizes de uma funcio quadrética a partir da

medida de seus coeficientes. Para esta resolucdo foi usada a técnica de tragar um circulo e
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perpendiculares ou uma paralela a uma altura igual ao coeficiente que acompanha o termo de

primeiro grau.

Também verificamos a constru¢do geométrica sendo usada para comparar volumes
entre um cilindro em diferentes posi¢des. Tal construgdo envolvia a constru¢cdo de um tridngulo

is6sceles e um retangulo.

Figura 41: ENQ 2019 -1
ENQ-2019.1

Volume de um cilindro

Segmento circular
Setor Circular
Pontos colineares
Lei dos cossenos

Tamanho da média geométrica
Cone- Altura raio area da hase volume e geratriz

Relacdo entre retas (Reta Mediatriz, coincidentes, perpendicular, paralela, hissetriz e reversa)
Razdo de semelhanca entre dreas
Area do losango
Tridngulo isdsceles

Uso da férmula de Bhaskara para encontrar medidas.

Relacdes entre conceitos e medidas no tridngulo retangulo.
Atribuir valores e medidas a seguimentos

Poténcia de ponto - ponto externo a uma circunferéncia

Medida do apdtema, altura, area lateral e drea da base da piramide
Definigdes e medidas do didmetro, raio e drea do circulo

Arco capaz de 900

Teorema de Pitagoras

Definicdes de trapézio

Relactes entre conceito e medida de angulo, seno, cos de um angulo e suas aplicacdes.
Tridngulos semel hantes oufe congruentes

Relacdes entre conceitos e medidas no tridngulo equilatero

RelacGes entre conceitos e medidas no cubo.

Combinacdo 2 a 2 ndmero de ligacGes entre n pontos

Relactes entre conceitos e medidas de um tridngulo qualquer.

[=]

05

,_.
o
3]
=)

Fonte: Autoria Prépria

Assim verificamos as diferentes construcdes usadas nas provas do ENQ e ENA com
a intencdo de obter um quantitativo sobre o uso de constru¢des nas resolugdes das questdes
geométricas, esperando que esta obra sirva de base para futuros estudantes e pesquisadores que

facam uso de resolucdes por construgdes.
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9. CONCLUSAO

Neste trabalho foi observado o uso de construgdes geométricas na resolucdo de
problemas desde a antiguidade até os dias de hoje, sendo primeiro observado a descri¢ao de um
problema. Em seguida foi visto a resolu¢do por etapas para resolu¢do descritas por George
Polya para assim prepararmos uma estratégia para a constru¢do geométrica de forma eficaz e

assim obter a resposta pedida.

Observamos a importancia da geometria para o crescimento das civilizagdes antigas
mostrando os agrimensores egipcios. Foi verificado as relacdes no triangulo retangulo e de
forma especial o teorema de Pitdgoras. Este teorema foi escolhido por trazer vérias construgdes
que levam a sua demonstracdo, entre elas por drea que aparenta ser mais longa porém somente
por observacdo e uma construcdo simples que pedia apenas a altura baixada a partir da

hipotenusa e semelhancas de tridngulos.

Foi notdrio que as construgdes geométricas tiveram o seu dpice durante o periodo
da ditadura militar com a disciplina de “Fortificacdo” que servia para estudos de mapas e
construgdes de fortes. Assim que o desenho geométrico foi colocado como matéria eletiva foi
abandonada pela maioria das escolas e estd sendo alvejado hoje pelos alunos que busquem

respostas eficazes como por exemplo os exames da SBM.

As aplicagdes exibidas neste trabalho visavam mostrar a necessidade da observacgdo
e da aplicacdo de conceitos correlatos, intermediados por novos tracos, antes inexistentes na
figura dada, para chegar ao que foi solicitado. Entre muitas, foi citado questdes que pediam a

construcdo geométrica e o arco capaz, sendo as vezes estes conceitos pedidos simultaneamente.

Podemos assim notar, analisando os graficos, que estas formas de resolu¢do, estao
diminuindo nos exames do ENA talvez devido ao tempo necessario para obter a resposta
pedida. Por outro lado, as constru¢des vém aumentando nos exames do ENQ, sempre em duas
questdes para mostrar o desempenho dos mestrandos e a criatividade ao desenvolver problemas

geométricos.

Portanto, € esperado que este trabalho sirva de motivacdo para futuros estudantes
que venham a pesquisar sobre geometria, buscando novos e antigos conceitos para que
tenhamos futuramente novos “gedmetras” capazes de formular novos tracados que possam

facilitar a vida em sociedade.
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