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RESUMO

Nesta dissertação é proposta uma metodologia para identificação sistemas dinâmicos multiva-

riáveis baseada em modelo neuro-fuzzy no espaço de estados com inferência evolutivo tipo-2

intervalar. A metodologia proposta apresenta um algoritmo de aprendizado evolutiva para o

sistema de inferência neural-fuzzy tipo-2 intervalar, onde a estimação das funções de pertinência

tipo-2 (contorno e rastro de incerteza) é utilizada a combinação do algoritmo de agrupamento

fuzzy baseado em Aprendizagem Participativa e do Filtro de Kalman (FKE). Para estimar a

proposição do consequente, um algoritmo fuzzy de identificação no espaço de estados é proposto,

onde os parâmetros de Markov são estimados recursivamente e através destes, os parâmetros

dos submodelos são calculados incrementalmente. A eficiência e aplicabilidade da metodologia

proposta são demonstradas através de resultados computacionais (sistema dinâmico SISO não-

linear, sistema dinâmico com não-linearidade complexa combinada, sistema dinâmico não-linear

variante no tempo) e experimentais (evaporador de quatro estágios e helicóptero com dois graus

de liberdade).

Palavras-chave: Identificação de sistemas não-Lineares. Conjunto fuzzy tipo-2 intervalar. Filtro

de Kalman Estendido. Sistema neuro-fuzzy no espaço de estados.



ABSTRACT

In this dissertation, a methodology for the identification of multivariable dynamic systems

based on state-space neural-fuzzy model with evolving type-2 interval inference is proposed.

An evolving learning algorithm for interval type-2 neural-fuzzy inference system is presented,

where the combination of a fuzzy clustering method based on participatory learning and Extend

Kalman filter is used for estimating the type-2 membership functions (shape and footprint

of uncertainty). For estimating the consequent proposition, a fuzzy state-space identification

algorithm is proposed, where the Markov parameters are recursively estimated, which are used

to computing the state-space parameters incrementally. The efficiency and applicability of the

proposed methodology are demonstrated through computational results (nonlinear SISO dynamic

system, combined complex nonlinear dynamic system, time-varying nonlinear dynamic system)

and experimental results (four-stage evaporator and helicopter with two degrees of freedom).

Key-words: Nonlinear systems identification. interval type-2 fuzzy sets. Extended Kalman filter.

State-space neural-fuzzy system.
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1 CONSIDERAÇÕES INICIAIS

1.1 Introdução

Os sistemas dinâmicos encontrados na práticas são, em último caso, não-lineares, com-

plexos e variantes no tempo. Além disso, esses sistemas podem ser multivariáveis, ou seja, seu

comportamento dinâmico é descrito por múltiplas variáveis inter-relacionadas (LUENBERGER,

1979; CHEN, 1998). Deste modo, modelos lineares se tornam ineficientes para o propósito

de modelagem e, portanto, a escolha por modelos não-lineares é mais apropriada para tal fim.

Entretanto, esta escolha acarreta no aumento da complexidade dos algoritmos de identificação,

onde modelos bem estruturados e de parâmetros bem-definidos são requeridos. A modelagem

fuzzy clássica (tipo-1) surge como um método alternativo, tal como as redes neurais, para

obter modelos que representem sistemas dinâmicos não-lineares (SERRA; BOTTURA, 2009;

WU et al., 2010; GOYAL; MITTAL; SETHI, 2016). Os sistemas de inferência fuzzy (SIF)

têm se mostrado uma ferramenta poderosa em problemas práticos, uma vez que possuem a

capacidade de integrar informações de diferentes fontes, como leis físicas, modelos empíricos e

medições (BABUSKA, 2012). Outra vantagem é a capacidade de representar sistemas dinâmicos

não-lineares complexos através de um conjunto de modelos lineares, onde seus parâmetros da

proposição do consequente são estimados a partir de técnicas baseadas na teoria de sistemas

lineares.

Na literatura de sistemas fuzzy, modelos autorregressivos com entradas exógenas (ARX,

no inglês AutoRegressive with eXogenous inputs) são comumente utilizados como proposição do

consequente (GUENOUNOU; DAHHOU; CHABOUR, 2015; GOYAL; MITTAL; SETHI, 2016;

TEH et al., 2018). Entretanto, SIF com modelos no espaço de estados na proposição do conse-

quente têm sido propostos e aplicados na modelagem de sistemas dinâmicos (CHATTERJEE et

al., 2008; LI et al., 2016; LI et al., 2017). Em Páramo-Carranza et al. (2017), uma abordagem

de filtro de Kalman (FK) para modelos fuzzy Takagi-Sugeno (TS) é apresentada. A partir da

linearização das equações que governam o sistema dinâmico, um modelo fuzzy no espaço de

estados é obtido e o FK fuzzy TS é formulado. Resultados computacionais e experimentais são

usados para demonstrar a aplicabilidade do FK fuzzy, assim como comparar seu desempenho

com o FK clássico e o FK estendido (FKE). Em Samadi e Saif (2017), uma abordagem de

modelagem e projeto de observador baseado em SIF no espaço de estados é apresentada. Para a

estimação da proposição do antecedente é usado um algoritmo de agrupamento fuzzy, e para a

estimação do consequente, o método de Levenberg–Marquardt é adotado. Para a identificação

da base de regras, a decomposição de valores singulares é aplicado, de modo a remover regras

irrelevantes obtidas na estimação do antecedente. A modelagem de uma bateria Li-ion é realizada

para demonstrar a aplicabilidade e eficiência do SIF baseado em observador de estados.
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A partir de 2000, metodologias sobre SIF evolutivos foram propostas. Os SIF evolutivos

apresentam a capacidade de adaptar tanto sua estrutura quanto seus parâmetros (ANGELOV;

BUSWELL, 2002; ANGELOV; FILEV, 2004; LUGHOFER, 2008). Desde então, este tipo de de

SIF tem se tornado de grande interesse para a comunidade científica. Em Pratama et al. (2014),

uma metodologia de aprendizado incremental é apresentada. O mecanismo de geração de regras é

baseado no critério de significância do dado, onde os dados que apresentarem maior potencial são

eleitos como pontos focais. A atualização dos parâmetros do antecedente é baseada na teoria de

mapas auto-organizáveis. Para a estimação dos parâmetros do consequente, o método de mínimos

quadrados melhorado é adotado. Em Pires e Serra (2018) é apresentada uma metodologia de

modelagem de filtros de Kalman fuzzy evolutivo a partir de dados experimentais. De acordo

com esta metodologia, a estrutura inicial do filtro de Kalman fuzzy é realizada pelo algoritmo de

agrupamento fuzzy Gustafson-Kessel em batelada a partir de um conjunto de dados inicial. Após

esta etapa, a adaptação online da estrutura do filtro de Kalman fuzzy é realizada pelo algoritmo de

agrupamento fuzzy evolutivo Gustafson-Kessel, onde para a estimação parâmetros da proposição

do consequente, uma versão fuzzy recursiva do algoritmo de realização de auto-sistemas é

considerada.

Entretanto, o conhecimento ou os dados utilizados para projetar um SIF é incerto.

Segundo Mendel e John (2002), existem pelo menos quatro fontes de incertezas que podem

influenciar no projeto de um SIF: 1) O significado das palavras usadas no antecedente e/ou no

consequente das regras apresenta incerteza, ou seja, o significado diferente para cada pessoa;

2) O conhecimento é dado por um grupo de especialistas que divergem em opinião sobre um

conceito; 3) O dados de entrada do SIF contém ruídos e outliers, os quais geram incertezas; 4)

Os dados utilizados na estimação dos parâmetros do SIF são incertos e ruidosos.

Os SIF convencionais, denominados de SIF tipo-1, não são capazes de lidar com tais

incertezas em razão dos conjuntos fuzzy utilizados serem certos. Portanto, para lidar com as

fontes de incertezas, a teoria de conjuntos fuzzy tipo-2 foi proposta, onde suas funções de

pertinência são em si nebulosas (incertas).

1.2 Revisão Bibliográfica

O conceito sobre conjuntos fuzzy tipo-2 foi primeiramente apresentado por Zadeh como

uma extensão dos conjuntos fuzzy convencionais (ZADEH, 1975). Entretanto, os primeiros

trabalhos tratando especificamente sobre tais conjuntos foram publicados na década de 90. Em

Karnik e Mendel (1998) os primeiros conceitos acerca de conjunto fuzzy tipo-2 são apresentados,

tal como as operações entre conjuntos, operação redução de tipo e defuzificação. Em particular, o

processo de redução de tipo é desafiador, pois este não é realizado por uma formulação fechada,

o que exige um maior esforço computacional, uma vez que o cálculo do intervalo superior e

inferior da saída (redução de tipo) a partir Rastro de Incerteza (RdI) das funções de pertinência

tipo-2 é complexa (CASTILLO, 2007; CASTILLO, 2011). Um caso especial de conjunto fuzzy
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tipo-2, denominado conjunto fuzzy tipo-2 intervalar, foi proposto em Karnik, Mendel e Liang

(1999), Liang e Mendel (2000b). Nesse conjunto, a terceira dimensão tem valores sempre iguais

a 1, de modo que o conjunto fuzzy tipo-2 intervalar é definido por uma função de pertinência

superior e uma inferior. Em comparação aos conjuntos fuzzy tipo-2 gerais, o processo de redução

de tipo é menos custosa computacionalmente. Com base na teoria de conjuntos fuzzy intervalares,

várias técnicas de redução de tipo foram propostas (LIANG; MENDEL, 2000a; WU; MENDEL,

2002; NIE; TAN, 2008) e aplicadas em diversas áreas, tais como controle (HAGRAS, 2004;

LI et al., 2015; EL-NAGAR; EL-BARDINI, 2017), predição de séries temporais (LIN et al.,

2013; LEE; CHANG; LIN, 2014; BAKLOUTI; ABRAHAM; ALIMI, 2018) e identificação

de sistemas (ABIYEV; KAYNAK; KAYACAN, 2013; KAYACAN; KAYACAN; KHANESAR,

2015; NGO; SHIN, 2016).

A análise dos dados experimentais de entradas/saídas de um sistema dinâmico, de modo

a definir as funções de pertinência tipo-2 adequadas para um problema específico, é desafiador,

demanda tempo e requer conhecimento de especialistas. Portanto, realizar o projeto de um SIF

tipo-2 e realizar um bom uso de suas características ainda é um importante e aberto campo de

pesquisa. Neste cenário, metodologias evolutivas estão sendo propostas como uma abordagens

para projeto de SIF tipo-2 intervalar (JUANG; TSAO, 2008; TUNG; QUEK; GUAN, 2013;

LIN et al., 2015), bem como métodos de otimização/evolucionários (KUMAR; KUMAR, 2017;

ANTONELLI et al., 2017). Em Das, Subramanian e Sundaram (2015) é proposto uma rede neuro-

fuzzy tipo-2 intervalar evolutiva com aprendizado sequencial. Para o aprendizado da proposição

do antecedente e consequente das regras, é proposto um método de aprendizado metacognitivo.

Para o processo de redução de tipo, é utilizada uma abordagem orientada a dados para calcular

a saída da rede com precisão e menor tempo de processamento. Em Mohammadzadeh et al.

(2016) é apresentado um método de controle fuzzy tipo-2 adaptativo para sincronização de

sistemas caóticos de ordem fracionária. Nesta abordagem, os autores propõem uma rede neuro-

fuzzy intervalar tipo-2 não-singleton para identificação de sistemas. O consequente das regras é

ajustado baseado nas leis de adaptação derivadas da análise de estabilidade de Lyapunov. As

regras do modelo são criadas por um algoritmo de agrupamento, onde é considerado o limite

superior do grau de pertinência tipo-2 para definir a condição de criação das novas regras, onde os

parâmetros das funções de pertinência são otimizados por uma versão modificada do algoritmo

de otimização weed invasive. Em El-Nagar (2017), uma nova estrutura de rede neuro-fuzzy

tipo-2 recorrente Takagi-Sugeno-Kang é apresentada para identificação de sistemas dinâmicos

não-lineares e variantes no tempo. O antecedente e consequente das regras são atualizados com

base na função de Lyapunov, a qual garante estabilidade na estimação dos parâmetros da rede

neuro-fuzzy tipo-2 intervalar.
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1.3 Objetivos da Pesquisa

1.3.1 Objetivo Geral

O intuito desta dissertação é desenvolver uma metodologia de identificação neuro-

fuzzy evolutiva Takagi-Sugeno tipo-2 intervalar baseada em modelo de espaço de estados para

identificação de sistemas dinâmicos não-lineares multivariáveis.

1.3.2 Objetivos Específicos

Os seguintes objetivos específicos são considerados nesta dissertação:

• Obter base teórica sobre identificação no espaço de estados de sistemas dinâmicos multi-

variáveis (Seção 2.1);

• Obter base teórica sobre modelagem fuzzy tipo-2 (Seção 2.2)

• Desenvolver uma metodologia para obtenção de modelos neuro-fuzzy tipo-2 evolutivo

Takagi-Sugeno no espaço de estados via dados experimentais ( Capítulo 3);

• Validar a metodologia proposta com aplicações a sistemas dinâmicos de áreas em poten-

cial (evaporador industrial, helicóptero com dois graus de liberdade, etc) e comparar os

resultados com outras estratégias de identificação citadas na literatura (Capítulo 4).

1.4 Principais Contribuições

A originalidade desta dissertação é correspondente aos seguintes aspectos de interesse:

• Eficiência em rastrear a incerteza dinâmica inerente aos dados experimentais, adaptativa-

mente.

• Eficiência em rastrear a não-linearidade inerente aos dados experimentais, recursivamente.

• Robustez a ruídos, pertubações e outliers inerentes aos dados experimentais.

• Baixo esforço computacional, alocação de memória e tempo de execução. Uma vez que

a metodologia adotada não realiza o cálculo da matriz de Henkel, como é utilizada em

metodologias de identificação no espaço de estados Torres e Serra (2018), Santos e Serra

(2018), Pires e Serra (2018)
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 Teoria de Realização de Sistemas

Nesta seção, os conceitos fundamentais relacionados a realização de sistemas são apre-

sentados. Considere um sistema dinâmico Linear Invariante no Tempo (LIT) dado por:

xk+1 = Axk + Buk (2.1)

yk = Cxk + Duk (2.2)

onde A ∈ ℜn×n, B ∈ ℜn×m, C ∈ ℜp×n e D ∈ ℜp×m são as matrizes do modelo de espaço de

estados, xk = [x1,k x2,k · · · xn,k] ∈ ℜn é o vetor de estados, yk = [y1,k y2,k · · · yp,k] ∈ ℜp é o

vetor de saídas, uk = [u1,k u2,k · · · um,k] ∈ ℜm é o vetor dos sinais de entrada.

2.1.1 Parâmetros de Markov

Há muitos tipos de entrada que são particularmente importante, tanto em aspectos teóricos

quanto nos aspectos práticos. Dentre estes sinais, o sinal impulso é comumente utilizado para a

identificação dos parâmetros modais de sistemas dinâmicos (JUANG, 2011). Considerando um

sistema dinâmico de uma entrada e uma saída (SISO - do inglês Single-input and single-output)

dado pelas Eqs. (2.1)-(2.2), com condições iniciais x0 = 0 e aplicando uma entrada ao impulso,

a propagação dos estados é dado como segue:

x0 = 0 =⇒ y0 = D

x1 = B =⇒ y1 = CB

x2 = AB =⇒ y2 = CAB

...
...

xk = Ak−1B =⇒ yk = CAk−1B (2.3)

onde os parâmetros de Markov são dados por:

Ξ j =




D se j = 0

C(A) j−1B se j > 0

(2.4)

Os parâmetros de Markov são geralmente usados como a bases de muitos métodos de

identificação de sistemas dinâmicos lineares, uma vez que, como observado na Eq. (2.4), as

matrizes [A, B, C, D] compõem a matriz de parâmetros de Markov Ξ. Deste modo, o problema

de realização é dado como segue: dada uma medição yk , estimar as matrizes do modelo de

espaço de estados [A, B, C], tal que as medições yk sejam reproduzidas segundo as equação de
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espaço de estados (JUANG; PAPPA, 1985). Uma vez que os parâmetros de Markov são dados

a partir da resposta à entrada impulso, estes devem ser únicos para um dado sistema dinâmico

linear. Assim, uma transformação no vetor de estados de um sistema, tal como x̀k = Txk , produz

os mesmos parâmetros de Markov (JUANG, 2011), tal que:

Ξk = CT−1(TAT−1)k−1TB = CAk−1B (2.5)

Portanto, há um infinito número de transformações que geram a mesma sequência de parâmetros

de Markov. Assim, conclui-se que a tripla [TAT−1, TB, CT−1] também é uma realização do

sistema dado pelas Eqs. (2.1)-(2.2), desde que os autovalores (parâmetros modais) de A sejam

mantidos. Caso o sistema seja nilpotente (Apêndice A.1), o sistema é assintoticamente estável e,

assim, a relação entrada-saída do sistema dada por:

yk =

k∑

j=1

CA j−1Bu(k − j) + Du(k) (2.6)

pode ser limitada a um número qp de parâmetros de Markov, tal que:

yk =

qp∑

j=1

CA j−1Bu(k − j) + Du(k) (2.7)

Desta forma, uma vez que o sistema é assintoticamente estável, os parâmetros de Markov podem

ser estimados via mínimos quadrados, como segue:

Ξ = YkUT
qp

[
UqpUT

qp

]−1

(2.8)

onde

Yk =
[
ypq, ypq+1, · · · , yk

]
(2.9)

Uqp =



uqp uqp+1 · · · uk

uqp−1 uqp · · · uk−1

...
...

. . .
...

u0 u1 · · · uk−qp



(2.10)

2.1.2 Controlabilidade e Observabilidade

Na área de controle e identificação de sistemas, um questionamento pertinente é se

todos os estados de um dado sistema são controláveis e/ou observáveis. Tal questão pode ser

verificada a partir de técnicas utilizadas na representação no espaço de estados. A solução para

Eqs. (2.1)-(2.2), no tempo discreto, é dado por:

xk = Akx0 +

k∑

j=1

A j−1Buk− j (2.11)
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ou na forma matricial

xk = Akx0 +

[
B AB A2B · · · Ak−1B

]



uk−1

uk−2

uk−3

...

u0



(2.12)

2.1.2.1 Controlabilidade

Um sistema LIT é dito controlável se os estados x podem ser alcançados a partir de

qualquer estado inicial do sistema em um intervalo finito de tempo por alguma ação de controle.

Em outras palavras, se for possível obter uma entrada capaz de transferir todas as variáveis de

estado de um valor inicial desejado para um estado final desejado, o sistema é dito controlável

(NISE, 2011).

Para determinar a controlabilidade de um sistema em um determinado instante de tempo,

é condição necessária e suficiente que o estados nulos, em vez de todas as condições iniciais

possíveis, possam ser transferidos para todos os estados finais possíveis. Para justificar essa

afirmação, a equação de estado (2.11) pode ser formulada como segue:

x̂k =

[
B AB A2B · · · Ak−1B

]



uk−1

uk−2

uk−3

...

u0



(2.13)

Desta forma, se for possível demonstrar que o sistema pode ir do estado nulo x0 = 0 até um

estado final desejado x̂k , então pode-se mover os estados de qualquer ponto inicial x0 à um ponto

final x̂k .

Teorema 2.1. Um sistema LIT, de dimensão finita, discreto no tempo, de ordem n é controlável

se, e somente se, a matriz de controlabilidade C ∈ ℜn×km possuir posto cheio, onde

C =
[
B AB A2B · · · Ak−1B

]
(2.14)

Prova: ver Chen (1998)

2.1.2.2 Observabilidade

Um sistema LIT é dito observável se o conhecimento do sinal de entrada u j e da saída y j

em um intervalo de tempo finito 0 < j < k determinarem completamente o estado xk . Em outras

palavras, se for possível obter um vetor de estado inicial x0, a partir da medida de uk e de yk

durante um intervalo de tempo finito a partir de um instante inicial, o sistema é dito observável

(NISE, 2011).
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Para determinar a observabilidade de um sistema, é condição necessária e suficiente

que os estados iniciais da resposta a entrada nula possam ser determinados a partir da saída

y j, ( j = 0,1, . . . , k − 1), porque o conhecimento do estado inicial x0 e da entrada u j permite o

cálculo do estado xk−1 a partir da Eq. (2.11).

Teorema 2.2. Um sistema LIT, de dimensão finita, discreto no tempo, de ordem n, com cálculo de

saída dada pela Eq. (2.2), é observável se, e somente se, a matriz de observabilidade O ∈ ℜn×kp

possuir posto cheio, onde

O =



C

CA

CA2

...

CAk−1



(2.15)

Prova: ver Chen (1998)

2.1.3 Formulações estendidas do modelo de espaço de estados

A partir das equações do modelo de espaço de estados (2.1)-(2.2), formulações importan-

tes para os métodos de identificação no espaço de estados de sistemas dinâmicos são apresentadas

a seguir.

2.1.3.1 Formulação via matriz de Toeplitz

Seja dado um sistema dado pelas Eqs. (2.1)-(2.2), o histórico de saídas entre os instantes

k, k + 1, . . . , k + q f , dado por ȳk+qf
=

[
yT

k
yT

k+1
yT

k+2
· · · , yT

k+qf −1

]T
, obedece a seguinte

relação:

ȳk+qf
=



C

CA
...

CAqf −1



xk +



D 0 · · · 0

CB D · · ·
...

...
...

. . . 0

CAqf −2B CAqf −3B · · · D





uk

uk+1

...

uk+qf −1



= Oxk + T ūk+qf
(2.16)

onde O é a matriz de observabilidade, ūk+qf
é definida de forma similar a ȳk+qf

e T é a matriz de

resposta ao impulso, também denominada matriz de Toeplitz, sendo composta pelos parâmetros

de Markov, tal que:

T =



Ξ0 0 · · · 0

Ξ1 Ξ0 · · · 0
...

...
. . .

...

Ξ j−1 Ξ j−2 · · · Ξ0



(2.17)



Capítulo 2. Fundamentação Teórica 30

2.1.3.2 Formulação com observador de estados

Baseado na teoria de FK, as Eqs. (2.1)-(2.2) podem ser dadas como segue:



xk+1 = Axk + Buk + Lek

yk = Cxk + Duk + ek

(2.18)

onde ek é um sequência de ruído branco com E[ekeT
k
] = Re e L é o ganho do FK. A Eq. (2.18)

pode ser reescrita como segue:



xk+1 = Ǎxk + B̌uk + Lyk

yk = Cxk + Duk + ek

(2.19)

onde Ǎ =
[
A−LC

]
e B̌ =

[
B−LD

]
. Considerando o histórico de dados em uma janela de tempo

dada de k − qp até k − 1, os seguinte vetores são definidos: ūk−qp =

[
uT

k−qp
uT

k−qp+1
· · · uT

k−1

]T

,

ȳk+qf
=

[
yT

k−qp
yT

k−qp+1
· · · yk−1

]T

, sendo qp e q f deslocamentos à esquerda e à direita no

tempo discreto, respectivamente. Desta forma, uma representação baseada na matriz de Toeplitz

para Eq. (2.18) é dado a seguir:



xk = Aqpxk−qp + CBūk−qp + CL ēk−qp

ȳk+qf
= Oxk + T ūk+qf

+H ēk+qf

(2.20)

onde

CB =

[
Ak−1B Ak−2B · · · B

]
(2.21)

CL =

[
Ak−1L Ak−2L · · · L

]
(2.22)

H =



I 0 · · · 0

CL I · · ·
...

...
...

. . . 0

CAqf −2L CAqf −3L · · · I



(2.23)

Para a Eq. (2.19), a representação baseada na matriz de Toeplitz é dada como segue:



xk = Ǎqpxk−qp + ČBūk−qp + ČL ȳk−qp

ȳk+qf
= Ǒxk + Ť ūk+qf

+ (I − Ȟ)ȳk+qf
+ ēk+qf

(2.24)

onde ČB, ČL , Ǒ e Ť são definidas de forma similar a Eqs.(2.21), (2.22), (2.15) e (2.17).

Ȟ =



I 0 · · · 0

−CL I · · ·
...

...
...

. . . 0

−CǍqf −2L CǍqf −3L · · · I



(2.25)
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Assumindo que a matriz Ǎ seja nilpotente, a contribuição dos estados xk−qp é muito pequena e a

equação de estados na Eq. (2.24) pode ser reescrita da seguinte forma:

xk = ČBūk−qp + ČL ȳk−qp (2.26)

assim, os estados xk podem ser estimados a partir de amostras de entradas e saídas em instantes

passados.

2.1.4 Método de subespaço via parâmetros de Markov

Pré-multiplicando a matriz de observabilidade Ǒ na Eq. (2.26), tem-se:

Ǒxk = ǑČBūk−qp + ǑČL ȳk−qp (2.27)

tal que

ǑČB =



CǍqp−1B̌ CǍqp−2B̌ · · · CB̌

CǍqp B̌ CǍqp−1B̌ · · · CǍB̌
...

...
. . .

...

CǍqp+qf −2B̌ CǍqp+qf −3B̌ · · · CǍqf −1B̌



(2.28)

ǑČL =



CǍqp−1L CǍqp−2L · · · CL

CǍqpL CǍqp−1L · · · CǍL
...

...
. . .

...

CǍqp+qf −2L CǍqp+qf −3L · · · CǍqf −1L



(2.29)

onde os elementos das matrizes acima são os parâmetros de Markov da representação de espaço

de estados com observador (Eq. (2.18)), tal que

Ξ̌
(u)

k− j
=




D if j = 0

C(Ǎ) j−1B̌ if j > 0

(2.30)

Ξ̌
(y)

k− j
= C(Ǎ) j−1L (2.31)

Considerando que Ǎ é nilpotente, as matrizes ǑČB e ǑČL são dadas como segue:

ǑČB =



Ξ̌
(u)

k−q
Ξ̌
(u)

k−qp+1
· · · Ξ̌

(u)

k−qp+qf −1
· · · Ξ̌

(u)

k−1

0 Ξ̌
(u)

k−qp
· · · Ξ̌

(u)

k−qp+qf −2
· · · Ξ̌

(u)

k−2

...
. . .

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 Ξ̌
(u)

k−qp
· · · Ξ̌

(u)

k−qf



(2.32)
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ǑČL =



Ξ̌
(y)

k−q
Ξ̌
(y)

k−qp+1
· · · Ξ̌

(y)

k−qp+qf −1
· · · Ξ̌

(y)

k−1

0 Ξ
(y)

k−qp
· · · Ξ̌

(y)

k−qp+qf −2
· · · Ξ̌

(y)

k−2

...
. . .

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 Ξ̌
(y)

k−qp
· · · Ξ̌

(y)

k−qf



(2.33)

2.1.4.1 Estimação dos parâmetros de Markov do Observador

Em Chiuso e Picci (2005) é demostrado que um vetor auto-regressivo com entradas

exógenas (no inglês Vector Auto-Regresive eXogenous input VARX) dado por

yk =

qp∑

j=0

Ξ̌
(u)

k− j
uk− j +

qp∑

j=1

Ξ̌
(y)

k− j
yk− j (2.34)

pode ser aplicado para aproximar a dinâmica de um sistemada dado pela Eq. (2.18).

Proposição 2.1. Se a matriz Ǎ for nilpotente, o sistema dinâmico é sistema assintoticamente

estável e contribuição do estado xk−qp é muito pequena na Eq. (2.20). Deste modo, os parâmetros

de Markov do Observador estão relacionados com o VARX, dado na Eq. (2.34).

Prova: ver Chiuso e Picci (2005).

Portanto a Eq. (2.34) pode ser reescrita como segue:

yk = Ξ̌δk + ek (2.35)

onde δk =

[
ūT

k−qp
uT

k−qp
(ȳk−qp )

T
]T

e Ξ̌ =
[
Ξ
(u)

k−p
, · · · , Ξ

(u)

k
, Ξ

(y)

k−p
· · · Ξ

(y)

k−1

]
. Dado um

conjunto de dados entre os instantes qp e k (k > qp), uma formulação em batelada é dada por:

Yk = Ξ̌∆k (2.36)

onde

Yk =
[
yqp+1 yqp+2 · · · yk

]
, (2.37)

∆k =
[
δqp+1 δqp+2 · · · δk

]
(2.38)

Desta forma, os parâmetros de Markov do observador podem ser estimados via mínimos quadra-

dos, dado como segue:

Ξ̌k = Yk(∆k)
T

[
∆k(∆k)

T

]−1

(2.39)

2.1.4.2 Estimação em batelada dos estados

Descrição do problema: Dado um conjunto de dados de entradas e saídas do instante

k = {0,1, . . . ,N − 1}, estimar as matrizes
[
A, B, C, D, L

]
.

Baseado na teoria apresentada anteriormente, a estimação em batelada do histórico dos

estados X pode ser realizada aplicando o Algoritmo 1, dado a seguir:
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Algoritmo 1: Estimação batelada dos estados
Entrada: uk , yk , qp, q f

Saída: X

Passo 1: Estimar os parâmetros de Markov da representação com observador de estados
(Eq. (2.39)).

Passo 2: Calcular as matrizes ǑČB (Eq. (2.32)) e ǑČL (Eq. (2.33)).

Passo 3: Calcular a formulação em batelada da Eq. (2.27) como segue:

ǑX = ǑČBŪqp + ǑČLȲqp (2.40)

onde Ūqp =
[
ū0 ū1 ū2 · · · ūN−qp

]T
e Ȳqp =

[
ȳ0 ȳ1 ȳ2 · · · ȳN−qp

]T

, tal

que N é o número de dados na batelada.

Passo 4: Aplicar decomposição de valores singulares (do ingles Singular Value Decom-

position - SVD) no lado direito da Eq. (2.40), como segue:

ǑX =
[
Un U⊥

] [
Σs

n 0

0 Σs

] [
Vn

V⊥

]
(2.41)

onde a ordem do sistema n é definida pelos n valores singulares significativos,
onde σn ≫ σn+1.

Passo 5: Estimar o histórico dos valores de estados como segue:

X̂ =
(
Σs

n

)1/2
Vn (2.42)

2.1.4.3 Estimação das matrizes do modelo no espaço de estados

Dadas as equações de estados (2.1) e (2.1), a formulação em batelada das mesmas é dada

a seguir:

XN = AXN−1 + BUN−1 (2.43)

YN = CXN + DUN (2.44)

onde XN = [x2 x3, · · · ,xN ], UN = [u2 u3, · · · ,uN ] e YN = [y2 y3, · · · ,yN ]. Reescrevendo a

Eq. (2.43), tem-se:

XN =
[
A B

]
[
XN−1

UN−1

]

= Θ(x)

[
XN−1

UN−1

]

(2.45)

Desta forma, a solução de mínimos quadrados para a Eq. (2.45) é dada por:

Θ(x)
= XN

[
XT

N−1
UT

N−1

] ( [
XN−1

UN−1

] [
XT

N−1
UT

N−1

] )−1

(2.46)
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De modo similar, desenvolvendo a Eq. (2.44), tem-se:

YN =
[
C D

]
[
XN−1

UN−1

]

= Θ(y)

[
XN−1

UN−1

]

(2.47)

A solução de mínimos quadrados para Eq. (2.47) é dada por:

Θ(y)
= YN

[
XT

N−1
UT

N−1

] ( [
XN

UN

] [
XT

N
UT

N

] )−1

(2.48)

2.2 Modelagem Fuzzy tipo-2

A modelagem fuzzy é o método de descrever as características de um dado sistema

através de um coleção de regras fuzzy SE-ENTÃO (TAKAGI; SUGENO, 1985; HORIKAWA;

FURUHASHI; UCHIKAWA, 1992) dada como segue:

SE proposição do antecedente ENTÃO proposição do consequente

O conceito de modelagem e análise baseados em variáveis linguísticas foi introduzido por Zadeh

(1973) e tem sido aplicada consideravelmente na literatura (KIM et al., 1997; TEH et al., 2018).

A estrutura lógica das regras fuzzy facilita o entendimento e análise do modelo de uma forma

semi-qualitativa, próximo da maneira de como humanos inferem sobre o mundo real (BABUSKA,

2012). Em um dado contexto, a caracterização de um problema por meio de variáveis linguísticas

pode ser mais apropriada do que valores numéricos precisos, uma vez que a sobreposição entre os

conjuntos fuzzy (funções de pertinência) garantem a generalização em situações não capturadas

completamente pelas regras (BABUSKA, 2012). Os conceitos de SIF podem ser empregadas

para modelagem de sistemas de varias formas, como, por exemplo, sistemas fuzzy baseados em

regras (ANGELOV; BUSWELL, 2002; JÚNIOR; SERRA, 2017) e modelos regressivos fuzzy

lineares (PETERS, 1994; SONG et al., 2005). Em relação a proposição do consequente, um

modelo fuzzy podem ser classificados como:

• Modelos fuzzy linguísticos: neste tipo de modelo, tanto a proposição do antecedente quanto

do consequente são conjuntos fuzzy;

• Modelos fuzzy Takagi-Sugeno: neste tipo de modelo, o consequente das regras é dados por

funções matemática, onde estas estão em função das variáveis linguísticas utilizadas no

antecedente.

A seguir serão apresentadas os principais conceitos de SIF tipo-2 Takagi-Sugeno, assim

como metodologias para modelagem fuzzy a partir de dados experimentais.
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2.2.1 Revisão de Lógica Fuzzy Tipo-2

Muito frequentemente, os dados utilizados para desenvolver as regras do sistemas fuzzy

são incertos. Tais incertezas conduzem as funções de pertinência do antecedente e/ou consequente

a produzirem valores incertos. Desta maneira, os conjuntos fuzzy convencionais, denominados

de conjuntos fuzzy tipo-1, são incapazes de lidar com incertezas presente dos dados (MENDEL;

JOHN, 2002; CASTILLO, 2011).

2.2.1.1 Conjuntos Fuzzy tipo-2

Os conjuntos fuzzy tipo-2, diferente dos conjuntos tipo-1, tem a capacidade de lidar com

incertezas, uma vez que as funções de pertinência são incertas, sendo capazes de modelar e

minimizar os efeitos de tais incertezas. Em ZADEH (1975) o conceito de conjuntos fuzzy tipo-2

foi apresentado como uma extensão dos conjuntos fuzzy tipo-1. Um conjunto fuzzy tipo-2 é

caracterizado por uma função de pertinência, tal que o grau de pertinência de cada elemento

desta função é um conjunto fuzzy entre [0,1], onde os graus de pertinência são valores crisp

entre [0,1]. Estes conjuntos podem ser usados quando se há incertezas em relação ao grau de

pertinência, ou seja, incerteza sobre a forma da função.

Um conjunto tipo-2, denominado por Z̃ , pode ser representada formalmente por (MEN-

DEL; JOHN, 2002):

Z̃ =
{
((x,u), µZ̃(z,u)) | ∀ z ∈ Z ∀u ∈ Jz ⊆ [0,1]

}
(2.49)

onde Z é o universo de discurso, Jz é denominado o grau de pertinência primário e µZ̃(z,u)

é uma função de incerteza relacionada com o grau de pertinência Jz, ou seja, para cada grau

de pertinência Jz tem associada um a si uma função de incerteza µZ̃(z,u) (exemplo: um dado z

apresenta valor de pertinência µZ̃(z) = 0.8 com incerteza de µZ̃(z,u) = 0.92). A seguir, definições

importantes a cerca de conjuntos fuzzy tipo-2, são apresentadas:

Definição 2.1. Função de tipo-2 geral: São funções onde tanto o graus de pertinência primário e

o secundário estão contido no intervalo [0,1] (KARNIK; MENDEL, 1998; KARNIK; MENDEL;

LIANG, 1999). Na Fig. 1 é dado um exemplo de função gaussiana tipo-2 geral.
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Figura 1 – Função de pertinência gaussiana tipo-2 geral

Fonte: Autor

Definição 2.2. Função de tipo-2 intervalar: é um caso especial dos conjuntos fuzzy tipo-2, onde

a terceira dimensão tem valor de pertinência sempre igual a 1, ou seja, µZ̃(z,u) = 1. Desta forma,

uma função de pertinência tipo-2 intervalar pode ser definida por duas funções tipo-1, sendo uma

função de pertinência superior (FPS) e uma inferior (FPI), sendo definida como segue:

Z̃ =
{
1/[µ̄Z̃ (z), µZ̃

(z)] | ∀ z ∈ Z
}

(2.50)

As funções tipo-2 intervalares atualmente são mais utilizadas (SAHA; KONAR; NAGAR, 2017;

SHARMA; TYAGI, 2017; KHOOBAN et al., 2017; JIANG et al., 2018; LE, 2019), uma vez que

o custo computacional é menor quando comparado as funções tipo-2 gerais (LIANG; MENDEL,

2000b; MENDEL; JOHN, 2002). Na Fig. 2 é dada um exemplo de função gaussiana tipo-2

intervalar. Nestes termos, este trabalho tem como foco a utilização de sistemas fuzzy baseado

em conjuntos tipo-2 intervalares.
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Figura 2 – Função de pertinência gaussiana tipo-2 intervalar
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Fonte: Autor

Definição 2.3. Rastro de Incerteza (RdI): matematicamente, o rastro de incerteza de um conjunto

tipo-2 intervalar é a união de todas as funções de pertinências primárias (MENDEL; JOHN,

2002). Em outras palavras, a rastro de incerteza é uma região limitada que representa a incerteza

sobre os graus de pertinência primário. Para conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares, a RdI é definida

como o espaço entre a função de pertinência superior (FPS) e uma inferior (FPI), como ilustrado

na Fig. 2.

2.2.1.2 Operações entre conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares

Outro aspecto importante para implementação SIF tipo-2 é a definição das operações

entre conjuntos fuzzy tipo-2, as quais são: união, intercessão e complemento. O modo para

calcular tais operações é dado pelo princípio de extensão de Zadeh (ZADEH, 1975). Desta forma,

seja dois conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares (Fig. 3), definidos como segue:

Z̃1 = 1/[µ̄Z1(z), µ
Z1
(z)] (2.51)

Z̃2 = 1/[µ̄Z2(z), µ
Z2
(z)] (2.52)

onde as operações para esses conjuntos são definidas a seguir.
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Figura 3 – Conjuntos Z̃1 e Z̃2
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Fonte: Autor

Definição 2.4. União: A operação de união entre os conjuntos Z̃1 e Z̃2 é dada por:

Z̃1 ∪ Z̃2 = 1/[µ̄Z̃1
(z) ∪ µ̄Z̃2

(z), µ
Z̃1

(z) ∪ µ
Z̃2

(z)] (2.53)

ou seja, a união de dois conjuntos fuzzy tipo-2 intervalar é realizada pela operação da união entre

os conjuntos fuzzy superior e pela união dos conjuntos fuzzy inferior. A operação de união é

ilustrada na Fig. 4.

Figura 4 – Operação Z̃1 ∪ Z̃2
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Fonte: Autor

Definição 2.5. Intercessão: A operação de intercessão entre os conjuntos Z̃1 e Z̃2 é dada por:

Z̃1 ∩ Z̃2 = 1/[µ̄Z̃1
(x) ∩ µ̄Z̃2

(z), µ
Z̃1

(z) ∩ µ
Z̃2
(z)] (2.54)
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ou seja, a união de dois conjuntos fuzzy tipo-2 intervalar é realizada pela operação da intercessão

entre os conjuntos fuzzy superior e pela intercessão dos conjuntos fuzzy inferior. A operação de

intercessão é ilustrada na Fig. 5.

Figura 5 – Operação Z̃1 ∩ Z̃2
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Definição 2.6. Complemento: A operação de complemento para um conjunto Z̃ é dada por:

Z̃′
= 1/[1 − µ̄Z̃ (z), 1 − µ

Z̃
(z)] (2.55)

ou seja, o complemento de um conjunto fuzzy tipo-2 intervalar é realizada pela operação de

complemento nos conjuntos fuzzy superior e inferior. A operação de complemento é ilustrada na

Fig. 6.

Figura 6 – Operação Z̃′
1

-6 -4 -2 0 2 4 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Fonte: Autor
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2.2.2 Sistemas de inferência fuzzy intervalar tipo-2 Takagi-Sugeno

Um SIF tipo-2 (SIF-T2) é formada por uma base de c regras SE-ENTÃO as quais são

compostas por duas partes: proposição do antecedente e do consequente. Segundo Castillo

(2011), os conceitos de lógica fuzzy não se altera de um sistema tipo-1 para um sistema tipo-2

e, em geral, não mudará também para qualquer sistema tipo-n. Portanto, sistemas fuzzy de

maior tipo indica somente o grau de fuzificação da função de pertinência. Uma vez que tipos

maiores de SIF apenas altera apenas a natureza da função de pertinência e das operações a serem

realizadas, entretanto, os princípios básicos de lógica fuzzy são independentes da natureza das

funções de pertinência. Na Fig. 7 é ilustrada a estrutura de SIF tipo-2. Considerando a estrutura

para o caso tipo-1, os sistemas de inferência fuzzy tipo-2 apresentam uma versão estendida dos

métodos de defuzificação. Uma vez que o processo de defuzificação para sistemas de inferência

fuzzy tipo-1 resulta em um valor crisp y, para o caso tipo-2, resulta em intervalo, ou seja,

ỹ = [yl, yr], onde l e r representam os limites inferior e superior, respectivamente. Uma vez que

esta operação transforma o conjunto saída tipo-2, calculada pelo bloco de inferência, em um

intervalo ỹ = [yl, yr], denomina-se esta operação de redução de tipo. A defuzificação é uma

operação matemática em função do intervalo ỹ = [yl, yr], de modo a obter um valor (tipo-0) para

a saída do SIF tipo-2. As definições dos blocos do SIF tipo-2 é dada a seguir:

Figura 7 – Estrutura de SIF Tipo-2

Fonte: Autor

Definição 2.7. Fuzificador: Este bloco realiza o mapeamento de um ponto z j ∈ Zj em um

conjunto tipo-2 Z̃ j , ou seja, µZ̃ j
(z j) = 1/µ̃Z̃ j

(z j) = 1/[µ̄Z̃ j
(z j), µ

Z̃ j

(z j)], onde j = 1,2, . . . ,nz,

sendo nz é a quantidade de variáveis linguísticas, Z ≡ Z1 × Z2 × · · · × Znz é o universo de

discurso de entrada.

Definição 2.8. Regras: Este bloco é contem as c regras do SIF tipo-2, onde o antecedente é

composto por conjuntos fuzzy tipo-2. A forma generalizada de uma regra é dada por:

Ri : SE z1 é Z̃ i
1 E z2 é Z̃ i

2 E · · · E znz é Z̃ i
nz

ENTÃO y é Ỹ i (2.56)
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onde z j são as variáveis de entrada, Z̃ j são conjuntos fuzzy tipo-2, Ỹ i é conjunto de saída,

y
i ∈ Y é a proposição do consequente, Y é o universo de discurso da saída, i = 1,2, . . . , c e

j = 1,2, . . . ,nz.

Definição 2.9. Inferência: O bloco de inferência realiza a composição das regras, resultando em

um mapeamento dos conjuntos tipo-2 de entrada para conjuntos tipo-2 de saída (CASTILLO,

2007). Neste bloco são realizada as operações de união (∪) e intercessão (∩). Sendo Z̃ i
t =

Z̃1 × Z̃2 × · · · × Z̃nz , a Eq. 2.56 pode ser formulada como segue:

Ri : Z̃ i
1 × Z̃ i

2 × · · · × Z̃ i
nz

→ Ỹ i (2.57)

Portanto Ri pode ser definido pela função de pertinência µRi (z, y) onde

µRi (z, y) = µZ̃ i
t→Ỹ i (z, y) =

[
µZ̃ i

1
(z1) ∗ µZ̃ i

2
(z2) ∗ · · · ∗ µZ̃ i

nz
(znz )

]
∗ Ỹ i (2.58)

onde z = [z1 z2 · · · znz ] e ∗ representa a norma-T.

Definição 2.10. Redutor de Tipo: Este bloco realiza a redução de tipo dos conjuntos fuzzy tipo-2

de saída em um valor intervalar ỹ = [yr, yl]. Os limites [yr, yl] são calculados pelo método de

redução de tipo centros dos conjuntos o qual é dado como segue (KARNIK; MENDEL, 2001;

CASTILLO, 2011):

ycdc = [yr, yl] =

∫

y1∈[y
r
1
,yl

1
]

· · ·

∫

yc∈[y
r
c,y

l
c]

∫

Z̃1
t

· · ·

∫

Z̃c
t

1/

∑c
j=1 Z̃

j
t (z)y j

∑c
j=1 Z̃

j
t (z)

(2.59)

Apesar do cálculo da Eq. (2.59) não ser realizada por uma fórmula fechada, os valores reais dos

limites [yr, yl] podem ser aproximados por métodos interativos, como o algoritmo proposto por

Karnik e Mendel (2001), o qual é largamente usado na literatura. Em Wu e Mendel (2009) é

proposto uma melhoria ao algoritmo KM, que reduz o tempo de calculo dos limites [yr, yl].

Definição 2.11. Defuzificador: Este bloco realiza o cálculo da saída crisp y do SIF tipo-2. Uma

vez calculado os limites ycdc = [yr, yl], a saída y é calculado em função destes limites, ou seja,

y = f (yr, yl). Na literatura, o defuzificador geralmente utilizado é dado a seguir:

y =
y

r
+ y

l

2
(2.60)

Os SIFs tipo-2 intervalar Takagi-Sugeno são descritos por regras fuzzy SE-ENTÃO que

representam relações de entrada-saída de uma sistema (CASTILLO, 2011), tal que o antecedente

é formado por conjuntos fuzzy tipo-2 intervalares e o consequente é dado por uma função

matemática. Assim, a forma generalizada da i-ésima regra de um SIF tipo-2 intervalar Takagi-

Sugeno é dado por:

Ri : SE z1 é Z̃ i
1 E z2 é Z̃ i

2 E · · · E znz é Z̃ i
nz

ENTÃO ỹ = f (z,Θi) (2.61)
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onde z = [z1 z2 · · · znz ] é as variáveis de entrada, yi é saída na i-ésima regra,Θi são os parâmetros

do consequente na i-ésima regra e Z̃ i
nz

é o conjunto fuzzy tipo-2 intervalar, o qual pode ser um

termo linguístico como ”aproximadamente”, ”em torno de”, etc.

Uma vez definido o SIF tipo-2 intervalar TS, este pode ser classificado de acordo com a

tabela a seguir (KAYACAN, 2011):

Tabela 1 – Tipos de SIF-T2I TS

Modelo I Modelo II

Proposição do antecedente Função de pertinência tipo-2 Função de pertinência tipo-2

Proposição do consequente Parâmetros com incertezas Parâmetros crisp

Fonte: (KAYACAN, 2011)

Definição 2.12. Modelo I: Denominado também como modelo A2-C1 (antecedente tipo-2 -

consequente tipo-1), é composto por funções de pertinência tipo-2 no antecedente e consequente

com parâmetros incertos. Considerando que f (x,Θi) é uma função linear, a regra generalizada

do modelo A2-C1 é dada por:

Ri : SE x1 é Z̃ i
1 E · · · E xnz é Z̃ i

nz
ENTÃO ỹ =

nz∑

j=1

ãi
j x j + b̃i (2.62)

onde ỹ
i
= [ȳi, yi] é a saída intervalar na i-ésima, ãi

j
e b̃i são parâmetros incertos na i-ésima regra,

definidos por ãi
j
= [āi

j
,ai

j
] = [ai

j
+ ψi

j
,ai

j
− ψi

j
] e b̃i

j
= [b̄i, bi] = [bi

+ ψi
bi
, bi − ψi

bi
]. A saída para

este modelo é dado pela Eq. (2.59).

Definição 2.13. Modelo II: Denominado também como modelo A2-C0 (antecedente tipo-2

- consequente tipo-0), é composto por funções de pertinência tipo-2 no antecedente e conse-

quente com parâmetros crisp (certos). Considerando que f (x,Θi) é uma função linear, a regra

generalizada do modelo A2-C0 é dada por:

Ri : SE x1 é Z̃ i
1 E · · · E xnz é Z̃ i

nz
ENTÃO ỹ =

nz∑

j=1

ai
j x j + bi (2.63)

Uma vez que ȳ
i
= y

i, a saída para o modelo A2-C0 pode ser calculada pela formula fechada,

como exemplificado em Nie e Tan (2008), Kayacan (2011):

yA2−C0 =

∑c
i=1 f̄ i

y
i

∑c
i=1 f̄ i

+

∑c
i=1 f i

y
i

∑c
i=1 f i

(2.64)

onde f̃ i
= [ f̄ i, f i] é a força de ativação da i-ésima regra, dada por:

f̄ i
= µ̄Z̃ i

1
(x) ∗ µ̄Z̃ i

2
(z) ∗ · · · ∗ µ̄Z̃ i

nz
(z) (2.65)

f i
= µ

Z̃ i
1

(x) ∗ µ
Z̃ i

2

(z) ∗ · · · ∗ µ
Z̃ i
nz

(z) (2.66)
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2.2.3 Identificação Fuzzy Tipo-2

A identificação fuzzy é uma área na modelagem fuzzy que se refere a metodologias que

utilizam dados experimentais para projetar SIF. Segundo Takagi e Sugeno (1985), a identificação

fuzzy é caracterizada por dois pontos: 1) ferramentas matemáticas para expressar um modelo

do sistema e 2) métodos de identificação. A ferramenta matemática é importante para prover a

interpretabilidade e capacidade de generalização ao modelo fuzzy. O método de identificação é

baseado na partições fuzzy do espaço multidimensional formados pelos dados experimentais.

Assim, para cada subespaço fuzzy, uma relação linear é criada (TAKAGI; SUGENO, 1985;

SERRA; BOTTURA, 2009). A Fig. 8 apresenta os passos do processo de identificação de

sistemas, os quais serão descritos a seguir.

Figura 8 – Etapas do processo de identificação de sistemas

Fonte: Autor

Passo 1: Coleta de dados experimentais — Este é um passo inicial importante para realizar a

identificação de um sistema dinâmico, uma vez que a partir destes dados, informações relevantes

podem ser extraídas a cerca do comportamento do sistema físico em estudo. Uma questão

importante é que, preferencialmente, o(s) sinal(sinais) de entrada aplicado(s) ao sistema deve(m)

excitá-lo em toda sua faixa de operação, tanto em amplitude, quanto em frequência, deste modo,

aumentando a capacidade do modelo fuzzy em rastrear a(s) saída(s) do sistema dinâmico. Outro

fator importante é a quantidade de amostras, sendo que quanto maior o conjunto de amostras,

mais informações podem ser obtidas sobre a dinâmica do sistema físico.
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Passo 2: Seleção de variáveis — Neste passo, a partir do conjunto de dados experimentais,

obtido no passo anterior, são escolhidas as variáveis que serão utilizados no processo de iden-

tificação. No objetivo de definir um modelo fuzzy que relaciona dinamicamente duas ou mais

variáveis de um sistema dinâmico, parte-se do princípio de que há correlação significativa entre

tais variáveis, ou seja, há uma relação de causa e feito. Desta forma, deve-se eleger variáveis

importantes dentro do escopo de identificação pretendido.

Passo 3: Metodologia de projeto — Neste passo é determinada a estrutura do SIF e o(s)

método(s) que serão utilizado no intuito de obter um modelo fuzzy que emule o comportamento

dinâmico do sistema físico. A escolha da estrutura resumi-se em determinar a proposição do

antecedente, ou seja, as funções de pertinência, e a estrutura dos submodelos na proposição do

consequente (modelo auto-regressivo, função de transferência, modelo no espaço de estados, etc).

Uma vez definida a estrutura do SIF, métodos para a estimação dos parâmetros das função de

pertinência e dos submodelos no consequente são aplicados no intuito de se obter os parâmetros

do SIF. Dentro deste contexto, duas abordagem principais para a integração de conhecimento e

dados para a definição de conjunto de regras para um modelo fuzzy são dados (BABUSKA, 2012):

métodos de ajuste de modelo e métodos identificação de modelo, os quais são descritos nas

Seções 2.2.3.1 e 2.2.3.2, respectivamente.

Passo 4: Validação do modelo — Neste passo avalia-se o modelo fuzzy obtido, determinado se

tal modelo cumpre com os requisitos propostos no inicio do processo de identificação. Questões

como capacidade de generalização e interpretabilidade da base de regras podem ser fatores

importantes dentro do processo de validação do modelo. Assim, após as análises, pode-se

concluir se o modelo fuzzy obtido pode ser aceito ou rejeitado. No último caso, mudanças na

estrategia de identificação dentro dos passos 2 ou 3 podem ser feitas no sentido de obter melhores

resultados.

2.2.3.1 Métodos de ajuste de modelo

Nessa abordagem, defini-se uma estrutura de modelo fuzzy inicial, onde os parâmetros do

antecedente e do consequente podem ser ajustados por algoritmos de treinamento. Tais algoritmos,

denominados de algoritmos de aprendizado supervisionado, exploram o fato de que o modelo

fuzzy pode ser abordado com uma estrutura em camadas, similar as redes neurais artificiais.

Assim, esta abordagem é geralmente denominada de modelagem neuro-fuzzy (BABUSKA,

1998). Essas técnicas tem como objetivo ajustar os parâmetros da rede neuro-fuzzy (antecedente

e consequente) a partir da otimização de uma função de custo, onde a minimização de uma

função do erro de estimação é comumente adotada, ou seja:

min
Θ ∈ ℜnz

E (z,Θ) (2.67)
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onde Θ são os parâmetros da rede neuro-fuzzy, E (•) é uma função de erro de estimação e(•) que

é dado por:

e(z,Θ) = y − ŷ(z,Θ) (2.68)

A Fig. 9 apresenta o fluxo do aprendizado supervisionado, onde observa-se que o sinal de erro

adiciona um mecanismo de controle de modo a aplicar ajustes aos parâmetros Θ no sentido de

aproximar a saída do modelo fuzzy da saída real do sistema (HAYKIN, 1998).

Figura 9 – Diagrama de Blocos do Aprendizado supervisionado

Fonte: Autor

Entre os algoritmos geralmente usados nesta abordagem, citam-se: gradiente descendente

(ABIYEV et al., 2011; ZHAO; LI; IRWIN, 2013; LIU; YANG, 2017; SIMINSKI, 2017), Filtro

de Kalman Estendido (FKE) (STAVRAKOUDIS; THEOCHARIS, 2007; RUBAAI; YOUNG,

2011; KHANESAR et al., 2012), algoritmos meta-heurísticos (LENG; MCGINNITY; PRASAD,

2006; LI; WU, 2011; HSU; JUANG, 2013). Entretanto, uma vez que os parâmetros da rede

neuro-fuzzy são calculados para no sentido de minimizar o erro de estimação, a interpretabilidade

do modelo fuzzy como um todo pode ser comprometida.

2.2.3.2 Métodos de identificação de modelo

Nessa abordagem, a estrutura do modelo fuzzy é obtida a partir dos dados experimentais.

Neste contexto, técnicas de aprendizado não supervisionado podem ser utilizadas, tais como

algoritmos de agrupamento fuzzy, no sentido de extrair conhecimento, de forma autônoma,

a partir do espaço de dados, criando partições fuzzy (CASTILLO, 2007). Os algoritmos de

agrupamento fuzzy permitem localizar agrupamentos de dados a partir da análise do grau de

similaridade, tal que, em um cenário de um espaço de dados Z, o grau de similaridade pode ser
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representado por uma norma de distância (GUSTAFSON; KESSEL, 1978; BABUSKA, 2012;

GOYAL; MITTAL; SETHI, 2016). O agrupamento é realizado através de vetores de dados

zk =
[
z1

k
z2

k
· · · z

nz
k

]T
, onde, no contexto de identificação, esses vetores podem ser constituídos

por dados experimentais de entrada/saída em instante de tempo passados. Desta forma, um

conjunto formado por N vetores é definido como Z = zk |k = 1,2, . . . ,N , dado como segue:

Z =



z11 z12 · · · z1N

z21 z22 · · · z2N

...
...

. . .
...

znz znz2 · · · znzN



(2.69)

Na Fig. 10 é mostrado um conjunto de dados Z com nz = 2 variáveis, N = 500 amostras.

Neste exemplo de conjunto de dados, o agrupamento fuzzy tem com objetivo encontrar os

agrupamentos de dados (partições fuzzy), c = 15 neste exemplo, a partir da similaridade entre os

dados. Uma vez aplicado o agrupamento fuzzy, o resultado esperado é ilustrado na Fig. 11, onde

cada agrupamento define uma regra do SIF, assim como os parâmetros do antecedente, sendo

estes os centros e as zonas de influência.

Figura 10 – Exemplo de conjunto de dados bidimensional
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Fonte: Autor
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Figura 11 – Partições fuzzy obtidas pelo algoritmo de agrupamento fuzzy, onde os losangos
pretos representam os centros dos agrupamentos
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Fonte: Autor

Dentre os algoritmos de agrupamento fuzzy, citam-se Gustafson e Kessel (1978), Hwang

e Rhee (2007), Chen, Xu e Xia (2014), Rubio e Castillo (2014), Chelly e Elouedi (2015), Goyal,

Mittal e Sethi (2016).

2.2.3.3 Abordagem híbrida

As abordagem de ajuste de modelo e estimação de modelo também podem ser combi-

nadas para o projeto de SIF (ÇAVDAR, 2016; CHAGHARI; FEIZI-DERAKHSHI; BALAFAR,

2018), onde esta abordagem pode ser utilizada como metodologias de identificação fuzzy tipo-2

(JUANG; TSAO, 2008; LIN; CHANG; LIN, 2014). Desta forma, os algoritmos de agrupamento

são utilizados para determinar as partições fuzzy e os parâmetros das funções de pertinência,

assim, uma vez definida a base de regras, técnicas de ajuste de modelo são utilizadas para estimar

o RdI e, de acordo com o modelo TS escolhido (A2-C0 ou A2-C1), os graus de incerteza dos

parâmetros do consequente.

2.2.3.4 Estimação dos parâmetros do consequente

Uma vez determinada o método de obtenção da base de regras do modelo fuzzy TS, deve-

se determinar um meio de estimar os parâmetros dos submodelos na proposição do consequente.

Técnicas de aprendizado supervisionado são utilizadas para realizar esta tarefa. Quanto ao tipo

de abordagem de estimação, citam-se:

Aprendizado global: nesta abordagem, os parâmetros de todos os submodelos são estimados

simultaneamente, de modo que os parâmetros obtidos minimizam o erro de estimação do modelo
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fuzzy, como segue:

min
Θ f ∈ ℜnz

V(Θ f , k) (2.70)

onde V(Θ f , k) a função de custo é dada por:

V(Θ f , k) =
1

2

k∑

j=1

(y j − ŷ j)
2 (2.71)

e Θ f são os parâmetros dos submodelos

Θ f =
[
θ1, θ2, . . . , θc

]
(2.72)

Esta abordagem geralmente gera modelos bem mais precisos, entretanto, a interpretabilidade dos

submodelos é comprometida (BABUSKA, 2012).

Aprendizado local: nesta abordagem, os parâmetros de cada submodelo são estimados separa-

damente, de modo a minimizar o erro de estimação local, ou seja, o erro entre a saída do i-ésimo

submodelo e a saída real, como segue:

min
θi ∈ ℜnz

V(θi, k) (2.73)

onde V(θi, k) a função de custo é dada por:

V(θi, k) =
1

2

k∑

j=1

(y j − ŷ
i
j)

2 (2.74)

onde θi e ŷ
i
j

são os parâmetros e a saída do i-ésimo submodelo, respectivamente. Esta abordagem

pode prover uma maior interpretabilidade dos submodelos, entretanto, os modelos fuzzy tendem

a ser menos precisos quando comparado à aprendizagem global.

Para a estimação da proposição do consequente, técnicas baseada em mínimos quadrados

(ZDEŠAR; DOVŽAN; ŠKRJANC, 2014; WANG et al., 2016), variável instrumental (SERRA;

BOTTURA, 2007; FILHO; SERRA, 2018) e algoritmo de auto-realização (PIRES; SERRA,

2018; SANTOS; SERRA, 2018) podem ser considerados.

2.2.4 Identificação Fuzzy Tipo-2 Evolutiva

Com base nos métodos de identificação fuzzy apresentados anteriormente, observa-

se que estes dependem de um conjunto de dados experimentais coletados a priori e/ou da

determinação de um modelo pré-definido com estrutura fixa. Para superar essa limitações,

métodos integrando SIF e sistemas evolutivos foram desenvolvidos (ANGELOV; FILEV, 2004;

LUGHOFER; BOUCHOT; SHAKER, 2011; SILVA et al., 2014). Neste sentido, os métodos

evolutivos baseiam-se em modelos orientado a dados que são automaticamente adaptados,

ampliados e evoluídos automaticamente em tempo real com base no fluxo de dados. Assim,
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um SIF evolutivo tem a capacidade de adaptar seus parâmetros assim como variar o número

de regras a cada novo dado recebido e, portanto, sendo capazes de suportar quaisquer cenários

de modelagem de sistemas dinâmicos a partir de um fluxo de dados contínuo e de medições

dinâmicas em tempo real (PEDRYCZ; GOMIDE, 2007; LUGHOFER, 2011).

Os agrupamentos fuzzy evolutivos são técnicas utilizadas para obter SIF evolutivos. De

modo geral, os algoritmos de agrupamento fuzzy evolutivo são aplicados nos seguintes cenários

(LUGHOFER, 2011):

• Atualização e/ou extensão de um modelo já existente a partir de novas informações, no

sentido de agregar novas dinâmicas do sistema físico ainda que não foram modeladas, de

modo a melhorar a predição, ação de controle e melhor cobertura do espaço de dados para

evitar extrapolações quando operando com novas amostras;

• Obter um modelo a partir de uma grande base de dados, onde o processamento em batelada

é impossibilitado devido a limitações de memória;

• Esquecimento de dinâmicas aprendidas anteriormente, no sentido de permitir uma adap-

tação gradual dos parâmetros em tempo de reagir as mudanças no conjunto de dados

experimentais.

Os agrupamentos fuzzy evolutivos realizam a análise do espaço de dados a medida que

um novo dado é apresentado, de modo a aplicar mecanismos que realizem a evolução do SIF, os

quais são descritos a seguir:

Criação de agrupamento: Tem como objetivo detectar novos agrupamentos no espaço de

dados. A partir de um novo dado, este mecanismo analisa a necessidade de criar um novo

agrupamento por meio de métricas, tais como potencial de representatividade (ANGELOV;

FILEV, 2004; JÚNIOR; SERRA, 2017), distância (ZDEŠAR; DOVŽAN; ŠKRJANC, 2014;

FILHO; SERRA, 2018) ou grau de compatibilidade Lemos, Caminhas e Gomide (2011), Angelov

(2012) . Uma vez satisfeita a condição de criação, o dado atual torna-se o centro e inicializa-se a

zona de influência do novo agrupamento:

ck+1 = ck + 1 (2.75)

zc∗
k+1 = zk (2.76)

Σ
c
k+1 = Σ0 (2.77)

Adaptação dos agrupamentos: Tem como objetivo atualizar a posição dos centros e as zonas

de influência dos agrupamentos. Uma vez processado o novo dado, este mecanismo atualiza a

posição dos centros e a zona de influência dos agrupamentos existentes com base no novo dado,
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tal que:

zi∗
k+1 = zi∗

k + ∆zi∗(zk) (2.78)

Σ
i
k+1 = Σ

i
k + ∆Σi (zk) (2.79)

onde ∆•(zk) é o ajuste dado em função do novo dado e definida de acordo com o algoritmo

evolutivo aplicado.

Fusão de agrupamentos: Tem como objetivo realizar a fusão de agrupamentos sobreposto. A

cada instante de tempo, este mecanismo analisa a disposição dos agrupamentos no espaço de

dados por meio da posição dos centros e da zona de influencia entre dois candidatos, zi∗
k

e z
j∗

k
, a

fusão. Uma vez atendida da condição de fusão, os dois agrupamentos são unidos, dando origem

a um novo agrupamento, tal que:

ck+1 = ck − 1 (2.80)

z
(i∪ j)∗

k+1
= f (zi∗

k , z
j∗

k
) (2.81)

onde a nova zona de influência é dada segundo o algoritmo evolutivo aplicado.

Exclusão de agrupamento: Tem como objetivo excluir agrupamentos sem relevância para a

base de regras do SIF. Este mecanismo verifica o grau de representatividade de cada agrupa-

mento, caso o grau de representatividade seja menor que um limiar definido pelo especialista, o

agrupamento é eliminado da base de conhecimento.

Vale ressaltar que os algoritmos de agrupamentos evolutivo presente na literatura não

aplicam todos os mecanismo de evolução, tal que os mecanismos utilizados são definidos de

acordo com cada metodologia.

No contexto de sistemas de inferência tipo-2, os parâmetros das funções de pertinência,

estimadas pelo algoritmo de agrupamento, possuem incertezas associadas ou à posição dos

centros ou à zona de influência, de modo a definir o RdI da função de pertinência, tal que:

z̃i∗
= [zi∗

+ ψi
z,z

i∗ − ψi
z] (2.82)

ou

Σ̃
i
= [Σi

+ ψi
Σ
,Σi − ψi

Σ
] (2.83)

onde ψi
z é a incerteza sobre a posição do centro e ψi

Σ
é a incerteza sobre a zona de influência no

i-ésimo agrupamento. A estimação das incertezas sobre os parâmetros da função de pertinência

tipo-2 pode ser realizada por meio de duas abordagens:

Aprendizado supervisionado: nesta abordagem, as incertezas ψi são estimado de modo a otimi-

zar o desempenho da estimação do modelo fuzzy tipo-2. Técnicas de aprendizagem baseadas em

gradiente descendente são comumente utilizadas para estimação das incertezas sobre as funções
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de pertinência tipo-2 (JUANG; TSAO, 2008; LIN et al., 2013; TUNG; QUEK; GUAN, 2013).

Neste contexto, a processo de adaptação das incertezas associadas as funções de pertinência é

dada por:

ψi
k+1 = ψ

i
k + ∆ψi (ek) (2.84)

Agrupapamento fuzzy tipo-2: nesta abordagem, o algoritmo de agrupamento evolutivo define

as incertezas ψi de acordo com o fluxo de dados. Na literatura, algoritmos apresentados por Das,

Subramanian e Sundaram (2015) e Pratama et al. (2017) representam esta abordagem. Neste

contexto, o processo de adaptação das incertezas associadas as funções de pertinência é dada

por:

ψi
k+1 = ψ

i
k + ∆ψi (zk) (2.85)

Uma vez realizado o processo evolutivo para a adaptação da base de regras do SIF,

deve-se realizar a atualização dos parâmetros do consequente. Técnicas recursivas são aplicadas

para esta finalidade (JUANG; TSAO, 2008; LIN et al., 2013; LIN et al., 2015), onde o ajuste dos

parâmetros é dada em função do erro, onde:

θi
k+1 = θ

i
k + ∆θi (ek) (2.86)

A Fig. 12 mostra o diagrama de blocos genérico da identificação fuzzy evolutiva de um sistema

dinâmico baseada em SIF.

Figura 12 – Diagrama de blocos do processo de identificação fuzzy evolutiva

Fonte: Autor
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3 METODOLOGIA FUZZY EVOLUTIVA TIPO-2 INTERVALAR PARA IDENTIFI-

CAÇÃO NO ESPAÇO DE ESTADOS

Neste capítulo, aspectos importantes do modelo neuro-fuzzy tipo-2, assim como a

formulação matemática para estimação recursiva do antecedente e consequente das regras, serão

apresentadas.

3.1 Estrutura da Rede de Inferência Neuro-Fuzzy tipo-2 Intervalar

A estrutura de modelo fuzzy proposta nesta dissertação é dada por uma sistema de

inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar (JUANG; HUANG; CHENG, 2010; TUNG; QUEK;

GUAN, 2013), como ilustrada na Fig. 13.

A estrutura neuro-fuzzy tipo-2 se divide em cinco camadas: camada de entrada, camada

de fuzificação, camada do consequente, camada de composição das regras tipo-2 e camada de

redução de tipo. A forma geral das proposições SE-ENTÃO do sistema de inferência é dada por:

Regra i : SE zk é Z̃ i ENTÃO




xi
k+1
= Aixi

k
+ Biuk

yi
k
= Cixi

k
+ Diuk

(3.1)

onde i = 1,2, . . . , c é o número das regras, zk = [z1,k z2,k · · · znz,k] ∈ ℜnz são as variáveis

de entrada do antecedente, Ai ∈ ℜn×n, Bi ∈ ℜn×m, Ci ∈ ℜp×n e Di ∈ ℜp×m são as matrizes

do modelo de espaço de estados da i-ésima regra, xi
k
= [xi

1,k
xi

2,k
· · · xi

n,k
] ∈ ℜn é o vetor de

estados para i-ésima regra, yi
k
= [yi

1,k
y

i
2,k

· · · yi
p,k
] ∈ ℜp é o vetor de saídas para i-ésima regra,

Figura 13 – Configuração proposta do sistema de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar

Fonte: Autor
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uk = [u1,k u2,k · · · um,k] ∈ ℜm é o vetor dos sinais de entrada e Z̃ i é o conjunto fuzzy tipo-2

intervalar da i-ésima regra. A descrição de cada camada da estrutura fuzzy é dada nas subseções

a seguir.

3.1.1 Camada I - Dados de Entrada

A primeira camada da estrutura neuro-fuzzy tipo-2 intervalar é a camada de entrada.

Os nós desta camada representam variáveis físicas relacionadas ao sistema dinâmico a ser

identificado. Uma vez que estas variáveis físicas podem operar em diferente faixas de valores,

o uso da normalização de dados se torna útil, de modo a ajustar as variáveis em uma única

faixa. Desta maneira, o operador de normalização max-min é adotado, no sentido de superar

mal-condicionamento e garantir convergência estável dos parâmetros antecedente, assim como

permitir a construção de novas características (regras) a partir dos dados experimentais. O

operador de normalização max-min é dado por:

z
(n)

j,k
=

z j,k − zmin
j

zmax
j

− zmin
j

, for j = 1,2, . . . ,nz (3.2)

onde z
(n)

j,k
∈ [0,1], zmin

j
e zmax

j
são os valores máximo e mínimo da j-th variável, respectivamente,

e z
(n)

n,k
= [z

(n)

1,k
z
(n)

2,k
· · · z

(n)

nz,k
] é o vetor de variáveis normalizadas, com nz sendo o número de

variáveis.

3.1.2 Camada II - Fuzificação

A segunda camada da estrutura neuro-fuzzy tipo-2 tem a função de realizar a operação

de fuzificação. Cada nó desta camada representa um conjunto fuzzy tipo-2 intervalar, o qual é

estimado via algoritmo de agrupamento gaussiana multivariável evolutivo, onde este é também

responsável pelo ajuste da formato das funções de pertinência e pela criação de novas regras a

partir do espaço de dados de forma online. A fuzificação é um mapeamento ℜnz → ℜ2, onde o

vetor de dados experimentais normalizados z
(n)

n,k
pertence ao conjunto fuzzy tipo-2 intervalar Z̃ i

com um grau de pertinência intervalar µ̃i

Z̃ i
(z

(n)

k
) =

[
µi

Z̃ i
(z

(n)

k
), µ̄i

Z̃ i
(z

(n)

k
)
]

que é calculado como

segue:

µ̃i

Z̃ i (z
(n)

k
) =

[
mµ exp

(
−

1

2
MΣi (z

(n)

k
,zi∗)

)
, exp

(
−

1

2
MΣ̄i (z

(n)

k
,zi∗)

)]
(3.3)

onde mµ ∈ [0,1] é o valor máximo do grau da função de pertinência inferior , sendo MΣi (•) e

MΣ̄i (•) definidos a seguir:

MΣi (z
(n)

k
,zi∗) = (z

(n)

k
− zi∗)T (Σi)−1(z

(n)

k
− zi∗) (3.4)

MΣ̄i (z
(n)

k
,zi∗) = (z

(n)

k
− zi∗)T (Σ̄i)−1(z

(n)

k
− zi∗) (3.5)



Capítulo 3. Metodologia Fuzzy Evolutiva Tipo-2 Intervalar para Identificação no Espaço de Estados 54

onde zi∗
= [zi∗

1
zi∗
2

· · · zi∗
nz
] é vetor do centro, com Σi e Σ̄i sendo as matrizes de dispersão inferior

e superior, respectivamente.

3.1.3 Camada III - Consequente

A terceira camada da estrutura neuro-fuzzy tipo-2 tem o objetivo de realizar uma ope-

ração aritmética em função das variáveis linguísticas do antecedente como uma proposição do

consequente. A função aritmética adotada é baseada na estrutura de modelo linear no espaço

de estado, o qual permite a representação do comportamento dinâmico de sistemas físicos

multivariáveis. Desta forma, o consequente da i-ésima regra é dado por:

yi
k = Cixi

k + Diuk (3.6)

x̂i
k+1 = Aixi

k + Biuk (3.7)

3.1.4 Camada IV - Composição das Regras

A quarta camada relaciona os graus de pertinência tipo-2 calculados na camada II com

os modelos lineares de espaço de estados da camada III. Assim, os estados tipo-2 intervalares

[xl
k
,xr

k

]
e as saídas tipo-2 intervalares

[
yl

k
,yr

k

]
do sistemas de inferência neuro-fuzzy tipo-2

intervalar são calculados a partir da composição de todas as regras da base de conhecimento,

onde l e r presentam os limites inferior e superior, respectivamente. O processo de composição

das regras adotado é dado por:

yr
k = max

[ ∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
)yi

∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
) +

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)
,

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)yi

∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
) +

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)

]
(3.8)

yl
k = min

[ ∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
)yi

k
∑c

i=1 µ̄
i(z

(n)

k
) +

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)
,

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)yi

k

∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
) +

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)

]
(3.9)

xr
k = max

[ ∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
)xi

k
∑c

i=1 µ̄
i(z

(n)

k
) +

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)
,

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)xi

k

∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
) +

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)

]
(3.10)

xl
k = min

[ ∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
)xi

k
∑c

i=1 µ̄
i(z

(n)

k
) +

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)
,

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)xi

k

∑c
i=1 µ̄

i(z
(n)

k
) +

∑c
i=1 µ

i(z
(n)

k
)

]
(3.11)

3.1.5 Camada V - Redutor de Tipo

A quinta camada realiza a redução de tipo para calcular os estados x̂k+1 e as saídas ŷk do

sistema de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar. O processo é definido por duas operações

aritméticas, dadas por:
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x̂k+1 =



υ
x,l
1

0 · · · 0

0 υ
x,l
2

· · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · υ
x,l
n



xl
k+1 +



υ
x,r
1

0 · · · 0

0 υ
x,r
2

· · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · υ
x,r
n



xr
k+1 (3.12)

ŷk =



υ
y,l

1
0 · · · 0

0 υ
y,l

2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · υ
y,l
p



yl
k +



υ
y,r

1
0 · · · 0

0 υ
y,r

2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · υ
y,r
p



yr
k (3.13)

onde υ j,l e υ j,r , para j = 1,2, . . . , p, são pesos adaptativos estimados pelo método de mínimos

quadrados recursivo, como descrito no Algoritmo 2. O valor inicial da matriz de covariância do

erro P
j

d,0
e P

j

s,0
satisfazem P

j

d,0
= 1/r1I e P

j

s,0
= 1/r2I, respectivamente, tal que r1 > 0, r2 > 0,

υ
j

d,k
=

[
υ
y,l

j
υ
y,r

j

]
e υ j

s,k
=

[
υ

x,l

j,l
υ

x,r
j

]
.

Algoritmo 2: Estimação os parâmetros de redução de tipo - atualizar_redudor_tipo(•)

Entrada: yr
k
,yl

k
,xr

k
,xl

k
,υd,k,υs,k,Pd,Ps

Saída: υd,k,υd,k,Pd ,Ps

para j = 1 até p faça

P
j

d,k
=

1

β1

P
j

d,k−1

[
I −

[yr
j
y

l
j
]T [yr

j
y

l
j
]P

j

d,k−1

β1 + [y
r
j
y

l
j
]P

j

d,k−1
[yr

j
y

l
j
]T

]
(3.14)

υ
j

d,k
= υ

j

d,k
+ P

j

d,k

[
y j,k − [yr

j y
l
j]υ

j

d,k

]
(3.15)

fim
para j = 1 até n faça

P
j

s,k
=

1

β1

P
j

s,k−1

[
I −

[xl
j

xr
j
]T [xl

j
xr

j
]P

j

s,k−1

β1 + [x
l
j

xr
j
]P

j

s,k−1
[xl

j
xr

j
]T

]
(3.16)

υ
j

s,k
= υ

j

s,k
+ P

j

s,k

[
x j,k − [xl

j xr
j ]υ

j

s,k

]
(3.17)

fim

3.2 Estimação Evolutiva do Antecedente

O algoritmo adotado particiona o espaço de entrada em funções de pertinência Gaussi-

anas multivariáveis tipo-2 intervalar, caracterizado por um centro zi∗
k
∈ ℜnz e uma matriz de
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dispersão (simétrica e definida positiva) Σ̂i
k
∈ ℜnz×nz , com i = 1,2, · · · , c onde c é o número de

agrupamentos.

A estimação evolutiva dos parâmetros do antecedente tipo-2 é baseado em Aprendizado

Participatório (PL) (YAGER, 1990; SILVA et al., 2014). Esta abordagem leva em conta o

impacto de novas informações à base de conhecimento do sistema neuro-fuzzy tipo-2, ou seja, a

compatibilidade/incompatibilidade de uma informação nova implica na atualização/preservação

da base de conhecimento atual, o que prover uma estimação mais robusta a efeitos de outliers

inerentes aos dados experimentais dos parâmetros do antecedente. Portanto, duas importantes

variáveis são definidas: o grau de compatibilidade e de índice de excitação. O grau de compatibi-

lidade, dado por ρi, de uma nova informação z
(n)

k
para o i-ésimo agrupamento é calculado como

segue:

ρi
k = exp

(
−

1

2
MΣ̂i

k
(z

(n)

k
,zi∗

k )

)
(3.18)

com

MΣ̂i
k
(z

(n)

k
,zi∗

k ) =
(
z
(n)

k
− zi∗

k

)T

(Σ̂i
k)

−1
(
z
(n)

k
− zi∗

k

)
(3.19)

onde ρi
k
∈ [0,1], tal que ρi

k
= 1 significa que a nova informação é completamente compatível ao

i-ésimo agrupamento.

O índice de excitação, dado por ai
k
, supervisiona a criação de novas regras baseado no

grau de compatibilidade de informações dentro de uma janela de tempo e é definido como a

probabilidade cumulativa de ocorrer violações de compatibilidade tv de um limiar de grau de

compatibilidade Tρ em uma janela de tempo w, sendo calculado como segue:

ai
k = P(T i

v,k < tv) =
∑

P(T i
v,k = tv) (3.20)

tal que a função probabilidade P(T i
v,k
= tv) é caracterizado por uma distribuição binomial com

probabilidade de sucesso λ, calculado como segue:

P(T i
v,k = ti

v
) =

(
w

ti
v

)
λtiv (1 − λ)w−tiv, tv = 0, · · · ,w (3.21)

onde o número de violações ti
v,k

do limiar de grau de compatibilidade Tρ no i-ésimo agrupamento,

é dado por:

ti
v,k =

{∑
w−1
j=0 oi

k− j
, k > w

0, caso contrário.
(3.22)

com oi
k

sendo uma variável binária dada como segue:

oi
k =

{
1, para ρi

k
< Tρ

0, caso contrário.
(3.23)

onde Tρ é o limiar de grau de compatibilidade.
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3.2.1 Mecanismo de Criação de agrupamentos

Na literatura, varias métricas são usadas para criação de agrupamentos em metodologias

de SIF evolutivos (ANGELOV; BUSWELL, 2002; LUGHOFER, 2008; MACIEL; GOMIDE;

BALLINI, 2013; COSTA; SERRA, 2015; PIRES; SERRA, 2016). Nesta proposta, o grau de

compatibilidade e o índice de excitação são considerados, onde a condição para criação de novos

agrupamentos, denominado Condição A, é dada a seguir:

SE ρi
k < Tρ ∀i E a

χ

k
> Ta ENTÃO zck+1∗

= z
(n)

k
(3.24)

onde χ = arg max ρi
k
, ck é o índice do agrupamento com maior grau de compatibilidade para o

dado z(n)k k e Ta é o limiar do índice de excitação.

3.2.2 Mecanismo de Adaptação dos Agrupamentos

Na abordagem de aprendizado participativo, caso uma nova regra não seja criada, o

sistema de inferência neuro-fuzzy considera a adaptação do agrupamento com maior grau de

compatibilidade para o nova informação, como segue:

Gk = α(ρ
χ

k
)1−a

χ

k (3.25)

z
χ∗

k
= z

χ∗

k−1
+ Gk(z

(n)

k
− z

χ∗

k−1
) (3.26)

Σ̂
χ

k
= (1 − Gk)(Σ̂

χ

k−1
− Gk(z

(n)

k
− z

χ∗

k−1
)(z

(n)

k
− z

χ∗

k−1
)T ) (3.27)

onde α ∈ [0,1] é a taxa de aprendizado e Gk é o ganho de adaptação no tempo discreto k.

3.2.3 Mecanismo de Fusão de Agrupamentos

O critério de fusão é baseado no grau de compatibilidade entre o agrupamento χ, o qual

foi atualizado (ou criado), e um agrupamento j, no tempo discreto k, como segue:

ρk(z
χ∗

k
,z

j∗

k
) = exp

(
−

1

2
M

Σ̂
j

k

(z
χ∗

k
,z

j∗

k
)

)
(3.28)

onde o critério de fusão, denominado como Condição B, dado a seguir:

SE ρk(z
j∗

k
,z

χ∗

k
) > Tρ OU ρk(z

χ∗

k
,z

j∗

k
) > Tρ ENTÃO fundir [zχ∗,z j∗] (3.29)

O Algoritmo 3 apresenta a implementação do algoritmo de agrupamento fuzzy evolutivo de

gaussiana multivariável.
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Algoritmo 3: Agrupamento Evolutivo Gaussiano Multivariável - AEGM(•)

entrada :z(n),z∗, Σ̂,w, Σ̂0,ψ,ψ0, c

saída :z∗, Σ̂,ψ,ρ, created,merged

% calcular ρi e ai para todos agrupamentos

para i = 1 até c faça
Calcule M(z(n),zi∗) - Eq. (3.19)
Compute ρi - Eq. (3.18)
se ρi < Tρ então

oi
= 1

senão
oi
= 0

fim

se k > w então
nvi
=

∑
w−1
l=0 oi

k−l

ai
= p

(
T i

k,v
< ti

v

)

senão
ai
= 0

fim
fim
χ = arg maxi ρ

i

se Condição A (3.24) então
% Criar novo agrupamento

c = c + 1

zc∗
= z(n)

Σ̂c
= Σ̂0

ψc
= ψ0

χ = c

created = sim

senão
Atualizar agrupamento usando as Eqs. (3.25)-(3.27)

fim

% Procurar por grupos similares

para i = 1 até c faça
se Condição B (3.29) então

% Fundir agrupamentos similares [χ, i]

zχ∗ = (zi∗
+ zχ∗)/2

Σ̂χ
= Σ̂0

c = c − 1

merged = [χ, i]

fim
fim
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3.2.4 Estimação Paramétrica das Funções de Pertinência Tipo-2 Intervalar via Filtro de

Kalman Estendido

Nesta proposta, o RdI da i-ésima função de pertinência é representado por uma matriz

de dispersão tipo-2 Σ̃i
k
= [Σi

k
, Σ̄i

k
] que representa a zona de influência incerta do i-ésimo

agrupamento e definida como segue:

Σ̃i
k =

[
Σ̂i

k − Ψi
k, Σ̂

i
k +Ψi

k

]
(3.30)

onde Ψi
k
∈ ℜnz×nz é uma matriz diagonal, ou seja, Ψi

k
= diag([ψi

1,k
ψi

2,k
· · · , ψi

nz,k
]), onde, por

questões de conveniência, ψi representa a diagonal principal de Ψi
k
. A estimação das funções de

pertinência tipo-2 intervalares pode ser definida na formada de equação de espaço de estados

não-linear como segue:

ψi
k+1 = f (ψi) + ωk = Iψi

k + ωk (3.31)

y̆i
k =h(ψi

k) + vk = γ
i
k(zn,k)y

i
k + vk (3.32)

onde y̆i
= f (ψi) é a saída do sistema de inferência neuro-fuzzy da i-ésima regra, ωk é o ruído de

processo, vk é o ruído de medição, os quais são assumidos como distribuição gaussiana. O grau

de ativação tipo-2 da i-ésima regra é dado por:

γi
k(z

(n)

k
) =

(µ̄i(z
(n)

k
) + µi(z

(n)

k
))

∑c
j=1 µ̄

j(z
(n)

k
) +

∑c
j=1 µ

j(z
(n)

k
)

(3.33)

A estimação das funções de pertinência tipo-2 intervalares deve minimizar a seguinte

função de custo:

V(ψ, k) =
1

2

k∑

j=1

(
y̆ j − y̆i

j

)T (
y̆
(i)
j
− y̆i

j

)
(3.34)

onde

y̆
(i)

k
= γi

k(z
(n)

k
)yk (3.35)

y̆i
j k = γ

i
k(z

(n)

k
)yi

k (3.36)

para j = 1,2, . . . , ck .

Utilizando um algoritmo de estimação baseado no filtro de Kalman estendido, os graus

de incerteza ψi são calculados como segue:

Ki
k = Pi

f ,k(H
i
k)

T
[
Rk +Hi

kPi
f ,k(H

i
k)

T
]−1

(3.37)

ψi
k+1 = ψ

i
k +Ki

k

(
y̆
(i)

k
− y̆i

k

)
(3.38)

Pi
f ,k+1 = Pi

f ,k − Ki
kHi

kPi
f ,k +Qk (3.39)
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onde Ki
k

é o ganho de Kalman, Pi
f ,k

∈ ℜnz×nz (Pi
f ,0
= r3I e r3 > 0) é a matriz de resíduos,

Rk ∈ ℜp×p é a matriz de covariância do ruído de medida, Qk ∈ ℜnz×nz é a matriz de covariância

do ruído de processo. A matriz de observação Hi
k
∈ ℜp×n é definida como uma matriz Jacobiana

é dado por:

Hi
k =

∂h(ψi)

∂ψi

�����
ψ=ψk

(3.40)

De acordo com (HAYKIN, 2001), a matriz de covariância Rk pode ser dada como uma

função inversa de uma taxa de aprendizado ζ , ou seja, Rk = ζ
−1W−1

k
. Assim, a Eq. (3.37) pode

ser formulada como segue:

Ki
k = Pi

f ,kHi
k

[
ζ−1W−1

k +Hi
kPi

f ,k(H
i
k)

T
]−1

(3.41)

onde ζ ∈ [0,1] é a taxa de aprendizado para o filtro de Kalman estendido e Wk é uma matriz de

peso. A implementação do algoritmo de aprendizado via filtro de Kalman estendido é mostrado

no Algoritmo 4.

Algoritmo 4: Algoritmo de aprendizado via filtro de Kalman estendido - FKE(•)

entrada :ψk,z
(n)

k
,xk,yk,uk,z

∗, Σ̂,P f ,k, ζ,C,D, c

saída :ψk+1,P f ,k+1

para i = 1 até c faça
Calcular [Σi

k
, Σ̄i

k
], - Eq. (3.30)

Calcular µ̃i

Z̃ i
= [µi

Z̃ i
, µ̄i

Z̃ i
] - Eqs. (3.3)-(3.5)

Calcular γi - Eq. (3.33)

Calcular y̆
(i)

k
e y̆i

k
- Eqs. (3.35)-(3.36)

Calcular Hi - Eq. (3.40)
fim

% ψi and P f atualizar

para i = 1 até c faça
Calcular Ki

k
- Eq. (3.41)

Calcular ψi
k+1

- Eq. (3.38)
Calcular Pi

f ,k+1
- Eq. (3.39)

fim

3.3 Estimação Paramétrica do Consequente

De acordo com a Eq. (3.1), na Seção 3.1, o modelo linear de espaço de estados local

da proposição do consequente da i-ésima regra do sistema de inferência neuro-fuzzy tipo-2

intervalar é dado por:
x̂i

k+1
= Aix̂i

k
+ Biuk

ŷi
k
= Cix̂i

k
+ Diuk

(3.42)
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Considerando a inclusão de um observador de estados à Eq. (3.42), tem-se:

x̂i
k+1
= Aix̂i

k
+ Biuk + Liek

ŷi
k
= Cix̂i

k
+ Diuk + ei

k

(3.43)

onde ei
k
= yi

k
− ŷi

k
e Li são denominados como sequencia de inovação de ruído branco e a matriz

ganho de Kalman local da i-ésima regra, respectivamente.

Assumindo que as propriedades de controlabilidade e observabilidade sejam satisfeitas

(HOUTZAGER; WINGERDEN; VERHAEGEN, 2012; NI; LIU; WU, 2018), a Eq. (3.43) pode

ser formulada como segue:

x̂i
k = (Ai)qp x̂i

k−qp
+ Ci

Būk−qp + Ci
L ēi

k−qp
(3.44)

ȳi
k+qf
= Oix̂i

k + T iūk+qf
+H i ēi

k+qf
(3.45)

onde qp e q f são os deslocamentos à esquerda e à direita no tempo discreto, respectivamente,

sendo

ūk−qp =



uk−qp

uk−qp+1

...

uk−1



, ūk+qf
=



uk

uk+1

...

uk+qf −1



ȳi
k−qp
=



yi
k−qp

yi
k−qp−1

...

yi
k−1



, ȳi
k+qf
=



yi
k

yi
k+1
...

yi
k+qf −1



ēi
k−qp
=



ei
k−qp

ei
k−qp+1
...

ei
k−1



, ēi
k+qf
=



ei
k

ei
k+1
...

ei
k+qf −1


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Oi
=



Ci

CiAi

...

Ci(Ai)qf −1



Ci
B =

[
(Ai)qp−1Bi (Ai)qp−2Bi · · · AiBi Bi

]

Ci
L =

[
(Ai)qp−1Li (Ai)qp−2 Li · · · AiLi Li

]

T i
=



Di 0 · · · 0

CiBi Di . . .
...

...
...

. . . 0

Ci(Ai)qf −2B Ci(Ai)qf −3B · · · Di



H i
=



I 0 · · · 0

CiLi I
. . .

...
...

...
. . . 0

Ci(Ai)qf −2L Ci(Ai)qf −3L · · · I



onde Oi ∈ ℜpqf ×n é matriz de observabilidade, Ci
B
∈ ℜn×qpm e Ci

L
∈ ℜn×pqp são as matrizes

de controlabilidade estendidas relacionadas com as entradas e com o observador de estados,

respectivamente, T i ∈ ℜqf p×qf m e H i ∈ ℜqf m×qf m são as matrizes de resposta ao impulso com

estrutura de bloco triangular inferior.

3.3.1 Cálculo dos Parâmetros de Markov Fuzzy

Seja um preditor auto-regressivo com entradas exógenas equivalente a Eq. (3.43) dado

por:

yi
k =

q∑

j=1

Ξ
i,(u)

k− j
uk− j +

q∑

j=1

Ξ
i,(y)

k− j
yi

k− j (3.46)

Segundo (CHIUSO; PICCI, 2005), se a matriz de transição Ai é nilpotente, a contribuição do

vetor de estados xk−qp é arbitrariamente pequena na Eq. (3.44), ou seja, (Ai)qp ≈ 0. Desta forma

os parâmetros de Markov do sistema dado pela Eq. 3.43 pode ser relacionada com as matrizes
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Ξi,(u) e Ξi,(y) (CHIUSO; PICCI, 2005), como segue:

Ξ
i,(u)

k− j
=




Di se j = 0

Ci(Ai) j−1Bi se j > 0

(3.47)

Ξ
i,(y)

k− j
= Ci(Ai) j−1Li (3.48)

A partir da Eq. (3.47) e Eq. (3.48), a matriz de parâmetros de Markov (JUANG, 2011; WU et al.,

2015) pode ser definida como segue:

Ξi
=

[
Ξ

i,(u)

k−p
, · · · , Ξ

i,(u)

k
, Ξ

i,(y)

k−p
· · · Ξ

i,(y)

k−1

]
(3.49)

tal que a Eq. (3.46) pode ser formulada como segue:

yi
k = Ξiδi

k + ek (3.50)

onde δi
k =

[
ūT

k−qp
,uT

k
, (ȳi

k−qp
)T

]T

. Considerando k > qp, a representação em batelada da Eq.

(3.50) é dada por:

Yi
k = Ξi∆i

k (3.51)

onde

Yi
k =

[
yi

qp+1 yi
q+2 · · · yi

k

]
, ∆i

k =

[
δi

qp+1 δi
qp+2 · · · δi

k

]

Desta forma, o cálculo em batelada da saída do sistema de inferência neural-fuzzy tipo-2

intervalar é dada como segue:

Yk =

c∑

i=1

Ξi∆i
kΓi

k (3.52)

onde Γi
k
= diag

( [
γi

qp+1
, γi

qp+2
, · · · , γi

k

] )
, tal que γi

qp+1
é calculado pela Eq. (3.33).

Nesta proposta, a abordagem local para a solução em batelada da Eq. (3.52) é adotada,

no sentido de prover uma melhor interpretabilidade do sistema de inferência neural-fuzzy tipo-2

intervalar e dada por:

Ξi
k = YkΓi

k(∆
i
k)

T
[
∆i

kΓi
k(∆

i
k)

T
]−1

(3.53)

onde a relação qp ≥ q f ≥ n/p deve ser satisfeita de modo que a Eq. (3.53) seja solucionada pelo

método de mínimos quadrados (NI; LIU; WU, 2018), Yk =
[
yqp+1 yqp+2 · · · yk

]
é a matriz de

dados de saída, e os parâmetro de Markov Ξi
k

calculados minimizam a seguinte função de custo:

V(Ξi, k) =
1

2

k∑

j=1

γi
j

(
y j − yi

j

)T (
y j − yi

j

)
(3.54)

Expandindo a Eq. (3.53) para o tempo discreto k + 1, tem-se:

Ξi
k+1 = Yk+1Γi

k+1(∆
i
k+1)

T
[
∆i

k+1Γi
k+1(∆

i
k+1)

T
]−1

(3.55)
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onde Yk+1 = [Yk yk+1] e ∆i
k+1
=

[
∆i

k
δi

k+1

]
. A matriz de covariância na Eq. 3.55, é definida

como segue:

Pi
k+1 =

[
∆i

k+1Γi
k+1(∆

i
k+1)

T
]−1

=

[
(Pi

k)
−1
+ γi

k+1δ
i
k+1(δ

i
k+1)

T
]−1

(3.56)

Usando o lema da matriz inversa na Eq. (3.56), tem-se:

Pi
k+1 = Pi

k −
γi

k+1
Pi

k
δi

k+1(δ
i
k+1)

TPi
k

1 + γi
k+1

(δi
k+1)

TPi
k
δi

k+1

= Pi
k

[

I −
γi

k+1
δi

k+1(δ
i
k+1)

TPi
k

1 + γi
k
(δi

k+1)
TPi

k
δi

k+1

]

(3.57)

Substituindo (3.56) em (3.55), resulta:

Ξi
k+1 = [Yk yk+1]

[
Γi

k
0

0 γi
k+1

]
[
∆i

k δi
k+1

]T
Pi

k+1

=

[
YkΓi

k(∆
i
k)

T
+ γi

k+1yk+1(δ
i
k+1)

T
]

Pi
k+1 (3.58)

A partir da Eq. (3.53), a seguinte relação é obtida:

Ξi
k = YkΓi

k(∆
i
k)

TPi
k ⇔ Ξi

k(P
i
k)

−1
= YkΓi

k(∆
i
k)

T (3.59)

e a partir da Eq. (3.56), obtêm-se:

Pi
k+1 =

[
(Pi

k)
−1
+ γi

k+1δ
i
k+1(δ

i
k+1)

T
]−1

(Pi
k+1)

−1
= (Pi

k)
−1
+ γi

k+1δ
i
k+1(δ

i
k+1)

T (3.60)

A partir das Eqs. (3.59)-(3.60), a Eq. (3.58) pode ser formulada como segue:

Ξi
k+1 =

[
Ξi

k(P
i
k)

−1
+ γi

k+1yk+1(δ
i
k+1)

T
]

Pi
k+1

=

[
Ξi

k

[
(Pi

k+1)
−1 − γi

k+1δ
i
k+1(δ

i
k+1)

T
]
+ γi

k+1yk+1(δ
i
k+1)

T
]
Pi

k+1

= Ξi
k − γ

i
k+1δ

i
k+1(δ

i
k+1)

TPi
k+1 + γ

i
k+1yk+1(δ

i
k+1)

TPi
k+1

= Ξi
k + γ

i
k+1

[
yk+1 − Ξi

kδ
i
k+1

]
(δi

k+1)
TPi

k+1 (3.61)

onde a Eq. (3.61) é a estimação recursiva dos parâmetros de Markov Ξi
k+1

para i-ésima regra.

Para dinâmicas variantes no tempo, uma abordagem pragmática permite a utilização do

seguinte critério:

V(Ξi, k) =
1

2

k∑

j=1

β
k− j

2

[
γi

j

(
y j − yi

j

)T (
y j − yi

j

)]
(3.62)
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Desta forma, os parâmetros de Markov, que minimiza a Eq. (3.62), podem ser estimados,

recursivamente, pelas equações a seguir:

Pi
k+1 =

1

β2

Pi
k

[

I −
γi

k+1
δi

k+1(δ
i
k+1)

TPi
k

β2 + γ
i
k
(δi

k+1)
TPi

k
δi

k+1

]

(3.63)

Ξi
k+1 = Ξi

k + γ
i
k+1

[
yk+1 − Ξi

kδ
i
k+1

]
(δi

k+1)
TPi

k+1 (3.64)

onde o valor inicial de Pi
0

deve satisfazer Pi
0
= r4I, tal que r4 > 0.

3.3.2 Estimação dos submodelos em Espaço de Estados

A partir dos parâmetros de Markov Ξi
k
, as matrizes Λi

k
e Υi

k
são definidas como segue:

Λi
k =



Ξ
i,(u)

k−q
Ξ

i,(u)

k−qp+1
· · · Ξ

i,(u)

k−qp+qf −1
· · · Ξ

i,(u)

k−1

0 Ξ
i,(u)

k−qp
· · · Ξ

i,(u)

k−qp+qf −2
· · · Ξ

i,(u)

k−2

...
. . .

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 Ξ
i,(u)

k−qp
· · · Ξ

i,(u)

k−qf



(3.65)

Υi
k =



Ξ
i,(y)

k−q
Ξ

i,(y)

k−qp+1
· · · Ξ

i,(y)

k−qp+qf −1
· · · Ξ

i,(y)

k−1

0 Ξ
i,(y)

k−qp
· · · Ξ

i,(y)

k−qp+qf −2
· · · Ξ

i,(y)

k−2

...
. . .

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 Ξ
i,(y)

k−qp
· · · Ξ

i,(y)

k−qf



(3.66)

O vetor de estados xi
k

na Eq. (3.44) pode ser calculado em função de ūk−qp, ȳk−qp , Λi
k

e Υi
k
,

como segue (NI et al., 2018; NI; LIU; WU, 2018):

xi
k = S

[
Λi

k ūk−qp + Υi
k ȳk−qp

]
(3.67)

onde S ∈ ℜn×(m f−n) deve ser uma matriz definida positiva, selecionada pelo usuário, no sentido

de assegurar que a estimação recursiva do vetor de estados xi
k

seja convergente (NI; LIU; WU,

2018). A partir da Eq. (3.67), o vetor de estados x̃k é estimado como segue:

x̃k =

ck∑

i=1

γi
kxi

k (3.68)

Uma vez calculado o vetor de estado x̃k , as matrizes
[
Ai

k
,Bi

k
,Ci

k
,Di

k

]
podem ser estimadas via

algoritmo de mínimos quadrados ponderados fuzzy. Como as Eqs. (3.7) e (3.7) são desacopladas,

as equações de espaço de estados pode ser formulada como segue:
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[
xi

k

yi
k−1

]

=

[
Ai Bi

Ci Di

] [
xi

k−1

ui
k−1

]

= Θiνi
k−1 (3.69)

Seja a função de custo V(Θi
k
, k) dada como segue:

V(Θi
k, k) =

1

2

k∑

j=1

β
k− j

3

[

γi
j

( [
x̃ j+1

y j

]

−

[
xi

j+1

yi
j

] )T ( [
x̃ j+1

y j

]

−

[
xi

j+1

yi
j

] )]

(3.70)

Assim, a estimação recursiva por mínimos quadrados ponderado fuzzy para Θi
k

é dado por:

PΘ
i

k =
1

β3

PΘ
i

k−1

[

I −
γi

k−1
νi

k−1
(νi

k−1
)TPΘ

i

k−1

β3 + γ
i
k−1

(νi
k−1

)TPΘ
i

k−1
νi

k−1

]

(3.71)

Θi
k = Θi

k−1 + γ
i
k−1

([
x̃k

yk−1

]

− Θi
k−1ν

i
k−1

)

PΘ
i

k (3.72)

onde o valores iniciais de PΘ
i

0
é usualmente selecionado como PΘ

i

0
= r5I, tal que r5 > 0.

Os passos para a estimação recursiva dos consequentes tipo-2 são apresentados no

Algoritmo 5.

3.4 Aspectos de inicialização do algoritmo proposto

Inicialmente, considerando que não há conhecimento sobre o sistema físico, o número

de regra é zero. O primeiro dado processado pelo algoritmo proposto é eleito como centro do

primeiro agrupamento, ou seja, z1∗
= z1 e o valor inicial da matriz tipo-2 de dispersão é dado

por Σ̃0 = [Σ̂0 − Ψ0, Σ̂0 +Ψ0], onde Σ̂0 = σ1Inz com σ1 ∈ [10−2,0.5] e Ψ0 = σ2 11×nz with σ2 ∈

[10−10,10−4]. O primeiro modelo no espaço de estados local é inicializado como segue:

A0 = κI
n, B0 = κI

n×m

C0 = κI
p×n, D0 = κI

p×m

Os seguintes parâmetros são necessários para a abordagem proposta:

• Limite de compatibilidade Tρ, que governa a geração de regras no procedimento de

aprendizado. Não há valor padrão para este parâmetro, e sua escolha é feita empiricamente

a partir do especialista. No entanto, em casos específicos, a escolha de Tρ é feita por

formulação analítica (consulte (LEMOS; CAMINHAS; GOMIDE, 2011)), o que não pode

ser generalizado para todo problema de identificação.

• Taxa de aprendizado do algoritmo de agrupamento α, que determina o ganho de aprendi-

zado adaptável (Eq. (3.25)), cujo valor deve ser definido em 10−5 < α < 10−1, para evitar

oscilações indesejáveis devido a valores espúrios contido no fluxo de dados.



Capítulo 3. Metodologia Fuzzy Evolutiva Tipo-2 Intervalar para Identificação no Espaço de Estados 67

Algoritmo 5: Algoritmo de Identificação Recursiva Fuzzy no Espaço de Estados -
AIRFE(•)

Entrada: xk,ykΞk,Pk,Θ
(x)

k
,P

(x)

k
,P

(y)

k
,Θ

(y)

k
,γk, c

Saída: Ξk+1,Pk+1,Θ
i,(x)

k
,P

i,(x)

k
,P

i,(y)

k+1
,Θ

i,(y)

k+1

S =
[
In×n 0n×(m f−n)

]

γk =
[
γ1

k
γ2

k
· · · γc

k

]

%Passo 1: Atualizar os parâmetros de Markov fuzzy Ξi

para i = 1 até c faça
Calcular Pi

k+1
- Eq. (3.63)

Calcular Ξi
k+1

- Eq. (3.61)
fim

%Passo 2: definir as matrizes Λi
k

e Υi
k

para i = 1 até c faça
Definir Λi

k
- Eq.(3.65)

Definir Υi
k

- Eq.(3.66)
fim

%Passo 3: Estimar o vetor de estados p xi
k

para i = 1 até c faça
Estimar xi

k
- Eq.(3.67)

fim

%Passo 4: Atualizar as matrizes Θi e PΘ
i

para i = 1 até c faça
Calcular PΘ

i

k
- Eq. (3.71)

Calcular Θi
k

- Eq. (3.72)
fim

• Probabilidade de sucesso λ e janela de tempo w, que governam a criação da regra. A partir

de λ, o limite de excitação é calculado por Ta = 1 − lambda, onde o valor de λ depende

de w. O intervalo para valores de λ, dado um valor de w, é definido em Lemos, Caminhas

e Gomide (2011) da seguinte forma:

λ ≥




0.01 Se w ≥ 100

0.05 Se 20 ≤ w < 100

0.10 Se 10 ≤ w < 20

(3.73)

• Taxa de aprendizado ζ para o FKE, usada para estimar recursivamente os graus de incerteza

ψi, cujos valores considerados são ζ < 10−1 para evitar grandes oscilações e instabilidade

no processo de estimação recursiva.

• deslocamento a esquerda qp do instante de tempo k, usado para estimar os parâmetros da

proposição do consequente. Não há valor padrão para este parâmetro, e sua escolha é feita

empiricamente a partir do especialista. No entanto, em casos específicos, um grande valor
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de qp é considerado, no sentido de garantir um bom desempenho de estimação (JUANG,

1994; JUANG, 2011).

• deslocamento a direita q f do instante de tempo k, escolhido para garantir a relação

qp ≥ q f ≥ n/p, conforme mencionado na Seção 3.3, em que n é a ordem do sistema e p é

o número de saídas.

• Os parâmetros r j (constantes de inicialização), com j = 1,2, . . . ,5, que definem o valor

inicial das matrizes de covariância. Os valores de r j , escolhidos empiricamente pelo

especialistas, estão relacionados à incerteza nos parâmetros estimados, de modo que valores

grandes rapidamente levam à sua convergência, embora induzem a maiores oscilações na

estimação dos parâmetros. (LJUNG, 1999).

• Os fatores de esquecimento β j , com j = 1,2,3 e escolhidos geralmente no intervalo de

1 ≥ β j ≥ 0.98, são parâmetros que reduzem a influência de dados antigos na estimativa

de parâmetros (JUANG, 1994; JUANG, 2011), de modo a melhorar o rastreamento de

sistemas com dinâmicas variantes no tempo.

Por fim, o algoritmo completo da metodologia proposta é mostrado no Algoritmo 6.

3.5 Aspectos de convergência do erro de rastreio

Nesta seção serão abordados os aspectos de convergência do algoritmo de aprendizado

proposto. Como visto na Seção 3.3, a saída dos sub-modelos pode ser calculado em função dos

parâmetros de Markov local (Eq. (3.50)), onde a matriz Γi
k

pode ser fatorada como segue:

Γi
k = Γ̆i

k Γ̆i
k

=



√
γi

qp+1
0 0 · · · 0

0
√
γi

qp+2
0 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · ·
√
γi

k



×



√
γi

qp+1
0 0 · · · 0

0
√
γi

qp+2
0 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 0 · · ·
√
γi

k



(3.74)

Portanto, a solução via mínimos quadrados recursivo fuzzy dada pela Eq. (3.53) pode ser

reformulada da seguinte forma:

Ξi
LS = Y̆i

k(∆̆
i
k)

T
[
∆̆i

k(∆̆
i
k)

T
]−1

(3.75)

onde

Y̆i
k = Yi

k Γ̆i
k (3.76)

∆̆i
k = ∆i

k Γ̆i
k (3.77)
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Algoritmo 6: Algoritmo Principal
Inicializar r1,r2,r3,r4, ,r5,r6, σ1, σ2, β1, β2, β3, , α, ζ, λ,Tρ,w,qp,q f

Σ̂0,ψ0,S,W

k = 1

Ler amostra z
(n)

k

%Inicializar primeiro agrupamento

c = 1

zc∗
= z

(n)

k
, Σ̂c
= Σ̂0, ψc

= ψ0, Ξc
k
= 0

Θ
(x)

k
= Θ0, Θ

(y)

k
= Θ

(y)

0

repetir
k = k + 1; Ler amostra z

(n)

k

%Predição
para i = 1 até c faça

compute xi
k

- Eq. (3.67)
Calcule yi

k
- Eq. (3.6)

calcule µ̃i

Z̃ i
= [µi

Z̃ i
, µ̄i

Z̃ i
] - Eqs. (3.3)-(3.5)

fim
Calcular saída do modelo ŷk - Eqs. (3.8),(3.9),(3.13)

%Estimação dos parâmetros de redução de tipo - (Algoritmo 2)

[υ j

d,k
,υ

j

s,k
,Pd,Ps] = atuzalizar_redutor_tipo(yr,yl,υ

j

d,k
,υ

j

s,k
,Pd,Ps)

%Estimação do Antecedente - (Algoritmo 3) [z∗, Σ̂,ψ,ρk, ck, created,merged] =

AEGM(z(n),z∗, Σ̂,w, Σ̂0,ψ,ψ0, ck)

se created então

Ξc
k
=

∑c−1
i=1 ρ

i
k
Ξi

k∑c−1
i=1 ρ

i
k

Θc
k
=

∑c−1
i=1 ρ

i
k
Θi

k∑c−1
i=1 ρ

i
k

Pi
f ,k
= r3I, Pi

k
= r4I,PΘ

i

k
= r5I

fim

se merged , � então

Ξidx
k
=

ρidx
k

Ξidx
k
+ρi

k
Ξi
k

ρidx
k
+ρi

k

Pidx
f ,k
= r3I, Pidx

k
= r4I, PΘ

idx

k
= r5I

fim
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%Estimação consequente - (Algoritmo 5)

[Ξk+1,Pk+1,Θ
i,(x)

k
,P

i,(x)

k
,P

i,(y)

k+1
,Θ

i,(y)

k+1
] = AIRFE(xk,yk,Ξk,Pk,Θ

(x)

k
,P

(x)

k
,P

(y)

k
,

Θ
(y)

k
,γk, c)

Extrair os matrizes de modelo de espaço de estados
[
Ai,Bi,Ci,Di

]
de Θi,(x) e Θi,(y)

%Estimação das funções de pertinência tipo-2 - (Algorithm 4)

[ψk+1,P f ,k+1] = FKE(ψk,z
(n)

k
,xk,yk,uk,z

∗, Σ̂,P f ,k, ζ,C,D, c)
até zk+1 = �

Hipótese 3.1. O modelo multivariável não-linear pode ser fielmente representado por uma

estrutura de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar no espaço de estados, com cR regras, tal

que a forma geral da regra é dado por:

Regrai=1,2,...,cR : SE zk é Z̃ i ENTÃO




xi
k+1
= Ai

R
xi

k
+ Bi

R
uk

yi
k
= Ci

R
xi

k
+ Di

R
uk

(3.78)

onde (•)R (subscrito R) representa os parâmetros reais do modelo de inferência neuro-fuzzy

tipo-2 intervalar no espaço de estados que representa fielmente o sistema não-linear.

Seja o cálculo em batelada da saída do i-ésimo submodelo, dado por:

Yi
k = Ξi

R∆i
k + Ek (3.79)

onde Yi
k
=

[
yi

qp+1
yi

q+2
· · · yi

k

]
e Ek é a matriz de erro. Através da Suposição 3.1 e considerando

que a quantidade de regras estimadas seja igual ao numero de regras reais, ou seja, c = cR, e

realizando a substituição da Eq. (3.79) e Eq. (3.76), a Eq. (3.75) é reformulada como segue:

Ξi
LS = Ξi

R + Ĕi
k(∆̆

i
k)

T
[
∆̆i

k(∆̆
i
k)

T
]−1

(3.80)

onde Ĕi
k
= Ek Γ̆i

k
. Seja a seguinte matriz de covariância:

Pi

δ̆
=

[
∆̆i

k(∆̆
i
k)

T
]
=

[
1

k − qp

k∑

j=qp

δ̆ j δ̆
T

j

]

(3.81)

onde δ̆ j =

√
γi

j
δ j =

√
γi

j

[
ūT

k−qp
uT

k
(ȳi

k−qp
)T

]T
. Desta forma, a Eq. (3.80) é formulada como

segue:

Ξi
LS = Ξi

R +
1

k − qp

[
k∑

j=qp

ĕi
j δ̆

T

]

(Pi
δ)

−1 (3.82)

De modo a analisar o comportamento da solução de mínimo quadrados ponderados fuzzy para

k → ∞, é apropriado assumir que ek é um processo estocástico estacionário e uk é um processo

quasi-estacionário, tal que:

Pu =
1

k

k∑

j=1

ukuT
k−τ (3.83)
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converge (com probabilidade 1) quando k → ∞ (LJUNG, 1999), ou seja:

lim
k→∞

Pu = Pu (3.84)

Desta forma, analisando Pi

δ̆
e 1

k−qp

[
∑k

j=qp
ĕi

j
δ̆

T
]

quando k → ∞, tem-se:

lim
k→∞

Pi

δ̆
−→ P

i

δ̆ (3.85)

1

k − qp

k∑

j=qp

ĕi
j δ̆

T
= Pi

δ̆ĕ
(3.86)

lim
k→∞

Pi

δ̆ĕ
−→ P

i

δ̆ĕ (3.87)

Em outras palavras, Pi

δ̆
converge (com probabilidade 1) para P

i

δ e similarmente, Pi

δ̆ĕ
converge

(com probabilidade 1) para P
i

δ̆ĕ quando k → ∞ (LJUNG, 1999). Assim, para k → ∞, a Eq. (3.82)

é dada como segue:

Ξi
LS = Ξi

R + P
i

δ̆ĕ(P
i

δ̆)
−1 (3.88)

Desta forma, para a estimação paramétrica do i-ésimo submodelo seja convergente e

consistente, ou seja, Ξi
LS

→ Ξi
R

quando k → ∞, as seguintes condições necessárias devem ser

satisfeitas (LJUNG, 1999):

(C.1): P
i

δ é não singular. Esta condição é satisfeita caso uk e ek sejam independentes e uk deve

ser persistentemente excitante, com k suficientemente grande;

(C.2): ek é descrito por uma sequência de ruído branco. Neste caso P
i

δe = 0, uma vez que ek

não é dependente de dados até o instante k − 1.

(C.3): Em consequência de (C.1), o grau de ativação deve ser maior que zero, ou seja, γi
j
>

0 ∀i, ∀ j.

3.6 Aspectos sobre estabilidade de estimação

Seja a estimação recursiva dos parâmetros de Markov, dada pela Eq. (3.58):

Ξi
k+1 = Ξi

k +

[
y̆i

k+1 − Ξi
k δ̆

i

k+1

]
(δ̆

i

k+1)
TPi

k+1 (3.89)

Considerando (δ̆
i

k+1)
TPi

k+1
= Ği

k
, a Eq. (3.89) é formulada como segue:

Ξi
k+1 = Ξi

k +

[
y̆k+1 − Ξi

k δ̆
i

k+1

]
Ği

k+1 (3.90)

Reformulando a Eq. (3.90), tem-se:

Ξi
k+1 = Ξi

k

(
I − (δ̆

i

k+1)Ğ
i
k+1

)
+ y̆k+1Ği

k+1 (3.91)
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Se um erro eΞi
k0

é introduzido no instante k0, a partir da Eq. (3.91), a propagação do erro do

instante k0 até k + 1 é dado por:

∆Ξi
k
= eΞi

k0

k+1∏

j=k0

(
I − (δ̆

i

j+1)Ğ
i
j+1

)
(3.92)

Baseado na Hipótese 3.1 e c = cR, as propriedades da propagação do erro é dependente de:

Φ(k0, k + 1) =

k+1∏

j=k0

(
I − (δ̆

i

j+1)Ğ
i
j+1

)
(3.93)

Baseado na Eq. (3.56), a matriz P̆i
k

pode ser expressa como segue:

P̆i
k =

[
k∑

j=qp

β
k− j

2
δ̆ j δ̆

T

j

]−1

(3.94)

Assim, a Eq. (3.93) é expressa como segue:

Φ(k0, k + 1) = β
k−k0+1

2
P̆i

k0
(P̆i

k+1)
−1 (3.95)

Uma vez que (P̆i
k
)−1 permanece uniformemente limitada e o fator de esquecimento

β2 < 1, pode ser afirmado que o efeito do erro ∆Ξi
k

na estimação recursiva dada pela Eq. (3.90)

decai exponencialmente (LJUNG; LJUNG, 1985). Sendo β2 = 1, então P̆i
k0
(P̆i

k
)−1 ≤ I, o que

significa estabilidade de estimação dos parâmetros do consequente.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste capítulo, a eficiência e aplicabilidade da metodologia proposta, de acordo com

a formulação matemática apresentada no Capítulo 3, são discutidas por meio de resultados

computacionais e experimentais, os quais são: identificação de um sistema dinâmico SISO

não-linear, identificação recursiva de um sistema dinâmico multivariável com não-linearidade

complexa combinada, identificação recursiva de um sistema dinâmico não-linear multivariável

e variante no tempo, identificação recursiva de um evaporador industrial de quatro estágios e

a identificação recursiva de um helicóptero com dois graus de liberdade (2DoF, no inglês 2

Degrees-of-Freedom).

A fim de avaliar e comprovar os resultados obtidos com o modelo neuro-fuzzy tipo-2

proposto, os seguintes critérios são utilizados:

• contabilização da variância (VAF, no inglês Variance Accounted For):

VAF(%) =

[
1 −

var(y − ŷ)

var(y)

]
× 100 (4.1)

onde var(•) é a variância do sinal.

• Erro médio quadrático (MSE, no inglês Mean Square Error):

MSE =
1

N

N∑

k=1

(yk − ŷk)
2 (4.2)

onde y é a saída do sistema dinâmico, ŷ é a saída estimada e N é a quantidade de dados da

base de dados.

• Erro médio quadrático normalizado (NMSE, no inglês Normalized Mean Square Error):

NMSE =
1

N

N∑

k=1

(yk − ŷk)
2

max(y) − min(y)
(4.3)

onde NMSE ∈ [0,1].

• Raiz quadrada do erro médio quadrático (RMSE, no inglês Root Mean Square Error):

RMSE =

√√√
1

N

N∑

k=1

(yk − ŷk)2 (4.4)

• Índice de erro não-dimensional (NDEI, no inglês Non-Dimensional Error Index):

NDEI =
RMSE
std(y)

(4.5)

onde std(•) é o desvio padrão.
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• Coeficiente R2:

R2
=

∑N
k−1(yk − media(y))2

∑N
k−1(yk − media(y))2 +

∑N
k−1(yk − ŷk)

(4.6)

onde media(•) é o valor médio do sinal.

Em relação aos parâmetros do algoritmo proposto, são descritos nos experimentos os

conjuntos de parâmetros que produziram os melhores resultados de estimação.

4.1 Resultados computacionais

4.1.1 Sistema dinâmico SISO não-linear

O sistema dinâmico SISO não-linear, amplamente utilizado na literatura, é regido pela

equação abaixo:

yk+1 =
yk

1 + y
2
k

+ u3
k (4.7)

onde yk é a saída do sistema dinâmico e uk = sin(2πk/100) é o sinal de entrada. Para esta

simulação, 50200 amostras de entrada/saída foram geradas, onde as amostras k = 1, 2, . . . , 50000

foram utilizadas para a etapa de treinamento e as amostras k = 50001, 50002, . . . , 50200 foram

utilizadas para a etapa de validação. Nas Figs. 14–17 são mostradas os conjuntos de treinamento

e de validação de entrada e saída, tal que, para melhor visualização, o conjunto de treinamento é

ilustrado entre as amostras k = 1, 2, . . . , 4000.

Figura 14 – Conjuntos de dados do sinal de entrada do sistema dinâmico SISO não-linear para a
etapa de treinamento.
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Figura 15 – Conjuntos de dados do sinal de entrada do sistema dinâmico SISO não-linear para a
epata de validação.
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Figura 16 – Conjuntos de dados do sinal de saída do sistema dinâmico SISO não-linear para a
etapa de treinamento.
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Figura 17 – Conjuntos de dados do sinal de saída do sistema dinâmico SISO não-linear para a
etapa de validação.
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De modo a representar o comportamento do sistema dinâmico SISO não-linear, o sistema

de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar no espaço de estados apresenta a seguinte base de
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regra:

Regra i : SE zk =
[
uk−1 yk−1

]
é Z̃ i ENTÃO

{
xi

k+1
= Aixi

k
+ Biuk

y
i
k
= Cixi

k
+ Diuk

(4.8)

onde o centro de Z̃ i é dado por zi∗
k
= [ui∗

y
i∗].

Para a implementação do algoritmo proposto, se adotou a seguinte parametrização:

mµ = 0.9 (máximo valor da FPI); λ = 0.01 (probabilidade de sucesso); α = 7 × 10−4 (taxa de

aprendizagem do algoritmo de agrupamento); Tρ = 0.7 (limiar de compatibilidade); w = 50

(janela de tempo do algoritmo de agrupamento); σ1 = 0.10 (constante para inicialização da matriz

de dispersão); σ2 = 10−6 (constante para inicialização dos graus de incerteza); ζ = 3 × 10−4

(taxa de aprendizado do FKE); β1 = 1 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros

do redutor de tipo); β2 = 1 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros de Markov);

β3 = 1 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros do modelo no espaço de estados);

r1 = 10−6 (constante para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo para os

estados); r2 = 10−6 (constante para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo

para as saídas); r3 = 30 (constante para inicialização da matriz de covariância - FKE); r4 = 101

(constante para inicialização da matriz de covariância - estimação dos parâmetros de Markov);

r5 = 101 (constante para inicialização da matriz de covariância - estimação do modelo no espaço

de estados); qp = 8 (deslocamento a esquerda no tempo discreto k); q f = 6 (deslocamento a

direita no tempo discreto k); n = 2 (ordem do sistema); S = [In×n 0n×(qpqf −n)]; κ = 0 (constante

para inicialização do primeiro modelo no espaço de estados).

A variação do número de regras, durante a etapa de treinamento, é ilustrada na Fig. 18. Na

amostra 121, a segunda regra é criada; na amostra 151 é criada a terceira regra; na amostra 164 é

criada a quarta regra; o número de regras é 5 na amostra 175; na amostra 187 dois agrupamentos

são fundidas e o número de regras é 4; na amostra 196 o número de regras é 5; dois agrupamentos

são fundidos na amostra 201 e o número de regras é 4; no final da etapa de treinamento, o modelo

neuro-fuzzy tipo-2 intervalar apresentou 4 regras.

Figura 18 – Variação do número de regras na etapa de treinamento do modelo neuro-fuzzy tipo-2
intervalar para identificação do sistema dinâmico SISO não-linear
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A estimação recursiva dos pesos υx,l
j

�� j=1,2 , υx,r
j

�� j=1,2 , υy,l
1

e υy,r
1

, na camada de redução

de tipo, é ilustrada nas Figs. 19–20. De acordo com a estimação dos pesos adaptativos, observa-se

a eficiência do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para definir o comportamento do sistema

dinâmico SISO não-linear, através da soma ponderada dos limites inferior e superior das regiões

de incerteza obtidas na camada IV (camada de composição das regras) nas Eqs. (3.8)–(3.11).

Figura 19 – Variação dos pesos adaptativos υy,l
1

e υy,r
1

, na camada de redução de tipo, usados na
soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a regões de incerteza,
para a saída do sistema dinâmico SISO não-linear.
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Figura 20 – Variação dos pesos adaptativos υx,l
j

�� j=1,2 e υx,r
j

�� j=1,2 , na camada de redução de tipo,
usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a regões
de incerteza para os estados do sistema dinâmico SISO não-linear.
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A estimação recursiva das matrizes dinâmicas Ai |i=1,...,4 na proposição do consequente

do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar, na etapa de treinamento, é ilustrada nas Figs. 21–24.

Uma vez que o i-ésimo modelo linear no espaço de estados representa o comportamento linear

do sistema dinâmico SISO não-linear em um ponto de operação definido a cada nova amostra,

respectivamente, conclui-se, a partir da metodologia proposta, a eficiência do modelo neuro-fuzzy

tipo-2 intervalar, através da combinação linear dos modelos no espaço de estados na camada do

consequente, em modelar a não-linearidade inerente ao conjunto de dados, recursivamente.
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Figura 21 – Variação dos elementos da matriz A1, na etapa de treinamento, para identificação do
sistema dinâmico SISO não-linear.
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Figura 22 – Variação dos elementos da matriz A2, na etapa de treinamento, para identificação do
sistema dinâmico SISO não-linear
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Figura 23 – Variação dos elementos da matriz A3, na etapa de treinamento, para identificação do
sistema dinâmico SISO não-linear.
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Figura 24 – Variação dos elementos da matriz A4, na etapa de treinamento, para identificação do
sistema dinâmico SISO não-linear.
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A estimação recursiva de ψi |i=1,...,4 que são usados para representar os graus de incertezas

e calcular a RdI das funções de pertinências, é ilustrada na Figs. 25–28.

Figura 25 – Variação dos elementos do vetor ψ1, na etapa de treinamento, para identificação do
sistema dinâmico SISO não-linear.
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Figura 26 – Variação dos elementos do vetor ψ2, na etapa de treinamento, para identificação do
sistema dinâmico SISO não-linear
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Figura 27 – Variação dos elementos do vetor ψ3, na etapa de treinamento, para identificação do
sistema dinâmico SISO não-linear.
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Figura 28 – Variação dos elementos do vetor ψ4, na etapa de treinamento, para identificação do
sistema dinâmico SISO não-linear.
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A base de regras do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar obtida na etapa de treinamento

é dada a seguir:

Regra1 : SE zk é Z̃ i ENTÃO




xi
k+1
=

[
1.0508 0.2210

−0.0818 0.8092

]

xi
k
+

[
0.1606

−0.0940

]

uk

yk =
[
1.0233 0.0194

]
xk − 0.0034uk

(4.9)

Regra2 : SE zk é Z̃ i ENTÃO




xi
k+1
=

[
0.8310 0.0585

0.0827 0.9558

]

xi
k
+

[
0.2756

−0.1549

]

uk

yk =
[
1.0210 0.0134

]
xk − 0.0054uk

(4.10)

Regra3 : SE zk é Z̃ i ENTÃO




xi
k+1
=

[
0.8576 0.0807

0.0727 0.9275

]

xi
k
+

[
0.2730

−0.1776

]

uk

yk =
[
1.0208 0.0128

]
xk − 0.0044uk

(4.11)
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Regra4 : SE zk é Z̃ i ENTÃO




xi
k+1
=

[
0.9518 0.1270

0.0064 0.9047

]

xi
k
+

[
0.1754

−0.0981

]

uk

yk =
[
1.0197 0.0169

]
xk + −0.0026uk

(4.12)

onde os parâmetros das funções de pertinência tipo-2 intervalar são dados abaixo:

Regra1 : Σ̄1
=

[
0.0715 −0.0006

−0.0006 0.0713

]

, Σ1
=

[
0.0711 −0.0006

−0.0006 0.0708

]

z1∗
=

[
0.3354

0.4385

]

(4.13)

Regra2 : Σ̄2
=

[
0.0652 −0.0016

−0.0016 0.0639

]

, Σ2
=

[
0.0652 −0.0016

−0.0016 0.0638

]

z2∗
=

[
0.9347

0.8801

]

(4.14)

Regra3 : Σ̄3
=

[
0.0605 −0.0019

−0.0019 0.0590

]

, Σ3
=

[
0.0605 −0.0019

−0.0019 0.058

]

z3∗
=

[
0.0681

0.1167

]

(4.15)

Regra4 : Σ̄4
=

[
0.0726 −0.0006

−0.0006 0.0723

]

, Σ4
=

[
0.0723 −0.0006

−0.0006 0.0719

]

z4∗
=

[
0.6665

0.5627

]

(4.16)

A resposta do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar obtida na etapa de treinamento, para

rastrear a saída do sistema dinâmico SISO não-linear na etapa de validação é ilustrada na Fig. 29.

A análise comparativa da metodologia proposta com outras amplamente citada na literatura, tais

como SEIT2FNN (JUANG; TSAO, 2008), eT2FIS (TUNG; QUEK; GUAN, 2013), TSCIT2FNN

(LIN; CHANG; LIN, 2014) and McIT2FIS (DAS; SUBRAMANIAN; SUNDARAM, 2015), é

mostrada na Tab. 2, na qual observa-se uma performance competitiva.
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Figura 29 – A resposta temporal do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar, na etapa de validação,
para o rastreio da saída do sistema dinâmico SISO não-linear.
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Tabela 2 – Análise comparativa da metodologia proposta com algumas metodologias amplamente
citadas na literatura, baseada no critério RMSE

Modelo Referência Número de regras Número de parâmetros RMSE

SEIT2FNN (JUANG; TSAO, 2008) 3 36 0.0062

eT2FIS (TUNG; QUEK; GUAN, 2013) 14 — 0.0520

TSCIT2FNN (LIN; CHANG; LIN, 2014) 3 36 0.0084

McIT2FIS (DAS; SUBRAMANIAN; SUNDARAM, 2015) 5 — 0.0008

Proposta — 4 66 0.0052

Fonte: Autor

4.1.2 Sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa combinada

O sistema dinâmico multivariável não-linear que possui duas entradas u = [u1 u2] e duas

saídas y = [y1 y2] e apresenta uma não-linearidade complexa combinada, é governado pelas

seguintes equações:

v1,k = 1.674u1,k + 0.837u2
1,k − 0.5816u2,k − 0.2908u2

2,k

v2,k = −0.141u1,k + 0.0705u2
1,k − 0.1614u2,k + 0.0807u2

2,k (4.17)

yk =

[
−0.025 −0.100

0.190 −0.050

]

yk−1 +

[
1.025 0.100

−0.190 1.050

]

vk−1 (4.18)

onde u1,k e u2,k são entradas, vk =
[
v1,k v2,k

]T
é o vetor de sinais intermediários e yk ∈ ℜ2×1 é o

vetor de saídas. Um conjunto de 1500 dados de entrada/saída foi gerado. Os sinais de entrada são

múltiplos degraus de magnitude aleatória com distribuição uniforme entre [−2,2]. O conjunto de

entradas/saídas gerado é ilustrado nas Figs. 30–33.
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Figura 30 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa
para entrada u1.
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Figura 31 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa
para entrada u2.

0 500 1000 1500

Amostras

-2

-1

0

1

2

Fonte: Autor

Figura 32 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa
para saída y1.
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Figura 33 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa
para saída y2.
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De modo a representar o comportamento do sistema dinâmico multivariável com não-

linearidade complexa, o sistema de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar no espaço de estados

apresenta a seguinte base de regra:

Regra i : SE zk = [uT
k−1 yT

k−1] é Z̃ i ENTÃO

{
xi

k+1
= Aixi

k
+ Biuk

y
i
k
= Cixi

k
+ Diuk

(4.19)

onde o centro de Z̃ i é dado por zi∗
k
= [ui∗

1
ui∗

2
y

i∗
1

y
i∗
2
].

Para a implementação do algoritmo proposto, se adotou a seguinte parametrização:

mµ = 0.8 (máximo valor da FPI); λ = 0.05 (probabilidade de sucesso); α = ×10−3 (taxa de

aprendizagem do algoritmo de agrupamento); Tρ = 0.5 (limiar de compatibilidade); w = 40

(janela de tempo do algoritmo de agrupamento); σ1 = 0.095 (constante para inicialização da

matriz de dispersão); σ2 = 10−5 (constante para inicialização dos graus de incerteza); ζ = 3×10−3

(taxa de aprendizado do FKE); β1 = 1 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros do

redutor de tipo); β2 = 0.9999 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros de Markov);

β3 = 0.9999 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros do modelo no espaço de

estados); r1 = 10−2 (constante para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo para

os estados); r2 = 10−2 (constante para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo

para as saídas); r3 = 30 (constante para inicialização da matriz de covariância - FKE); r4 = 103

(constante para inicialização da matriz de covariância - estimação dos parâmetros de Markov);

r5 = 103 (constante para inicialização da matriz de covariância - estimação do modelo no espaço

de estados); qp = 9 (deslocamento a esquerda no tempo discreto k); q f = 6 (deslocamento a

direita no tempo discreto k); n = 6 (ordem do sistema); S = [In×n 0n×(qpqf −n)]; κ = 2 × 10−2

(constante para inicialização do primeiro modelo no espaço de estados).

A variação do número de regras, de acordo com o comportamento do sistema dinâmico

multivariável com não-linearidade complexa dada pelo fluxo de dados, é ilustrada na Fig. 34. Na

amostra 34 a segunda regra é criada; na amostra 81 é criada a terceira regra; na amostra 85 é

criada a quarta regra; o número de regras é 5 na amostra 175; na amostra 187 dois agrupamentos

são fundidos e o número de regras é 3; o número de regras é 10 na amostra 390; na amostra 576 o
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número de regras é 11; na amostra 653 o número de regras é 13; dois agrupamentos são fundidos

na amostra 813 e o número de regras diminui para 12; o número de regras é 16 na amostra 975;

na amostra 1246 e o número de regras é 19; no final da etapa de identificação recursiva, o modelo

neuro-fuzzy tipo-2 intervalar apresentou 14 regras.

Figura 34 – Variação do número de regras no processo evolutivo do modelo neuro-fuzzy tipo-
2 intervalar para identificação recursiva do sistema dinâmico multivariável com
não-linearidade complexa
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A estimação recursiva do pesos υx,l
j

�� j=1,...,6 , υx,r
j
| j=1,...,6, υy,l

j
| j=1,2 e υy,r

j
| j=1,2, na camada

de redução de tipo, é ilustrada nas Figs. 35–36. De acordo com a estimação dos pesos adaptativos,

observa-se a eficiência do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para definir o comportamento do

sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa, através da soma ponderada dos

limites inferior e superior das regiões de incerteza obtidas na camada IV (camada de composição

das regras) nas Eqs. (3.8)–(3.11).

Figura 35 – Variação dos pesos adaptativos υy,l
j
| j=1,2 e υy,r

j
| j=1,2, na camada de redução de tipo,

usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a regões
de incerteza, para a saída do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade
complexa.
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Figura 36 – Variação dos pesos adaptativos υx,l
j
| j=1,...,6 e υx,r

j
| j=1,...,6, na camada de redução de

tipo, usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a
regões de incerteza para os estados do sistema dinâmico multivariável com não-
linearidade complexa.
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Por questões de visualização e interpretabilidade, a estimação recursiva dos elementos

da diagonal principal para algumas matrizes dinâmicas Ai |i=1,4,7,10 na proposição do consequente

do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar é ilustrada nas Figs. 37–40. Uma vez que o i-ésimo

modelo linear no espaço de estados representa o comportamento linear do sistema dinâmico

multivariável com não-linearidade complexa em um ponto de operação definido a cada nova

amostra, respectivamente, conclui-se, a partir da metodologia proposta, a eficiência do modelo

neuro-fuzzy tipo-2 intervalar, através da combinação linear evolutiva dos modelos no espaço de

estados na camada do consequente, em modelar a não-linearidade inerente ao conjunto de dados,

recursivamente.

Figura 37 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A1 para identifi-
cação do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.
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Figura 38 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A4 para identifi-
cação do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.
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Figura 39 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A7 para identifi-
cação do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.

0 500 1000 1500

Amostras

-2

0

2

4

Fonte: Autor

Figura 40 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A10 para identifi-
cação do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.
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A estimação recursiva para alguns vetores ψi |i=1,4,7,10 que são usados para representar os

graus de incertezas e calcular a RdI das funções de pertinências, é ilustrada na Figs. 41–44.
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Figura 41 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ1 para identificação do sistema dinâ-
mico multivariável com não-linearidade complexa.
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Figura 42 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ4 para identificação do sistema dinâ-
mico multivariável com não-linearidade complexa.
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Figura 43 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ7 para identificação do sistema dinâ-
mico multivariável com não-linearidade complexa.
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Figura 44 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ10 para identificação do sistema
dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.
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As respostas do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para rastrear as saídas do sistema

dinâmico multivariável com não-linearidade complexa, na etapa de identificação recursiva, são

ilustradas nas Figs. 45–46. A análise comparativa, ilustrando o melhor desempenho da metodolo-

gia proposta em relação à sua contrapartida tipo-1, segundo critério de MSE, é apresentada na

Tab. 3.

Figura 45 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y1 do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.
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Figura 46 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y2 do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.

0 500 1000 1500

Amostras

-2

-1

0

1

2

3

Real

Estimado

Fonte: Autor

Tabela 3 – Análise comparativa da metodologia proposta relacionada à sua contraparte do tipo 1,
com base no critério de MSE (melhores valores em negrito).

Proposta Contraparte tipo-1

MSE
y1 0.1873 0.2076

y2 0.0091 0.0116

As estimações das não-linearidades estáticas superior e inferior são ilustradas nas Figs.

47–48. Uma vez que o cálculo das saídas tipo-2 são baseadas nas incertezas estimadas a partir dos

dados experimentais, pode-se observar que a metodologia proposta calcula as superfícies inferior

e superior em torno da superfície real. A estimação da não-linearidades estáticas vk = f (uk) do

sistema dinâmico multivariável são ilustradas nas Figs. 49–50.
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Figura 47 – Não-linearidade estática complexa real (superfície colorida) do sistema dinâmico
multivariado e suas estimativas superior (linha sólida azul) e inferior (linha sólida
preta) para o sinal v1.

FONTE: Autor

Figura 48 – Não-linearidade estática complexa real (superfície colorida) do sistema dinâmico
multivariado e suas estimativas superior (linha sólida azul) e inferior (linha sólida
preta) para o sinal v2.

FONTE: Autor



Capítulo 4. Resultados e Discussões 92

Figura 49 – Não-linearidade estática complexa reais (superfícies coloridas) e estimadas (linha
sólida preta) v1 = f (uk) do sistema dinâmico multivariável. Gráfico da esquerda:
estimativa de não-linearidade estática complexa; gráfico da direita: erro na estimativa
da não-linearidade estática complexa
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Figura 50 – Não-linearidade estática complexa reais (superfícies coloridas) e estimadas (linha
sólida preta) v2 = f (uk) do sistema dinâmico multivariável. Gráfico da esquerda:
estimativa de não-linearidade estática complexa; gráfico da direita: erro na estimativa
da não-linearidade estática complexa
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4.1.3 sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo

O sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo é governado pelas se-

guintes equações:
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vk =




v1,k =
1

v
2
1,k−1 + 1

+
1

v
2
3,k−1 − 5

+ u3
4,k

v2,k = 0.1v2,k−1v4,k−1 − 0.2u2,k

v3,k = 0.3v3,k−1 − 0.1v2,k−1 + u3
3,k

− 0.01u4,k−1

v4,k = 0.3v4,k−1 + 0.2u1,k − 0.3u4,k

(4.20)

yk =



f1,k 0 0 0

f2,k 8 −1 0

1 20 f1,k 0 1

0 −12 f2,k 2

1 f2,k 0 4

0 8 f1,k 0.5 −0.5



vk (4.21)

com

f1,k =




1 if k ≤ 1100

sin

(
2πk/150

)
if 1100 < k ≤ 2700

−1 if k > 2700

(4.22)

f2,k =




0 if k ≤ 2700

−1.5 if k > 2700
(4.23)

onde u1,k , u2,k , u3,k e u4,k são entradas, vk = [v1,k v2,k v3,k v4,k]
T é o vetor de sinais intermediários,

yk ∈ ℜ6×1 é o vetor de saídas, f1,k e f2,k são parâmetros variante no tempo. Foram obtidas

4200 amostras de entrada/saída, onde Os sinais de entrada são múltiplos degraus de magnitude

aleatória com distribuição uniforme entre [−1, 1] foram usados para as entradas [u1,k u2,k u3,k]

e u4,k = cos(2πk/250). O conjunto de dados de entrada/saída utilizado na simulação é ilustrado

nas Figs.51 -60.

Figura 51 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para entrada u1.
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Figura 52 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para entrada u2.
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Figura 53 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para entrada u3.
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Figura 54 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para entrada u4.
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Figura 55 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para saída y1.
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Figura 56 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para saída y2.
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Figura 57 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para saída y3.
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Figura 58 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para saída y4.
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Figura 59 – Conjunto de dados sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para saída y5.
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Figura 60 – Conjunto de dados do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo
para saída y6.
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De modo a representar o comportamento do sistema dinâmico multivariável não-linear

variante no tempo, o sistema de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar no espaço de estados
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apresenta a seguinte base de regra:

Regra i : SE zk = [uT
k−1 yT

k−1] é Z̃ i ENTÃO

{
xi

k+1
= Aixi

k
+ Biuk

y
i
k
= Cixi

k
+ Diuk

(4.24)

onde o centro de Z̃ i é dado por zi∗
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Para a implementação do algoritmo proposto, se adotou a seguinte parametrização:

mµ = 0.9 (máximo valor da FPI); λ = 0.05 (probabilidade de sucesso); α = 4×10−4 (taxa

de aprendizagem do algoritmo agrupamento); Tρ = 0.21 (limiar de compatibilidade); w = 60

(janela de tempo do algoritmo de agrupamento); σ1 = 0.21 (constante para inicialização da matriz

de dispersão); σ2 = 10−7 (constante para inicialização dos graus de incerteza); ζ = 3 × 10−4

(taxa de aprendizado do FKE); β1 = 1 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros do

redutor de tipo); β2 = 0.9999 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros de Markov);

β3 = 0.998 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros do modelo no espaço de estados);

r1 = 10−2 (constante para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo para os

estados); r2 = 10−2 (constante para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo

para as saídas); r3 = 30 (constante para inicialização da matriz de covariância - FKE); r4 = 104

(constante para inicialização da matriz de covariância - estimação dos parâmetros de Markov);

r5 = 102 (constante para inicialização da matriz de covariância - estimação do modelo no espaço

de estados); qp = 14 (deslocamento a esquerda no tempo discreto k); q f = 8 (deslocamento a

direita no tempo discreto k); n = 6 (ordem do sistema); S = [In×n 0n×(qpqf −n)]; κ = 0 (constante

para inicialização do primeiro modelo no espaço de estados).

A variação do número de regras, de acordo com a novo comportamento dado a cada

amostra do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo, durante a identificação

recursiva é ilustrada na Fig. 61. Na amostra 85 a segunda regra é criada; na amostra 177 a terceira

regra é criada; na amostra 557 a quarta regra é criada; o número de regras é 5 na amostra 586;

na amostra 707 dois agrupamentos são fundidos e o número de regras decai para 4; na amostra

838 o número de regras é 5; na amostra 901 número de regras é 6; o número de regras é 10 na

amostra 223; dois agrupamentos são fundidos na amostra 365 e o número de regras decai para

13; o número de regras é 15 na amostra 409; entre as amostras 1000 e 1002, o número de regras

decai de 6 para 4; na amostra 1100, a variável f1(k) é alterada e o número de regras aumenta de 4

para 5 na amostra 1125; entre as amostras 1241 e 1534, o número de regras decai de 6 para 2; na

amostra 2700 o número de regras é 8 e a variável f1(k) e f2(k) são alteradas; entre as amostras

2790 e 2844, o número de regras decai de 8 para 6; na amostra 3551 o número de regras é de 12;

no final da etapa de identificação recursiva, o modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar apresentou

11 regras.
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Figura 61 – Variação do número de regras no processo evolutivo do modelo neuro-fuzzy tipo-2
intervalar para identificação recursiva do sistema dinâmico multivariável não-linear
variante no tempo. As linhas vermelhas verticais correspondem ao instante no qual
uma mudança em f1(k) e f2(k) ocorre para o sistema dinâmico multivariado não
linear variante no tempo.
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A estimação recursiva do pesos υx,l
j

�� j=1,2 , υx,r
j
| j=1,...,6, υy,l

j
| j=1,...,6 e υy,r

j
| j=1,2, na camada

de redução de tipo, é ilustrada nas Figs. 62–63. De acordo com a estimação dos pesos adaptativos,

observa-se a eficiência do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para definir o comportamento do

sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo, através da soma ponderada dos

limites inferior e superior das regiões de incerteza obtidas na camada IV (camada de composição

das regras) nas Eqs. (3.8)–(3.11).

Figura 62 – Variação dos pesos adaptativos υy,l
j
| j=1,...,6 e υy,r

j
| j=1,...,6, na camada de redução de

tipo, usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com
a regões de incerteza, para a saída do sistema dinâmico multivariável não-linear
variante no tempo. As linhas vermelhas verticais correspondem ao instante no qual
uma mudança em f1(k) e f2(k) ocorre.
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Figura 63 – Variação dos pesos adaptativos υx,l
j
| j=1,...,6 e υx,r

j
| j=1,...,6, na camada de redução de

tipo, usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a
regões de incerteza para os estados do sistema dinâmico multivariável não-linear
variante no tempo. As linhas vermelhas verticais correspondem ao instante no qual
uma mudança em f1(k) e f2(k) ocorre.
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Por questões de visualização e interpretabilidade, a estimação recursiva dos elementos

da diagonal principal para algumas matrizes dinâmicas Ai |i=1,4,7,10 na proposição do consequente

do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar é ilustrada nas Figs. 64–67. Uma vez que o i-ésimo

modelo linear no espaço de estados representa o comportamento linear do sistema dinâmico

multivariável não-linear variante no tempo em um ponto de operação definido a cada nova

amostra, respectivamente, conclui-se, a partir da metodologia proposta, a eficiência do modelo

neuro-fuzzy tipo-2 intervalar, através da combinação linear evolutiva dos modelos no espaço de

estados na camada do consequente, em modelar a não-linearidade e o comportamento variante

no tempo inerente ao conjunto de dados, recursivamente.

Figura 64 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A2 para identifi-
cação do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo. As linhas
vermelhas verticais correspondem ao instante no qual uma mudança em f1(k) e
f2(k) ocorre.
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Figura 65 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A4 para identifi-
cação do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo. As linhas
vermelhas verticais correspondem ao instante no qual uma mudança em f1(k) e
f2(k) ocorre.
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Figura 66 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A6 para identifi-
cação do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo. As linhas
vermelhas verticais correspondem ao instante no qual uma mudança em f1(k) e
f2(k) ocorre.
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Figura 67 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A8 para identifi-
cação do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo. As linhas
vermelhas verticais correspondem ao instante no qual uma mudança em f1(k) e
f2(k) ocorre.
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A estimação recursiva para alguns vetores ψi |i=2,4,6,8 que são usados para representar os

graus de incertezas e calcular a RdI das funções de pertinências, são ilustradas na Figs. 68–71.

Figura 68 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ2 para identificação do sistema di-
nâmico multivariável não-linear variante no tempo. As linhas vermelhas verticais
correspondem ao instante no qual uma mudança em f1(k) e f2(k) ocorre.
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Figura 69 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ4 para identificação do sistema di-
nâmico multivariável não-linear variante no tempo. As linhas vermelhas verticais
correspondem ao instante no qual uma mudança em f1(k) e f2(k) ocorre.
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Figura 70 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ6 para identificação do sistema di-
nâmico multivariável não-linear variante no tempo. As linhas vermelhas verticais
correspondem ao instante no qual uma mudança em f1(k) e f2(k) ocorre.
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Figura 71 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ8 para identificação do sistema di-
nâmico multivariável não-linear variante no tempo. As linhas vermelhas verticais
correspondem ao instante no qual uma mudança em f1(k) e f2(k) ocorre.
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As respostas do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para rastrear as saídas do sistema

dinâmico multivariável não-linear variante no tempo, na etapa de identificação recursiva, são

ilustradas na Figs. 72–77. As performances da metodologia proposta, de acordo com os critérios

RMSE, NDEI and R2, são apresentadas na Tab. 4, na qual são observadas as suas potencialidades

em rastrear o comportamento variante no tempo de sistemas dinâmicos multivariável proposto

como benchmark nesta dissertação.

Figura 72 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y1 do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo.
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Figura 73 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y2 do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo.
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Figura 74 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y3 do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Amostras

-4

-2

0

2

4

6

8 Real
Estimado

FONTE: Autor

Figura 75 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y4 do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo.
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Figura 76 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y5 do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo.
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Figura 77 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y6 do sistema dinâmico multivariável não-linear variante no tempo.
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Tabela 4 – Análise quantitativa da metodologia proposta, baseada nos critérios RMSE, NDEI e
R2

Critério y1 y2 y3 y4 y5 y6

RMSE 0.1004 0.1799 0.4361 0.1972 0.1166 0.1672

NDEI 0.1242 0.1227 0.1788 0.0943 0.0996 0.1616

R2 0.9846 0.9850 0.9685 0.9911 0.9902 0.9740

4.2 Resultados experimentais

4.2.1 Evaporador industrial de quatro estágios

O evaporador industrial de quatro estágios é um sistema dinâmico multivariável aplicado

para reduzir o conteúdo liquido de um determinado insumo (ZHU et al., 1994; LUO; SONG,
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2014). Este sistema possui três entradas (o fluxo de alimentação do primeiro estágio do evapo-

rador, o fluxo de vapor do primeiro estágio do evaporador e o fluxo da água de resfriamento)

e três saídas (o conteúdo de matéria seca, o fluxo do produto a ser produzido e a temperatura

do produto). O conjunto de dados experimentais utilizado consiste de 6305 amostras que estão

disponíveis em DaISy: Database for the Identification of Systems1. O conjunto de dados é

ilustrado nas Figs. 78–83. De acordo com o processo de identificação adotado, apenas 5000

amostras são consideradas, onde as amostras k = 1, 2, . . . , 2000 foram utilizadas para o processo

de treino e as amostras k = 2001, 2002, . . . , 5000 foram utilizadas para o etapa de identificação

recursiva.

Figura 78 – Conjunto de dados do evaporador industrial para entrada u1, onde gráfico da esquerda
mostra o conjunto total e o da direita, as 200 primeiras amostras
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Figura 79 – Conjunto de dados do evaporador industrial para entrada u2, onde gráfico da esquerda
mostra o conjunto total e o da direita, as 200 primeiras amostras
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1 ver https://homes.esat.kuleuven.be/∼tokka/daisydata.html



Capítulo 4. Resultados e Discussões 106

Figura 80 – Conjunto de dados do evaporador industrial para entrada u3, onde gráfico da esquerda
mostra o conjunto total e o da direita, a 200 primeiras amostras
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Figura 81 – Conjunto de dados do evaporador industrial para saída y1.
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Figura 82 – Conjunto de dados do evaporador industrial para saída y2.
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Figura 83 – Conjunto de dados do evaporador industrial para saída y3.
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De modo a representar o comportamento do evaporador industrial, o sistema de inferência

neuro-fuzzy tipo-2 intervalar no espaço de estados apresenta a seguinte base de regra:

Regra i : SE zk = [uT
k−1 yT

k−1] é Z̃ i ENTÃO

{
xi

k+1
= Aixi

k
+ Biuk

y
i
k
= Cixi

k
+ Diuk

(4.25)

onde o centro de Z̃ i é dado por zi∗
k
= [ui∗

1
ui∗

2
ui∗

3
y

i∗
1
y

i∗
2
y

i∗
3
].

Para a implementação do algoritmo proposto, se adotou a seguinte parametrização:

mµ = 0.9 (máximo valor da FPI); λ = 0.05 (probabilidade de sucesso); α = 2 × 10−4 (taxa de

aprendizagem do agrupamento); Tρ = 0.35 (limiar de compatibilidade); w = 60 (janela de tempo

do agrupamento); σ1 = 0.21 (constante para inicialização da matriz de dispersão); σ2 = 10−7

(constante para inicialização dos graus de incerteza); ζ = 5 × 10−4 (taxa de aprendizado do

FKE); β1 = 1 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros do redutor de tipo); β2 =

0.9999 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros de Markov); β3 = 0.9999 (fator de

esquecimento - estimação dos parâmetros do modelo no espaço de estados); r1 = 10−2 (constante

para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo para os estados); r2 = 10−2 (constante

para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo para as saídas); r3 = 30 (constante

para inicialização da matriz de covariância - FKE); r4 = 104 (constante para inicialização

da matriz de covariância - estimação dos parâmetros de Markov); r5 = 104 (constante para

inicialização da matriz de covariância - estimação do modelo no espaço de estados); qp = 15

(deslocamento a esquerda no tempo discreto k); q f = 6 (deslocamento a direita no tempo discreto

k); n = 6 (ordem do sistema); S = [In×n 0n×(qpqf −n)]; κ = 0 (constante para inicialização do

primeiro modelo no espaço de estados).

A variação do número de regras, de acordo com o comportamento do evaporador indus-

trial dada pelo fluxo de dados, é ilustrada na Fig. 84. Na amostra 81, a segunda regra é criada;

na amostra 84, a terceira regra é criada; na amostra 88 a quarta regra é criada; na amostra 92

o número da regra é 5; na amostra 120 o número da regra é 8; o número de regra é de 10 na

amostra 1191; na etapa de estimativa recursiva, o número de regras aumenta para 11 na amostra
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2378; na amostra 2576 o número da regra é 12; no final do processo evolutivo, o sistema de

inferência neuro-fuzzy tipo-2 tem regras de 14.

Figura 84 – Variação do número de regras no processo evolutivo do modelo neuro-fuzzy tipo-2
intervalar para identificação recursiva do evaporador industrial. A linha vermelha
define o final da etapa de treinamento e o início da etapa de identificação recursiva.
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A estimação recursiva do pesos υx,l
j

�� j=1,...,6 , υx,r
j
| j=1,...,6, υy,l

j
| j=1,...,3 e υy,r

j
| j=1,...,3, na ca-

mada de redução de tipo, é ilustrada nas Figs. 85–86. De acordo com a estimação dos pesos

adaptativos, observa-se a eficiência do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para definir o com-

portamento do evaporador industrial, através da soma ponderada dos limites inferior e superior

das regiões de incerteza obtidas na camada IV (camada de composição das regras) nas Eqs.

(3.8)–(3.11).

Figura 85 – Variação dos pesos adaptativos υy,l
j
| j=1,...,3 e υy,r

j
| j=1,...,3, na camada de redução de

tipo, usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a
regões de incerteza, para a saída do evaporador industrial.

0 1000 2000 3000 4000 5000

Amostras

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

Fonte: Autor



Capítulo 4. Resultados e Discussões 109

Figura 86 – Variação dos pesos adaptativos υx,l
j
| j=1,...,6 e υx,r

j
| j=1,...,6, na camada de redução de

tipo, usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a
regões de incerteza para os estados do evaporador industrial.
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Por questões de visualização e interpretabilidade, a estimação recursiva dos elementos

da diagonal principal para algumas matrizes dinâmicas Ai |i=2,5,8,11 na proposição do consequente

do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar é ilustrada nas Figs. 87–90. Uma vez que o i-ésimo

modelo linear no espaço de estados representa o comportamento linear do evaporador industrial

em um ponto de operação definido a cada nova amostra, respectivamente, conclui-se, a partir

da metodologia proposta, a eficiência do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar, através da

combinação linear evolutiva dos modelos no espaço de estados na camada do consequente, em

modelar a não-linearidade inerente ao conjunto de dados, recursivamente.

Figura 87 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A2 para identifi-
cação do evaporador industrial.
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Figura 88 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A5 para identifi-
cação do evaporador industrial.
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Figura 89 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A8 para identifi-
cação do evaporador industrial.
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Figura 90 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A11 para identifi-
cação do evaporador industrial.
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A estimação recursiva para alguns vetores ψi |i=2,5,8,11 que são usados para representar os

graus de incertezas e calcular a RdI das funções de pertinências, é ilustrada na Figs. 91–94.
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Figura 91 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ2 para identificação do evaporador
industrial.
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Figura 92 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ5 para identificação do evaporador
industrial.
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Figura 93 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ8 para identificação do evaporador
industrial.
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Figura 94 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ11 para identificação do evaporador
industrial.
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As respostas do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para rastrear as saídas do evapo-

rador industrial, na etapa de identificação recursiva, são ilustradas na Figs. 95–97. A análise

comparativa com algumas metodologias proeminentes como RBF-NARX e LSSVM-NARX apre-

sentadas em Dong (2019), é mostrada na Tab. 5, na qual se observa um desempenho competitivo

da metodologia proposta.

Figura 95 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y1 do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.
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Figura 96 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y2 do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.
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Figura 97 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento da
saída y2 do sistema dinâmico multivariável com não-linearidade complexa.
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Tabela 5 – Análise comparativa da metodologia proposta com algumas metodologias proemi-
nentes citadas na literatura, baseadas no critério de RMSE (melhores valores em
negrito)

Saída RBF-NARX LSSVM-NARX Proposta

RMSE

y1 0.245 0.246 0.254

y2 0.399 0.409 0.373

y3 0.138 0.102 0.092

4.2.2 Helicóptero com dois graus de liberdade

O helicóptero com dois graus de liberdade (2DOF), mostrado na Fig.98, é um sistema

multivariável complexo e não-linear que possui alguns parâmetros inacessíveis (SUBRAMA-
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NIAN; ELUMALAI, 2016; ZDEŠAR; DOVŽAN; ŠKRJANC, 2014). O helicóptero 2DOF

possui duas variáveis de entrada: tensão aplicado no rotor principal uφ e a tensão aplicado no

motor da calda uθ; e duas saídas: ângulo de azimute φ e o ângulo de elevação θ.

Figura 98 – Imagem do helicóptero 2DOF.

Fonte: Autor

4.2.2.1 Estimação recursiva sem ruído de medição

Para este experimento, 750 amostras de entradas/saídas foram usadas para identificação

recursiva do helicóptero 2DOF, onde os dados experimentais obtidos são ilustrados nas Figs. 99–

102.

Figura 99 – Conjunto de dados do helicóptero 2DOF para entrada uθ .
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Figura 100 – Conjunto de dados do helicóptero 2DOF para entrada uφ.
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Figura 101 – Conjunto de dados do helicóptero 2DOF para saída φ.
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Figura 102 – Conjunto de dados do helicóptero 2DOF para saída θ.
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De modo a representar o comportamento do helicóptero 2DOF, o sistema de inferência

neuro-fuzzy tipo-2 intervalar no espaço de estados apresenta a seguinte base de regra:

Regra i : SE zk = [uT
k−1 yT

k−1] é Z̃ i ENTÃO

{
xi

k+1
= Aixi

k
+ Biuk

y
i
k
= Cixi

k
+ Diuk

(4.26)

onde o centro de Z̃ i é dado por zi∗
k
= [ui∗

φ ui∗
θ
φi∗ θi∗], yi

k−1
= [φi

k−1
θi

k−1
] e uk−1 = [uφ,k−1 uθ,k−1].

Para a implementação do algoritmo proposto, se adotou a seguinte parametrização:

mµ = 0.95 (máximo valor da FPI); λ = 0.01 (probabilidade de sucesso); α = 10−3 (taxa
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de aprendizagem do agrupamento); Tρ = 0.55 (limiar de compatibilidade); w = 110 (janela

de tempo do agrupamento); σ1 = 0.23 (constante para inicialização da matriz de dispersão);

σ2 = 10−5 (constante para inicialização dos graus de incerteza); ζ = 2×10−3 (taxa de aprendizado

do FKE); β1 = 1 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros do redutor de tipo); β2 =

0.9999 (fator de esquecimento - estimação dos parâmetros de Markov); β3 = 0.9999 (fator de

esquecimento - estimação dos parâmetros do modelo no espaço de estados); r1 = 10−2 (constante

para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo para os estados); r2 = 10−2 (constante

para inicialização da matriz de covariância - redução de tipo para as saídas); r3 = 20 (constante

para inicialização da matriz de covariância - FKE); r4 = 103 (constante para inicialização

da matriz de covariância - estimação dos parâmetros de Markov); r5 = 104 (constante para

inicialização da matriz de covariância - estimação do modelo no espaço de estados); qp = 16

(deslocamento a esquerda no tempo discreto k); q f = 7 (deslocamento a direita no tempo discreto

ks); n = 4 (ordem do sistema); S = [In×n 0n×(qpqf −n)]; κ = 0 (constante para inicialização do

primeiro modelo no espaço de estados).

A variação do número de regras, de acordo com o comportamento do helicóptero 2DOF

dada pelo fluxo de dados, é ilustrada na Fig. 103. Na amostra 111 a segunda regra é criada;

na amostra 149 a terceira regra é criada; na amostra 169, dois agrupamentos são mesclados

e o número de regras é de 2; no exemplo 180 a quarta regra é criada; na amostra 2019, dois

agrupamentos são mesclados e o número de regras é de 3; o número de regra é de 5 na amostra

253; o número de regra é de 6 na amostra 258; o número de regra é de 7 na amostra 422; na

amostra 678 o número de regras é de 8; no final do processo evolutivo, o sistema de inferência

neural-fuzzy tipo-2 tem regras de 8.

Figura 103 – Variação do número de regras no processo evolutivo do modelo neuro-fuzzy tipo-2
intervalar para identificação recursiva do helicóptero 2DOF.
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A estimação recursiva do pesos υx,l
j

�� j=1,...,4 , υx,r
j
| j=1,...,4, υy,l

j
| j=1,2 e υy,r

j
| j=1,2, na camada

de redução de tipo, é ilustrada nas Figs. 104–105. De acordo com a estimação dos pesos
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adaptativos, observa-se a eficiência do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para definir o

comportamento do helicóptero 2DOF, através da soma ponderada dos limites inferior e superior

das regiões de incerteza obtidas na camada IV (camada de composição das regras) nas Eqs.

(3.8)–(3.11).

Figura 104 – Variação dos pesos adaptativos υy,l
j
| j=1,2 e υy,r

j
| j=1,2, na camada de redução de tipo,

usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a regões
de incerteza, para a saída do helicóptero 2DOF.
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Figura 105 – Variação dos pesos adaptativos υx,l
j
| j=1,...,4 e υx,r

j
| j=1,...,4, na camada de redução de

tipo, usados na soma ponderada dos limites inferior e superior, de acordo com a
regões de incerteza para os estados do helicóptero 2DOF.
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Por questões de visualização e interpretabilidade, a estimação recursiva dos elementos

da diagonal principal para algumas matrizes dinâmicas Ai |i=1,3,5,7 na proposição do consequente

do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar é ilustrada nas Figs. 106–109. Uma vez que o i-ésimo

modelo linear no espaço de estados representa o comportamento linear do helicóptero 2DOF

em um ponto de operação definido a cada nova amostra, respectivamente, conclui-se, a partir

da metodologia proposta, a eficiência do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar, através da
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combinação linear evolutiva dos modelos no espaço de estados na camada do consequente, em

modelar a não-linearidade inerente ao conjunto de dados, recursivamente.

Figura 106 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A1 para identi-
ficação do helicóptero 2DOF.
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Figura 107 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A3 para identi-
ficação do helicóptero 2DOF.
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Figura 108 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A5 para identi-
ficação do helicóptero 2DOF.
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Figura 109 – Estimação recursiva dos elementos da diagonal principal da matriz A7 para identi-
ficação do helicóptero 2DOF.
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A estimação recursiva para alguns vetores ψi |i=1,3,5,7 que são usados para representar os

graus de incertezas e calcular a RdI das funções de pertinências, é ilustrada na Figs. 110–113.

Figura 110 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ1 para identificação do helicóptero
2DOF.
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Figura 111 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ3 para identificação do helicóptero
2DOF.
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Figura 112 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ5 para identificação do helicóptero
2DOF.
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Figura 113 – Estimação recursiva dos elementos do vetor ψ7 para identificação do helicóptero
2DOF.
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As respostas do modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar para rastrear as saídas do heli-

cóptero 2DOF, na etapa de identificação recursiva, são ilustradas na Figs. 114–115. A análise

comparativa com a metodologia apresentada em Torres e Serra (2018), segundo os critérios

de NMSE e VAF%, é apresentada na Tab. 6, na qual é observado um melhor desempenho da

metodologia proposta.
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Tabela 6 – Análise comparativa da metodologia proposta com a metodologia relevante da litera-
tura, baseadas nos critérios de NMSE e VAF% (melhores valores em negrito)

Output
Methodology

Proposta Proposta em Torres e Serra (2018)

VAF%
φ 99.98 97.17
θ 98.78 98.06

NMSE
φ 1.17 × 10−3 ˘

θ 4.49 × 10−2 ˘

Figura 114 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento
da saída φ do helicóptero 2DOF.
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Figura 115 – Respostas temporal do modelo neural-fuzzy do tipo-2 intervalar no rastreamento
da saída θ do helicóptero 2DOF.
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4.2.2.2 Estimação recursiva com ruído de medição

Para este experimento, considera-se um ruído de medição ̟ gerado artificialmente com

distribuição uniforme, onde o vetor de saída ruidoso é dado por:

yn,k = yk +̟k (4.27)

onde foi adotado ruídos de potências de −24dB e −4dB.

A parametrização do algoritmo utilizada neste caso é a mesma do caso sem ruído de

medida. Para a análise do desempenho da metodologia proposta, utilizou-se o método de Monte-

Carlo, onde se realizou 10 realizações. Para análise comparativa, considerou-se a contraparte

tipo-1 do modelo proposto. Os resultados obtidos são apresentados na Tab. 7.

Tabela 7 – NMSE (média ± desvio padrão) obtido pela metodologia proposta e sua contraparte
tipo-1 para ruído de medição com potências de −24dB e −4dB

−24dB −4dB

y1 y2 y1 y2

Proposto 4.76 × 10−4 ± 6.34 × 10−5 5.25 × 10−3 ± 3.67 × 10−4 1.08 × 10−2 ± 2.21 × 10−3 8.99 × 10−2 ± 2.31 × 10−2

Contraparte tipo-1 5.41 × 10−4 ± 7.06 × 10−5 6.64 × 10−3 ± 3.95 × 10−4 1.40 × 10−2 ± 3.7 × 10−3 1.13 × 10−1 ± 3.07 × 10−2
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Uma abordagem de identificação sistemas dinâmicos multivariáveis baseada em modelo

neuro-fuzzy tipo-2 intervalar evolutiva no espaço de para foi proposta nesta dissertação.

O desempenho do da metodologia proposta foi avaliada através de resultados computaci-

onais e experimentais, onde observou-se:

• Apresenta desempenho competitivo quando comparado à outras metodologias baseadas

em inferência fuzzy tipo-2 intervalar (Seção 4.1.1).

• Além do comportamento dinâmico, o modelo neuro-fuzzy tipo-2 intervalar estimado

rastreou as características estáticas do sistema real (Seção 4.1.2).

• Rápida adaptação em rastrear o comportamento sistemas dinâmicos multivariáveis não-

lineares e variantes no tempo (Seção 4.1.3).

• Apresenta desempenho competitivo quando comparadas a metodologias relevantes em

estimação recursiva (Seção 4.2.1).

• Apresenta desempenho superior quando comparadas a metodologias baseadas em modelos

fuzzy no espaço de estados (Seção 4.2.2).

• Apresenta desempenho superior para sistemas dinâmicos com ruído de medição quando

comparada a modelos fuzzy tipo-1 (Seção 4.2.2).

Dentre as principais conclusões sobre a metodologia apresentada, pode destacar os

seguintes pontos:

• Metodologia orientada totalmente a dados experimentais;

• A metodologia evolutiva considera um modelo neural-fuzzy sem regras inicialmente, de

modo que todas as regras são criadas a partir do fluxo de dados.

• Eficiência em rastrear a incerteza dinâmica inerente aos dados experimentais, adaptativa-

mente. O algoritmo de agrupamento evolutivo estima os centros e o formato dos grupos,

definindo o número de regras da rede de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar. O grau

de compatibilidade e o índice de excitação são parâmetros importantes a serem calculados

para uma nova informação, considerando todos os grupos criados. Baseado nestas métricas,

condições para a variação do número de regras, criação ou fusão grupos, são utilizadas

para permitir a adaptabilidade aos dodos, obtendo-se, assim, uma nova estrutura do modelo

de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar;
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• Eficiência em rastrear a não-linearidade inerente aos dados experimentais, recursivamente.

Um algoritmo recursivo de identificação no espaço de estados baseado em Mínimos

Quadrados Ponderado é utilizado para a estimação do consequente das regras do sistemas

de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar. O algoritmo realiza o cálculo dos parâmetros de

Markov para todas as regras e, respectivamente, a partir destes parâmetros, os submodelos

no espaço de estados são estimados de forma recursiva. Uma vez que o submodelo no

espaço de estados, na i-ésima regra, representa um comportamento linear do sistema

dinâmico em um ponto de operação, respectivamente, pode-se inferir a eficiência do

modelo de inferência neuro-fuzzy tipo-2 intervalar, através da combinação linear evolutiva

dos submodelos lineares no espaço de estados no consequente de cada regra, em rastrear a

não-linearidade inerente ao conjunto de dados experimentais;

• Robustez a ruídos, pertubações e outliers inerentes aos dados experimentais. O algoritmo

de agrupamento evolutivo calcula o grau de compatibilidade de uma nova informação,

isto é, seu grau de pertinência associado a cada regra, o que indica se esta informação

pertence ou não à base de conhecimento da rede de inferência neuro-fuzzy. Calcula-se

também o grau de excitação, no sentido de avaliar se a nova informação representa, de

forma persistente, um novo comportamento ainda não aprendido pelo modelo. Caso a nova

informação não pertença à base de conhecimento e esta representa um novo comportamento

dinâmico persistente, então um novo ponto de operação é adicionado à rede de inferência

neuro-fuzzy. Caso contrário, esta é considerada como ruído, pertubação ou outliers e,

portanto, é descartada do processo de aprendizagem. Além disso, o Filtro de Kalman

Estendido (FKE) é utilizado para estimar a parametrização das funções de pertinência

superior e inferior tal que os efeitos de ruídos e outliers sejam atenuados no estágio de

redução de tipo.

• Estimação paramétrica é convergente e estável de acordo com as condições dadas nas

Seções 3.5 e 3.6.

Para trabalhos posteriores, o uso da decomposição QR com reflexões de Householder.

Esta abordagem garante robustez numérica na estimação dos parâmetros de Markov e das

matrizes de espaço de estados, assim como superar possíveis problemas relacionados ao tempo

de convergência paramétrica. Outra abordagem a ser considerada futuramente é o método de

variáveis instrumentais no intuito de superar a alta variabilidade do fluxo de dados devido à

presença de ruído.
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APÊNDICE A – PROPRIEDADES DE MATRIZES

A.1 Matriz nilpotente

Uma matriz quadrada de ordem n diz-se uma matriz nilpotente se existir um número

natural q tal que Aq
= 0, tal que 0 representa a matriz nula. O menor número natural que verifica

a igualdade Aq
= 0, designa-se por índice de nilpotência da matriz A.
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