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Resumo

Esta dissertacao tem como principal objetivo estudar a propriedade de acessibili-
dade estavel de um C"—difeomorfismo parcialmente hiperbolico. Estudaremos como essa
propriedade implica em ergodicidade e mais, estabilidade ergodica. Veremos que existe um
conjunto C! aberto e denso de difeomorfismos acessiveis no espaco dos C" —difeomorfismos
parcialmente hiperbélicos com r > 1. Na parte final do capitulo 2 veremos que o mesmo

resultado vale para difeomorfismos parcialmente hiperbolicos simpléticos.

Palavras-chave: Difeomorfismo parcialmente hiperbolico. Acessibilidade Estavel. Esta-

bilidade ergodica.



Abstract

This dissertation aims to study of the property of stable accessibility of a partially
hyperbolic C"—diffeomorphism. We will study how this property implies ergodicity and
more, ergodic stability. We will see that exist an open and dense set of diffeomorphism
accessible in the space of the partially hyperbolic C"—diffeomorphism with r» > 1. We will

also see that the same result is valid for partially hyperbolic diffeomorphism symplectic.

Keywords: Partially Hiperbolic Difeomorphism. Stable Accessibility. Ergodic stability.
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Notacoes

W - Folheacao de M.

W - Folha da folheacao W

W?# - Folheacao estavel.

W" - Folheacao instavel.

W? - Folha da folheagao W7, com ¢ = s, u.

W - Variedade estével global de x.

W} - Variedade Instavel global de .

W .(p) - Conjunto estéavel local de p.

Wt .(p) - Conjunto instéavel local de p.

)7\//; - Folheagao de classe C'*° tangente ao espaco estavel E*
17\//;‘ - Folheagao de classe C'° tangente ao espaco instavel Ev
W;s - Folheagao de classe C'°° tangente ao espaco Ec® E
VNV;“ - Folheagao de classe C'™° tangente ao espaco E°® Ev
TW - Fibrado tangente da folheacao W.

E® - Espaco estavel.

E* - Espaco estavel da C®-decomposicio T,(R* ® R @ RY).
E" - Espaco instavel.

Ev - Espaco instavel da C*°-decomposicao Ty, (R® & R & R*).
E° - Espaco central.

E* - Espaco central da C*°-decomposicio Tp,(R* &R @ RY).
Q(f) - Conjunto dos pontos nao-errantes.

Per(f) - Conjunto dos pontos periddicos de f.

il



wy(z) - Conjunto de todos os pontos de acumulagao da orbita {zg, z1,...}.
O (x) - Orbita futura de =.

O~ (z) - Orbita passada de x.

Dif f* - Conjunto dos difeomorfismos de classe C" de M.

M - Variedade Riemanniana.

T,M - Espaco tangente.

Ty M - Espago cotagente.

C(p) - Familia de curvas ¢ : I — M, com I C R.

[c] - Classe de equivaléncia da curva ¢ € C(p).

vq - Carta local.

Tp.(p) - Diferencial da carta local no ponto p.

TM - Fibrado tangente da variedade M.

T*M - Fibrado cotangente da variedade M.

¢ - Funcional linear

¢! - Fluxos que preservam volume de classe C*° com i = 1,...,c.

A - Conjunto hiperbélico.

7;* - Aplicagao holonomia enviando folhas de Wes em folhas de We.
77 - Aplicagao holonomia enviando folhas de We em folhas de Weu.
(! - Fluxos parciais tangentes as folhas de WC, parai=1,...,c

M - Intersecdo transversal

PH" - Conjunto dos C" - difeomorfismos parcialmente hiperbolicos

PH, - Conjunto dos C" - difeomorfismo parcialmente hiperbolicos que preservam

a medida p.
P(M) - Conjunto das partes de M.
X - Subconjunto de P(M).

D - Disco c-admissivel.

v



D - Familia de discos c-admissiveis.
K(z) - Familia de variedades locais tais que = € B(x,r)
V,(p) - Imagem da bola B¢(0, p) por ¢,

m(Tf) - Inverso da norma de T~ f

a,(r) - Maximo da norma de T, f|ps(q), com q € B,(p).

=l

(1) - Minimo de m(T, f|gs(q)), com q € B,(p).

B,(r) - Maximo da norma de T, f|ge(y), com q € B,(p).

»(r) - Minimo de m(T, f|gu(q)), com q € B,(p).

N

K - Familia de cones em torno de E* & E°.

d, - Métrica de caminhos.

N, (D) - Vizinhanca tubular do disco c-admissivel D.
Z4 - Fungao angulo no ponto q.

w - Forma diferenciavel

& - Simplectomorfismo.

A - Produto wedge.

X1, V' - Campos de vetores Hamiltonianos.



Sumario

Agradecimentos ii
Resumo iv
Abstract \4
Lista de Figuras i
Introducao 14
1 Preliminares 18
1.1 Variedade Diferenciavel . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 18
1.1.1 Espago tangente e aplicacao derivada . . . . . . . ... .. ... .. 19

1.1.2  Espago cotangente e formas diferenciais . . . . . . . .. .. .. ... 20

1.1.3 Variedades Riemannianas . . . . . .. ... ... ... ....... 22

1.2 Dinamica Hiperboélica . . . . . . . . . . .. . ... .. ... .. ... ... 22
1.3 Folheacao . . . . . . . . . e 34
1.4 Dinamica Parcialmente Hiperbdlica . . . . . . . . . .. .. ... ... ... 36
1.4.1 A aplicagdo holonomia . . . . . .. .. ... ... ... ... ..., 40

1.5 Teoria Ergodica . . . . . . . . .. o 40

2 Acessibilidade 46
2.1 Demonstracao do Teorema 2.1 . . . . . . . .. .. ... ... 51
2.2 Acessibilidade Global . . . . . . . . .. ... 55

2.3 Acessibilidade Local . . . . . . . . . 67



2.3.1 Um critério para acessibilidade estavel . . . . . .. ... ... ...
2.3.2 Construgao da Perturbagao . . . . .. .. ... ... ... ... ..

2.4 Casosimplético . . . . . . . . e

3 Ergodicidade Estavel

4 Conclusoes

Bibliografia

89

95

96



Introducao

Uma dindmica é hiperbélica se o espaco tangente se decompoe em dois subespa-
cos: Um que contrai e outro que expande os vetores, chamados espaco estavel e espaco
instavel, respectivamente. Essa dissertagao se propoe a estudar a propriedade de acessi-
bilidade no espaco dos difeomorfismos parcialmente hiperbélicos: hé fortes direcoes inva-
riantes de contragao e forte expansao, mas uma diregao central (chamada espago central)
também aparece. Desde entao, a area tornou-se bastante ativa e muitos exemplos ergo-
dicos de forma estével apareceram. Faremos uma abordagem sobre o que ja foi feito em
relacao a acessibilidade, quais outras propriedades esté relacionada, quais consequéncias
e 0 que ainda estd em aberto. Além disso, veremos na segunda parte do trabalho um

estudo sobre como ergodicidade estavel estd relacionada com a acessibilidade

Os difeomorfismos parcialmente hiperbolicos sao semelhantes aos difeomorfismos
de Anosov no sentido de possuirem as direcoes hiperbolicas invariantes. No entanto, os
difeomorfismos parcialmente hiperbolicos podem possuir dire¢oes nao-hiperbolicas inva-

riantes.

Estamos interessados em estudar a propriedade de acessibilidade para um difeo-
morfismo parcialmente hiperbélico: quaisquer dois pontos da variedade pode ser conec-
tados por um caminho formado por arcos que se intersectam, onde cada arco pertence a

uma variedade estavel ou instével alternadamente.

A acessibilidade é uma ferramenta poderosa que permite dizer quando um sistema
dinamico é ergodicamente estavel: qualquer difeomorfismo na vizinhanca de um ergédico
ainda é ergodico. Com ergodicidade nos referimos aos sistemas dinamicos relativamente
a medidas que permanecem invariantes sob a acdo da dinamica. A anélise é feita usando
como bases perturbacgoes numa vizinhanca do difeomorfismo e estudando como se com-
portam tais perturbacoes nos espacos estavel, instavel e central. Ao final concluiremos
que a acessibilidade estavel vale para um conjunto C* aberto e denso no espaco de todos
os difeomorfismos parcialmente hiperbélicos, resolvendo assim a versiao C'! de uma con-

jectura de Pugh e Shub, que diz que a acessibilidade estavel ¢ C"—densa nos parcialmente
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hiperbolicos (Ver conjectura 2.1).

A seguir faremos um resumo da historia dos principais resultados relacionados
com acessibilidade e ergodicidade estavel como motivacao ao leitor. Veremos como cada
resultado foi se aperfeicoando ao longo do tempo e como as contribui¢oes de cada autor

foram enriquecendo os resultados.

Historicamente, os primeiros exemplos nao Anosov com a propriedade de acessi-
bilidade foram aqueles no trabalho de Sacksteder, [30], para alguns difeomorfismos afins.
Um dos principais marcos no desenvolvimento da teoria ergddica é a teoria Kolmogo-
rov—Arnold—-Moser (1954) e a dinamica hiperboélica iniciada por Steven Smale, Dmitry

Anosov, Yakov Sinai, Hopf entre outros como a hipétese ergodica de Boltzman.

Até onde sabemos, a acessibilidade foi usada para provar ergodicidade pela pri-
meira vez por Sacksteder em ( [30], 1968). Ele basicamente provou que acessibilidade
implica ergodicidade quando as folheacoes fortes sao suaves. Mais tarde, Brin e Pesin
em ( |9],1974) provaram novamente, desta vez para fluxos e skew-product, onde também
examinaram sua relacdo com a transitividade. Finalmente, Pugh e Shub, usaram-no
sistematicamente em um plano para provar ergodicidade de sistemas parcialmente hiper-

bolicos.

No contexto de dinamica hiperbolica, Smale-Anosov-Hopf-Sinai forneceu (ainda
na década de 60) conjuntos abertos de sistemas ergodicos, um fato desconhecido até entao.
Os sistemas Anosov, também chamados de dinamica completamente hiperbdlica, foram

por algum tempo os tinicos exemplos conhecidos de sistemas ergddicos estaveis.

Em 1994, Grayson, Pugh e Shub chegaram ao primeiro exemplo nao hiperbolico
de um sistema ergddico estavel onde foi provado a ergodicidade estavel das aplicacoes de
primeiro retorno dos fluxos geodésicos em superficies com curvatura negativa. Eles tam-
bém precisaram da hipo6tese de coeréncia dinamica, que essencialmente significa que as
distribuicoes centro-estavel e centro-instavel sao integraveis. Posteriormente, a condicao
de center bunched foi melhorada. Esse exemplo tém uma dindmica parcialmente hiperbo-
lica. Vamos também mencionar que ji existem exemplos de sistemas ergddicos estaveis

conservativos que nao sao parcialmente hiperboélicos. (Ver [17])

Em 1997, Pugh e Shub restringiram o problema a difeomorfismos parcialmente

hiperbdlicos em variedades, preservando a medida de Lebesgue e substituindo a esta-
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bilidade estrutural por ergodicidade estavel. Eles conjeturaram que no mundo dos C"-
difeomorfismos parcialmente hiperboélicos que preservam a medida de Lebesgue m, a er-

godicidade estavel se mantém em um conjunto aberto e denso.

Em 2000, outros resultados sobre acessibilidade estavel abordam classes mais
especiais de difeomorfismos, como aplicagoes de primeiro retorno de fluxos Anosov (Ver

[5]) e sistemas onde E* @ E*® ¢ integravel. (Ver [32])

Em 2001, Nitica e Torok (Ver [24]) provaram que a acessibilidade estéavel é
C"—densa no conjunto dos difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos com distribuicao
central integravel e unidimensional. O principal resultado deles mostra que em uma
classe aberta de difeomorfismos parcialmente hiperbolicos, existe um conjunto aberto e

denso de difeomorfismos acessiveis.

Houve também um grande avanco nas principais conjecturas da topologia C1.
Por exemplo, Hertz, Hertz, Ures e Tahzibi (2008) provaram que, para difeomorfismo, a

ergodicidade estdvel & C! densa quando a dimensdo central & dois.

Apos esse passo, Burns e Wilkinson (2010) deram um salto da condigao de center
bunched global para uma condicao pontual aperfeicoada, com o ganho de que agora a
condigao é trivialmente satisfeita quando a dimensao central é unidimensional. Mas a
coeréncia dinamica ainda era necessaria. Apds isso, em [4] eles removeram a condi¢ao de
coeréncia dindmica usando a nocao de folheacoes falsas. As folheacoes falsas consistem, a
grosso modo, em familias de folheagoes locais que sao quase invariantes e quase tangentes

a0s espacos invariantes.

Em (2016), um resultado foi obtido por A. Avila, S. Crovisier e A. Wilkinson [2]
o qual diz que a ergodicidade estavel ¢ C' densa em qualquer caso (sem qualquer hipotese

sobre a dimensao da distribuicdo central).

Esses resultados dependem fortemente das técnicas de perturbacao disponiveis
na topologia C' e nao sao conhecidas técnicas em topologias superiores. A C"—densidade
da ergodicidade estavel, para r > 2, € um problema completamente diferente. Pouco se
sabe neste caso quando o distribui¢do central tem dimensdo maior que um. Em [4], os
autores provam a C"—densidade da ergodicidade estavel para extensoes de grupo sobre
difeomorfismos de Anosov. Além disso, em [32] sdo dados dois exemplos que podem ser

C", r > 2, aproximados por exemplos ergodicos estaveis. E muito recentemente Z. Zhang
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[35] obteve C"—densidade de ergodicidade estavel para difeomorfismos que preservam o
volume, satisfazendo algumas condicoes de compressao e um certo tipo de decomposicao
dominada. A. Avila e M. Viana anunciaram abertura em C' e densidade em C" para
certos skew-products de difeomorfismos de superficies ao longo de Anosov e o trabalho de
M. Sambarino e V. Horita pode ter alguma sobreposi¢ao com os deles, embora os métodos
sejam diferentes. O objetivo de M. Sambarino e V. Horita é contribuir para a densidade de
ergodicidade estavel, em particular quando a dimensao central é dois. Prova-se que para
grandes classes de C"—difeomorfismos parcialmente hiperbolico que preservam volume

com central bidimensional, ergodicidade estavel ¢ mantida em subconjuntos C"—densos.
O trabalho esta estruturado em 3 capitulos.

No Primeiro Capitulo seré feito uma abordagem de assuntos preliminares, funda-
mentais ao entendimento dos capitulos 2 e 3. Nele falaremos sobre variedades diferencia-
veis e como serda o ambiente a serem definidos os difeomorfismos. Adiante, construiremos
a ideia por tras de forma diferencidvel, essencial para entender a acessibilidade de dife-
omorfismos simpléticos. Ainda nesse Capitulo, abordamos alguns conceitos de dindmica
hiperbolica e parcialmente hiperboélica bem como algumas defini¢oes fundamentais e teo-
remas extremamente tteis no entendimento das provas que virao. Por ultimo falamos um
pouco da teoria ergodica, passando pelos seus principais resultados de forma a embasar o

que falaremos no Capitulo 3.

No Segundo Capitulo esta a parte central dessa dissertacao, onde estudamos o
artigo de Dolgopyart-Wilkinson (Ver [13]) para trazer a tona a importancia e grande
utilidade da propriedade de acessibilidade estavel em difeomorfismos parcialmente hiper-
bolicos. Neste artigo provou-se que a acessibilidade vale em um conjunto C'—aberto
e C"—denso de difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos, preservando volume ou nao.
Exploramos as conjecturas que deram origem a este trabalho, seus corolarios e lemas

principais para a construcao da prova. Suas principais aplicacoes é dada no Capitulo 3.

No Capitulo 3 veremos como a propriedade de acessibilidade esta intimamente
interligada com ergodicidade estavel. Faremos um apanhado geral dos principais resulta-
dos relacionados com o tema. Veremos quais destes ainda podem ser melhorados e como

as topologias sao rigorosamente influenciadoras no ambiente em que se deseja trabalhar.
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1 Preliminares

Neste capitulo, apresentam-se definicoes e resultados essenciais ao entendimento
da acessibilidade estavel de difeomorfismos. Introduz-se uma nocao de variedade diferen-
ciavel, formas diferenciéveis, difeomorfismos simpléticos, folheagoes, dinamica hiperbolica
e dinamica parcialmente hiperboélica. Falaremos ainda de aplicacoes especiais como a

holonomia, necessario para demonstracao do Lema 2.1.

1.1 Variedade Diferenciavel

Definicao 1.1. Uma Variedade Diferenciavel de dimensdo d € um espaco topologico M
munido de um atlas diferenciavel de dimensao d, ou seja, uma familia de homeomorfismos

Vo 1 Uy = X, tais que

i) Cada U, é um aberto de M e cada X, ¢ um aberto de R* e M =], U,;

i) A aplicacio vpo ¢, : 0o(UsNUs) — ps(Uy,NUs) € diferencidvel para quaisquer o
e 3 tais que Uy, NUz # 0

Os homeomorfismos ¢, sdo chamados cartas locais e as transformagoes g o !
sao chamadas mudanca de coordenadas. Ao inverter tais transformacgoes vemos que a
aplicagao inversa (gg0 ¢, 1)~ = g 05" também é diferenciavel. Isso nos diz que a defi-
ni¢ao de variedade também requer que as mudancas de coordenadas sejam difeomorfismos

abertos do espaco euclidiano.

Seja r € N U {oc}. Se toda mudanga de coordenadas é de classe C" (isto &,
se todas as suas derivadas parciais de ordem r existem e sdo continuas) dizemos que a

variedade M é diferenciavel.

Exemplo 1.1. O espaco euclidiano R? é uma variedade diferencidvel. Com efeito, con-

sidere o atlas formado por uma unica aplicacio, a aplicacao identidade R — RY,
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Exemplo 1.2. O toro T¢ = RY/Z? ¢ uma variedade diferencidvel. De fato, basta con-
siderar o atlas formado pela inversa das aplicagoes g, : (0,1)¢ — T, definidas por

g.(x) = z + x(mod Z%) para cada z € R,

1.1.1 Espacgo tangente e aplicagao derivada

Seja M uma variedade. Para cada p € M considere o conjunto C(p) de todas as
curvas ¢ : I — M, onde I é um intervalo aberto contendo 0 € R, tais que ¢(0) = p e
c é diferencidvel no ponto 0, ou seja, a aplicacao ¢, o ¢ é diferencidvel no ponto 0, para
toda carta local ¢, : U, — X, com p € U,. Dizemos que duas curvas ci,cy € C(p) sdo
equivalentes se (¢, 0 ¢1)'(0) = (pa 0 ¢2)'(0) para toda carta local ¢, : U, — X, com

p € U,. Denotamos por [c] a classe de equivaléncia de qualquer curva ¢ € C(p)

O Espaco tangente & variedade M no ponto p é o conjunto, que representamos
por T,M, de tais classes de equivaléncia. Dada uma carta local ¢, : U, — X, qualquer
com p € U,, a aplicacao

Tu(p) : T,M — R?
[c] = (pa 0 )'(0)
esta bem definida e ¢ uma bijegao. Podemos usar esta bijegao para identificar 7, M com R.

Desta forma, o espaco tangente adquire uma estrutura de espaco vetorial, transportada

de R? por Tip,(p).

Se f: M — N é uma aplicacao diferencidvel, a sua derivada num ponto p € M

é a aplicacao linear T'f(p) : T,M — TN definida por

Tf(p) =Ts(f(p) " o T (g0 fow, ) palp)) o Twalp)

onde ¢, : Uy — X, € carta local de M com p € U, e 93 : V3 — Yz é carta local de NV

com f(p) € Vs. Note que a definicdo ndo depende da escolha das cartas.

O fibrado tangente a M ¢ TM =\, T,M = {(p,v) € M x R?/p e M, v € T,M}
de todos os espacos tangentes a M. Veja que essa uniao é disjunta. Para cada carta local

Yo : Uy = X,, considere Ty, M = T, M e a aplicacao

pE€Uq

Ty : Ty, M — X, x R
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que associa a cada [c] € Ty, M o par ((pq o ¢)(0), (pa 0 ¢)'(0)) € X, x RL Consideremos
em T'M a topologia que faz de cada Ty, um homeomorfismo. Supondo que o atlas

{a : Uy = X, } de M & de classe C", entdo a mudanca de coordenadas
TpsoTe,' : 0a(Uy NUg) % R? — 03Uy NUg) X R4

é uma aplicagao de classe C"~! para quaisquer « e 3 tais que U, N Uz # (). Portanto, o
fibrado tangente T'M est4 munido com a estrutura de variedade de classe C"~! e dimensao

2d.

A derivada de uma transformacao diferenciavel f : M — N é a aplicagdo
Tf:TM — TN cuja restrigdo a cada espago tangente T,M esta dada por T f(p). Veja
que se f for de classe C" entdo T'f ser& de classe C™!. (Ver |34])

1.1.2 Espago cotangente e formas diferenciais

O espago cotagente T;(M) a uma variedade M num ponto p ¢ o dual do espago
tangente T),M, ou seja, o espaco dos funcionais lineares § : T,M — R. Dada qualquer

carta local ¢, : U, — X, com p € U, temos um isomorfismo
Tek(p) : TrM — R

induzido pelo isomorfismo T'p,(p) : T,M — R? da seguinte forma. Para cadai=1,...,d,
considere dx; = m;0 T, (p), onde m; : R — R & a projecao na i-ésima coordenada. Entao
dz; € T;(M) e a familia {dzy,...,drs} é uma base de T;(M). Para cada & € T;(M),
defina

d
Ter(p)€ = (&, .., &) & €= &dx

i=1

O fibrado cotagente de M & a uniao (disjunta) T"M = (J,c,, T, M de todos os
espacos cotagentes a M. Dada qualquer carta local ¢, : U, — X,, considere a uniao
5 M=

bev., Ty M € a aplicagao
[e%

Tt T M — Xo x R?

definida por Ty} & = (¢a(p), Tes(p)§) se & € Ty(M). Veja que a aplicagio se trata de uma

bijecdo. Considere em 7™M a topologia segundo a qual todos os T'v* sdo homeomorfismos.
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Se {pq : Uy — X} € um atlas de classe C" para a variedade M, entdo

{Tok : T M — X, x R}
¢ um atlas de classe C"~! para T*M. Isso nos diz que o fibrado cotagente T*Mtambém
estd4 munido com uma estrutura de variedade de classe C"! e dimensao 2d. (Ver [34])

Definicao 1.2. Chamamos 1-forma diferenciavel na variedade M toda aplica¢ao diferen-
cidqvel 0 : M — T*M tal que mo 0 = id. Noutras palavras, 0 associa a cada ponto p € M

um funcional linear 0, : T,M — R que depende diferenciavelmente do ponto.

Mais geralmente, para qualquer 0 < k < d, uma forma k-linear alternada em

T,M é uma aplicagao
0, : (T,M)* =R, (v1,...,0) = Op(v1,...,0p)
onde cada 6, é linear em cada variavel v; e
Op(V1, .o U, Vi1, oy Ug) = —0,(V1, o Vi1, Uy e, UR)
para todo 1 <i < k e todo (vy,...,vx) € (T,M)*.
Definicao 1.3. Uma k—forma diferencial em M € uma aplicacdo 0 que associa a cada

ponto p € M uma forma k-linear alternada no espaco tangente T,M, dependendo diferen-

ciavelmente do ponto.

Em coordenadas locais podemos escrever

0, = Z Wiy e iy (p)dm1 Ao Ny,

1<y < <ip<d

A condigao de diferenciabilidade significa que os coeficientes a;,,--- , a;, (p) de-

pendem diferenciavelmente do ponto p.

Supondo que k < d, a derivada exterior de 6 é a (k + 1)— forma diferencial df
determinada por

Oai, ... i

1< <<ip<d j
onde a segunda soma é sobre todos os j & {i1,---ix}. Veja que a expressao no lado direito
nao depende da escolha da carta local. Além disso dizemos que uma k-forma diferencial
é fechada se df =0 (ou k = d) e é ezata se existe alguma (k — 1)—forma 7 tal que dn = 0

(ou entao k = 0). Toda forma diferencial exata é fechada.
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1.1.3 Variedades Riemannianas

Uma métrica riemanniana numa variedade M é uma aplicacao que associa a cada
ponto p € M um produto interno no espaco tangente 7,M, isto é, uma aplicagao bilinear
simétrica

w i T,M x T,M — R

tal que v -, v > 0 para todo vetor ndo nulo v € T,M. (Ver [34])

Por defini¢ao, -, varia diferenciavelmente com o ponto p no seguinte sentido:
Considere uma carta local qualquer ¢, : U, — X, de M. Desse modo, para cada p € U,
podemos identificar T, M com R?, via a diferencial T, (p) para assim podermos trabalhar

com -, como sendo um produto interno no espaco euclidiano.

Sejaey, ..., e, uma base de R%. Entdo pedimos para que as fungoes g, ;(p) = €; - €;

sejam diferenciaveis para todo par (7, j) e para qualquer escolha da carta local e da base.

Dizemos que M é uma Variedade Riemanniana se M é uma variedade munida
de uma métrica riemanniana. Toda subvariedade S de uma variedade riemanniana M
herda uma estrutura de variedade riemanniana dada pela restricao do produto interno -,

de M ao subespaco tangente 7,5 de cada ponto p € S.

1.2 Dinamica Hiperbodlica

A hiperbolicidade desempenha um papel fundamental no estudo do comporta-
mento dos sistemas dinamicos, além de ser uma propriedade bem compreendida. Nesta
secao discutimos as propriedades mais interessantes de sistemas dinamicos hiperbdlicos.
Isso é essencial & compreensao das secoes seguintes e do restante do texto. Para tanto,

inicia-se dando a definicao de ponto fixo hiperbolico.

Definicao 1.4. Seja f : M — M um difeomorfismo de uma variedade Riemanniana M.
Dizemos que p € M €é um ponto fixo hiperbolico de f se T'f, : T,M — T,M ¢€ tal
que o espectro de T f, nao intersecta a bola de raio 1. Isto significa que o conjunto dos

autovalores da matriz jacobiana de f sao todos diferentes de 1.

O conjunto desses pontos formam um conjunto com algumas propriedades, que

descrevemos a seguir.
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Definicao 1.5. Um subconjunto invariante A C U € dito hiperbdlico para f se, para

cada p € A temos que:
1) T,M =E; @ E)}

2) Tfp(E;> = E;(p) Tfp(E;) - E}L(p)

(ou seja, a decomposicdo € invariante pela a¢ao da derivada)
8) E; e B variam continuamente com p
4) Existem C' >0 e 0 < X< 1 tais que

ITfr ()] < CA*|[v]l, Vn > 0,v € E®

T, " ()| < CAN"||lv]|, Vn > 0,v € E*

O espago E5(A) € chamado subespaco estdvel de p e o espaco Ej(A) é chamado su-
bespaco instdvel de p.

Observacao 1.1. Um ponto periddico p de periodo k é dito hiperbdlico se p € fixo hiper-

bolico para f* com k > 1

Ainda nesse sentido, definimos:

Definicao 1.6. Um ponto xy é dito nao-errante se, e somente se, para cada vizinhanga

N de x, existe um niumero inteiro k > 1 tal que

NN #0

Isso nos diz que devem haver pontos arbitrariamente proximos de xy que retornam
para pontos arbitrariamente proximos de xy sob a iteragao da aplicacao. Denotamos por
Q(f) o conjunto dos pontos nao-errantes de f e Per(f) como o conjunto dos pontos

periddicos de f.

Exemplo 1.3 (Anosov Linear no Toro). Seja A = eT? =25,

Considere o operador

A:T? — T?
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v Av

Temos que

det(A—A) =0 & (2-N)(1-A)—1=
3+V5 3—v5
2

>1 A= <1
¢ 2

>\+:

Assim, temos que as inclinagoes Ay e A_ estao relacionadas com 0s autovetores

dos subespacos E* e E® | respectivamente. Desse modo, para q € Z* considere

C, = {(T,ﬁ> ,m,nEZ}
qa g

Temos que
m 2 1 m
A q — q — <2n’bq—l—n7 m(—]‘,—n) c Cq
P L a

Isto significa que, AC, C C,. Mais ainda, dado (é, g) existem m,n tais que
A <%,£) = (é,g) = A(C,) = C,. Mas C, € finita = C, C Per(A). Uma vez que

Ugez Cy € denso em R? temos que | o, Cy C Per(A) = T?

Em particular, Q(A) = Per(A) = T? e Per(A) sdo hiperbdlicos.

Denotamos ainda a orbita positiva de 2 como OT(x) := {f™"(z)/n € N}. Se

f for invertivel, também podemos ter a orbita negativa que é denotada por O~ (z) :=

{f™(x)/n < 0}. Com isso, temos a seguinte definigao:

Definicao 1.7. Para qualquer xq € X a colecao de todos os pontos de acumulacao da

drbita positiva {xo, x1,...,} € chamado conjunto w—limite e denotamos por we(x) o qual

¢ subconjunto de X, ou seja,
wi(z) = {y € M; Ing — +oo/ f™(x) — y}

Os pontos y € wy(x) sdo ditos recorrentes.

Se f for um sistema dindmico invertivel definimos analogamente o conjunto

a—limite denotado por

ay(z) ={y € M; 3np — —oo/ ™ (x) =y}
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Definimos ainda o conjunto limite de f por

L(f) = U we(z)U U af(z)

xeM reM

ou seja, L(f) € o conjunto de todos os pontos de acumulagio de todas as orbitas

Exemplo 1.4. Seja f,g: R — R definida por f(zx) = 22(1 — z) e g(z) = id, respectiva-
mente. Construiremos o grifico cobweb para analisar o comportamento da orbita de um
ponto inicial xg pela f. Primeiro encontramos a imagem de xo pela f que tem coordenada
(o, f(xo). Em seguida, fazemos f variar horizontalmente até tocar a fungao identidade
g. FEste ponto tem coordenada (f(zo, f(xo). O passo sequinte € plotar verticalmente a
partir do ponto da diagonal em que f tocou a identidade. FEste ponto tem coordenada
(f(zo, f(f(z0))). Entao o grifico cobweb de f é descrita na figura 1.1 abaizo e foi feito

pelo software Mazima com ponto inicial xog = 0.01 e 25 iteragoes .

Figura 1.1: Orbita de f

T T T T T T T T

04 i / ™

x(n+1)

0.1

Fonte: Autoria propria

A seguir veremos o Teorema de Hartman e Grobman segundo o qual um difeo-

morfismo f é localmente conjugado a sua parte linear em um ponto fixo hiperbodlico.

Teorema 1.1. [Teorema de Hartman-Grobman] Sejam f € Dif f"(M) ep € M um ponto
fizo hiperbolico de f. Seja Tf, : T,M — T,M. Entao existem vizinhan¢as V(p) C M e
U(0) CT,M eh:U —V homeomorfismo tal que

hoTf,=foh
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Figura 1.2: Conjugacgao do Teorema de Hartman-Grobman

Fonte: |11]

No contexto do Teorema Hartan-Grobman o espaco tangente de um ponto perio-
dico hiperbodlico se decompode em subespacos que contraem e expandem uniformemente

sob acao da diferencial, ou seja é uma aproximacao linear do que acontece na variedade.

Assim, os conjuntos
Wige(p) := W(E* N U),
Wise(p) :== h(E° N ).
sao chamados Conjunto instdvel local de p e Conjunto estdvel local de p
E importante salientar que o Teorema de Hartman-Grobman fornece apenas uma
estrutura de variedade topologica para W#(p). Entretanto o Teorema que apresentaremos

a seguir é independente do Teorema de Hartman-Grobman e mostra que de fato W?*(p) é

uma variedade diferenciavel imersa, de mesma classe que o difeomorfismo.

Teorema 1.2 (Teorema da variedade estavel). Seja f : M — M wum difeomorfismo
de classe C", com M wariedade Riemanniana completa e p € M um ponto periodico
hiperbdlico de periodo k para f, entio existem discos C"— mergulhados W .(p) e W .(p)

tais que

i) pe Wi.(p) N Wi (p)

i) TyWige(p) = E"(p)
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iii) T, Wi (p) = E*(p)
i) fX(Wie(p) € Wike(p)

v) fHWi.(p) € We(p)
Denotamos

We(p) == U f" (W (p)) : Variedade estavel global,

neN

W(p) := | f*(W.(p)) : Variedade instavel global.

neN

Teorema 1.3 (Teorema da variedade estavel para conjuntos hiperbolicos). Seja f: M —

M um difeomorfismo parcialmente hiperbolico de classe C", M é uma variedade Rieman-

niana compacta, A C M um conjunto hiperbdlico, entao para todo x € A, 3¢ > 0 tal que

os conjuntos WE(x) e W(x) existem e

(i) fW2(x)) CW(f(x)) e fHWE(x) C WE(f ()

(ii) T,Ws(x)) = E(z) e T,W*(z) = E*(x)
(iii)
W2 () = {y € M/d(f"(x), f"(y)) < e ¥Yn > 0,d(f"(x), ["(y) = 0}

g

We(w) = {y € M/d(f"(x), f"(y)) <& V¥n=0,d(f"(x), f"(y)) = 0}
(iv) W2(z) e W2 (x) sao variedades C"—mergulhadas.

(v) A aplicagao
0° : A — Emb(D®, M)
x— W(x)
€ continua, ou seja, as variedades variam continuamente.

Além disso, vale que

d(f"(y), ["(z)) < A\'d(z,y), y € W(x)
d(f"(y), f(z)) < \'d(z,y), y € W(x)



28

Desse modo, se tomarmos y na variedade estavel de x, a distancia da orbita
para frente de y a orbita de x decai exponencialmente por uma taxa de contragao A.
Analogamente, tomando y na variedade instavel de x, a distancia da orbita para tras de

x decai exponencialmente por uma taxa de contracao .

Definicao 1.8. f: M — M é dita topologicamente mixing se ¥V U,V abertos dng = 0
tal que
M U)YNV #£0 Yn = ng

Um exemplo de aplica¢ao topologicamente mixing é o Anosov linear no toro (Ver

exemplo 1.3).

Definicao 1.9. Seja A um conjunto hiperbdlico, compacto e invariante por f. Dizemos
que A € 1solado se existe uma vizinhanca U de A tal que

A=) fU)

nezZ

Em outras palavras, A é o tinico conjunto hiperbélico de sua vizinhanca. Desse
modo, nao existe nenhum outro conjunto hiperboélico que o contém propriamente e esta

contido na vizinhanca.

A seguir temos um Axioma escrito por Smale que relaciona pontos nao-errantes

e pontos periédicos com hiperbolicidade.

Definicao 1.10. Dizemos que f é Axioma A se ) é hiperbolico para f e Q(f) = Per(f),

isto €, os pontos periddicos de f sao densos em Q. (Ver [25])

Se f satisfaz o Axioma A, Smale demonstrou (Ver [33], (1967)) que ©Q = Q(f)
se decompoe em uma uniao finita e disjunta de subconjuntos fechados, invariantes e
transitivos, {2 = Q; UQy U - - - U, onde cada €2; é uma peca bésica, parai=1,2,..., k.

Isso é traduzido no seguinte corolario.

Teorema 1.4 (Decomposicao espectral). Seja f Azioma A tal que f € Dif f1(M), onde
M € uma variedade compacta. Entdo ezxiste uma unica decomposi¢ao de Per(f) em finitos

conjuntos compactos, invariantes, transitivos e isolados A\;, isto €,

Per(f)y=AU---UA,
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onde a uniao € disjunta.

Mais ainda, \; = ﬂf;l A j, onde f(Nij) = Nijimodik) € f|’f(1] ¢ topologica-

mente mizing.

Cada A; da decomposicao espectral é conhecido como peca béasica pois é um
componente indivisivel. Informalmente o Teorema diz que dados os conjuntos periodicos,

a dindmica pode ser quebrada em finitos "pedagos".

Corolario 1.1. Se f ¢ Azioma A entao f tem decomposi¢ao espectral.

A transitividade significa que existem o6rbitas densas em cada €);. E cada €2; todas
as Orbitas periodicas tem suas variedades estaveis de mesma dimensao. Temos ainda o

corolério.

Corolario 1.2. Se L(f) for hiperbélico entio L(f) = Per(f)

Teorema 1.5. Suponha L(f) hiperbélico. Entao

M o= W)= |J W)

zeL(f) z€L(f)

s M :CJWS(Ai) :OW“(Ai)

O Lema a seguir é um resultado muito importante sobre a dinamica perto de um
ponto fixo hiperbdlico e é extremamente util para obter intersecoes entre as variedades
estavel e instavel por argumentos geométricos simples, isso o torna relevante para varios

resultados em sistemas dindmicos.

Seja B® C E® uma bola contida em Wj_(0), B* C E* uma bola contida em
WE.(0) e V = B* x B*. Considere um ponto ¢ € W} _(0) e um disco D* de dimensao

u = dimE", transversal a W} _(0) em gq.

Lema 1.1 (A-Lema). Seja p um ponto fixo hiperbélico. Entao ¥q € W*(p), para todo
u—disco D (onde D é um disco de dimensdo u, com u = dim(W™")) transversal a W*(p)
em q, e para todo u—disco B* em W"(p) existe um disco D" C D que contem q tal que

Ing = 0 tal que f"(D") estd ¢ — C*'—prozimo de B*. (Ver Figura 1.3)

Como aplicacao do A — Lema, temos a seguinte definicao



30

Figura 1.3: A\-Lema

W*(p)

Fonte: Autoria Propria

Definicao 1.11. Seja f € Dif f"(M) satisfazendo o Azioma A. Dizemos que f satisfaz

a condi¢ao de transversalidade se as variedades W*(p) e W"(q) sdo transversais para

quaisquer p,q € Q(f).

Essa condicao também é conhecida como pontos homoclinicamente relacionados.
Como essa condigao vale para todo ponto entao temos as relagoes
W*(p) M W*(q)

W#(p) b W*(q)
Um caso relacionado a transversalidade mas diferente sao os pontos homoclinicos.

Definicao 1.12. Dado um ponto q € M, dizemos que q ¢ um ponto homoclinico se

q € W¥(p) M W*(p), onde p € M.

A seguir iremos construir um difeomorfismo f de S%, que é Axioma A e satisfaz
a condigao de transversalidade. Antes disso, veremos como seu criador (Smale) teve tais
ideias. Veja que a forma mais tradicional de se descrever como os estados de um sistema
fisico evoluem com o tempo é usando expressoes algébricas. Mas, muitas vezes, a descri¢ao
de um sistema dinamico através de formulas é complicada, dada a complexidade de muitos
fenomenos naturais. Em vez de uma descricao algébrica, Steve Smale usou neste caso uma

mais geométrica, como se vera a seguir.
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Exemplo 1.5. [Ferradura de Smale] O conjunto nao errante consiste em trés conjuntos:
Q1 € ponto fixo repulsor, 23 € ponto fixo atrator e Qy € um conjunto de cantos em que
as selas periddicas (pontos que tem contra¢do e erpansao) sao densas. No polo norte
da esfera colocamos uma fonte hiperbolica €1y , e todo o hemisfério norte H,, inclusive o
equador, pertence a sua variedade instdvel W*(2y). Portanto, H_ indica o hemisfério sul,
f(H-) C Int(H_). Iremos comegar descrevendo f em H_. A aplicagdo linear l é linear
e comprime as horizontais com um fator de compressao 0 < \ < }L e expande as verticais
com um fator de erpansao p > 4. A aplicacao g entorta o quadrado central do retingulo
1(Q) formando assim uma ferradura F' e a translada para a posicao, como na Figura 1.4

abairo. Assim, Q N f(Q) tem duas componentes retangulares Ri e Ry que $ao 1magens

Figura 1.4: Construcao da ferradura

Iﬂ’.-"—'--.‘\
i \\
!
D2 /‘\ 1.}
m !

H| © —— i i
.oy 792= By
/ \K
9 7 TT/e
Fonte: [25]

dos retangulos Ry e Ry em (). Finalmente, no centro do disco IN)I = fDy, colocamos um
ponto fizo hiperbélico atrator Q5 e Dy C W*(Q3). Vamos analisar o conjunto Q = Q(f).
Sex € Hy ex nao é o polo norte entao x € errante, pois pertence ¢ variedade instdvel de
uma fonte. Se x € ﬁl, x # Q3 entdo x € errante pois pertence a4 variedade estdvel de um

pogo. Se x € Dy entio f(z) € Dy ex € errante. Se x € Dy, entio f(x) € Dy e x também
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¢ errante. Dai concluimos que, x € H_ e x # (3, entdo x sd pode ser nao errante se sua
orbita estiver inteiramente contida em @Q (Ver figura 1.5). Portanto, se x € Q, © # Qe

x € Qs3, temos que v € (), ["'Q = A. (Ver [25])

Temos também a definicao de um sistema dinamico cadtico.

Definicao 1.13. Dizemos que a aplicacao f : M — M tem sensibilidade as condi¢oes
wmictais no ponto xog € M se existir um numero € > 0 tal que toda vizinhanca de xog contém
um ponto yo tal que d(f™(zo), f"(yo0)) > €, para algum n € N. Se um sistema apresenta

senstbilidade as condicoes iniciais entao dizemos que tal sistema € cadtico.

Por exemplo a Doubling Map é cadtica. Com efeito, dado 0 < € < 1, para toda

vizinhanca V de x € % e qualquer ponto y € V, sendo r a distancia de z a y temos que:
d(z,y)=r

d(f(x), f(y)) = 2r

Assim, por indugao ganhamos que d(f™(z), f*(y)) = 2"r e portanto existe n sufientemente

grande tal que

d(f*(x), f"(y)) = 2"r > €

Observacao 1.2. Todo sistema que tem um ponto homoclinico transversal p tem uma
ferradura de Smale, e como sabemos a ferradura é um conjunto hiperbdlico e cadtico, ou

seja, todo sistema que tem ponto homoclinico é cadtico. (Ver [11])

De fato suponha que p seja um ponto fixo. Tomamos um retangulo "fino"paralelo
a W*(p) que contém p e q. Iterando f um namero grande de vezes, se o retangulo for
estreito o suficiente, podemos usar o A\-Lema para mostrar que a imagem do retangulo

terd a aparéncia mostrada na Figura 1.5.

Exemplo 1.6. Seja p um ponto fixo hiperbélico e g um ponto homoclinico. Entao o con-
junto hiperbdlico nesse caso é A = pUO(q), onde O(q) € a orbita de q. O ponto q é cha-
mado interse¢do homoclinica transversal e significa que W*(p) e W*(p) sdo transversais
em todos os seus pontos (orbitas) de intersecao. A transversalidade nao € necessariamente

ortogonal, mas apenas soma direta. (Ver Figura 1.6)
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Figura 1.5: Ferradura em torno de um ponto homoclinico

Fonte: [31]

Figura 1.6: Conjunto hiperbélico formado pela 6rbita de um ponto homoclinico uniao

com p
—~ —f—)_*4q)
¥ (g
P Vi
— /{ 3 J
/ ] 7 N\Fq)
| / “.
- e )
ey 2P g
W3 (p) Ia) ¢ . sl B _
LR 4 bt Ta
i Y J(a)
Mg,
a)
W*(p)

Fonte: Autoria propria

Nesse exemplo vemos que as variedades estaveis e instaveis de p se amarram pois

A é hiperbolico.

Definicao 1.14. Dada a decomposicio espectral por Aq, ..., A, podemos definir a pré-

ordem entre os \; da segquinte forma:

Ai > Ay & (WHA)\A) O (WP (A5)\A) # 0

ou seja, dr € M tal que w—limite de = estd em A; e a—limite de  estd em A;.
Definicao 1.15. Dizemos que a pré-ordem tem um k—ciclo se existem 14, ..., 1 tais que

Ai1 > Az‘2 .. Azk > Aik-o—l = Ail



34

Por exemplo se f é axioma A sem ciclo entao existe uma pecga basica atratora

(repulsora).

Teorema 1.6 (Teorema da Q—estabilidade). Se f € hiperbdlico e nao tem ciclos entao f
¢ Q—estdvel, ou seja, existe uma vizinhanca U C Dif f*(M) e para cada g € U existe um

homeomorfismo h : Q(f) — Q(g) tal que goh =ho f.

O Teorema da ()—estabilidade diz que o homeomorfismo h conjuga a dinamica

de f no seu conjunto nao-errante & dinamica de g no seu respectivo conjunto nao errante.

Teorema 1.7. Se f: M — M ¢ hiperbélico e nao tem ciclos entao para toda vizinhanca

V de Q(f) existe uma vizinhanca U C Dif f*(M) de f tal que Q(g) C V para todo g € U.

1.3 Folheacao

Uma folheagcao de dimensao ¢ de uma variedade diferenciavel é, a grosso modo,
uma decomposi¢ao de M numa uniao disjunta de subvariedades conexas de dimensao ¢
chamadas folhas. Os planos tangentes as folhas definem um campo de g—planos o qual é

dito completamente integravel. Formalmente temos

Definigao 1.16. Uma folheacao W de M de classe C" e codimensao p (dimensao q) é

uma colegao de cartas locais p; : Uy C M — R™ i € I tal que

1) Uie[ U=M

2) Se U;NU; # 0 as mudangas de coordenadas h;; = 007" ¢;(UiNU;) — @,;(U;NU;)
tem a forma (hij(x,y) = (h'(z,y),h*(y)), (z,y) € R™ P x RP e sio de classe C".

(Ver Figura 1.7)
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Figura 1.7: Folheagoes
[/'T.i

2

h-jj‘

Fonte: 23]

As componentes o; '(x, 1), com yo = constante, sdo denominadas placas de Uj.

As placas sao subvariedades mergulhadas de U; de codimensao p.

Uma folha de W é um subconjunto conexo que é uniao maximal de placas de W,

ou seja, se W é uma folha e o é uma placa com a N W # ) entao oo C W.

Seja uma C"-folheacao W de dimensao p de uma variedade M. Em cada ponto
x € M o espaco tangente a folha passando por x é um subespaco do espago tangente 7, M.
Eles dao origem a um subfibrado de T'M de dimensao p chamado de fibrado tangente
de W e é denotado por TW. Em geral um subfibrado de T'M nao é um fibrado tangente

a folheacao. Dizemos que E ¢é integravel se ele ¢ um fibrado tangente a folheacao.
Teorema 1.8. E" e E? sao integrdveis

Esse resultado esta relacionado com o Teorema da variedade estével para conjun-
tos hiperbolicos (Ver 1.3) e diz a respeito de integrabilidade de subfibrados, o que é de

grande importancia em sistemas hiperbolicos. Sua demonstracao requer um alto nivel de

tecnicidade e por isso serd omitida. Esta pode ser encontrada em [20].

Definigcao 1.17. A folheacao W? tangente a E° é chamada Folheacao Estavel e a folhe-

acao W tangente a E* é chamada Folheacao Instavel do difeomorfismo f

A D f-invariancia do espaco tangente E°, 0 = u, s, e a unicidade da folheacao
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tangente a £ implica na seguinte proposicao.

Proposicao 1.1. A folheacio W é f—invariante, ou seja, f(W7) = Wi

O Teorema a seguir diz respeito a suavidade da folheacao.

Teorema 1.9. Seja f um C"—difeomorfismo. Entao a folheagao W é continua por

folhas C". As folhas dependem continuamente de x na topologia C”.

Esse Teorema é necessario pois sabemos da Definicao 1.16 que as folhas serem

suaves nao implica que a folheacdo é suave. Sua demonstracdao pode ser encontrada

em [20].

1.4 Dinamica Parcialmente Hiperbolica

A hiperbolicidade remonta aos tempos de Poincaré, quando foi descoberto a no¢ao
de ponto homoclinico. Mas falando da histéria moderna dos sistemas dinamicos, viajamos
até a década de 60, onde descobriu-se uma vasta gama de resultados sobre a estabilidade
e obstrucos para hiperbolicidade. Alguns nomes que marcaram época foram Peixoto,
Kupka, Smale, Anosov, Palis, Mane, Melo, Newhouse, dentre outros. Dai por diante, o
estudo da dindmica parcialmente hiperbolica comecgou a tomar corpo com os trabalhos de

Brin, Pesin, Hirsch, Pugh e Shub.

O estudo dessa forma mais fraca de dindmica se motiva pois os sistemas dinami-
cos que satisfazem as condicoes de hiperbolicidade muitas das vezes sao raros de serem
encontrados no mundo fisico. Por isso, estudou-se estratégias para enfraquecer a no-
¢ao hiperbolica gerando assim propriedades mais gerais como decomposi¢ao dominada e

hiperbolicidade parcial, que é um caso particular da decomposicao dominada.

Definicao 1.18. Seja f : M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto compacto
wmwvariante. Dizemos que TAM = E @& F ¢ uma decomposi¢cao dominada se existem

C >0, 0< A\ <1 satisfazendo as sequintes condi¢coes:

a)
Tf(x)(Ex) = Ep@)
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Ve
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Yv e E, Ywe F, Ve € A\,n > 0. Em outras palavras, quando n € grande a maior
expansao de T f" sobre E é menor que a maior contracao de T f™ sobre F e torna-se

exponencialmente menor conforme n cresce,

¢) x+— E, é continua. (Controle de dngulos)

Note que a hiperbolicidade parcial é uma decomposicao dominada da forma

E=FEFoFkelF=LE"0ukl=FE¢elF=FE®E"

Definigcao 1.19. Seja f : M — M um difeomorfismo e A um conjunto compacto invari-
ante. Dizemos que A C M ¢ parcialmente hiperbdlico se T\M = E*® E*® --- @ E",
onde pelo menos um dos subfibrados E* ou E™ € hiperbdlico, ou seja, E* é uniformemente
contrativo e/ou E™ é uniformemente expansor (Ver [11]). Além disso E* @ ---® E™" ! ¢

dominado (por baizo pela contracio de E' e por cima pela expansio de E™).

Em particular, podemos escrever ThAM = E°* & E° @ E*. Assim, a diferencial
T f(x) contrai uniformemente se, dado v € T'f(z), v € E*® e expande uniformemente se
v € E" e pode contrair ou expandir na direcao E°, mas nao contrai tanto como em E° e

nem expande tanto como em E".

Definicao 1.20. Dizemos que a decomposicio T\M = E'® E*®---® E™ é volume hi-

perbdlico em A se Im > 1 tal que o jacobiano |det(T f|g(v)| < 1 e|det(T f|gm(v))| > 1.

Note que a definicao de parcialmente hiperbolico é mais forte que o volume hi-

perbdlico.

Exemplo 1.7. Vamos comparar o comportamento do conjunto parcialmente hiperbolico
e volume hiperbolico no subfibrado E™. Nesse caso, para a hiperbolicidade parcial todas as

diregoes de E™ sao expandidas via derivada T f|gn. Por outro lado, no conjunto volume

hiperbdlico, dizer que |T f|gn(v)] > 1 € o mesmo que dizer que a média das diregies é

expandida, ou seja, seu volume € expandido. Entretanto, diferente da hiperbolicidade
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parcial, uma das direcoes pode contrair. Por ezemplo, considere a funcdo f : R? — R3

dada por f(x,y,z) = (2x, %y, 3z). Sua matriz jacobiana A € dada por

2 00
A=|o0 Lo
0 0 3

e portanto o jacobiano de A em R3 serd |det A(v)| =3 > 1, o que significa que o volume
hiperbolico expandiu, mas na direcao da segunda coordenada contraiu, o que for compen-

sado com as outras diregoes de modo que a média ficasse acima de 1.

Definicao 1.21. Dizemos que f : M — M ¢ absolutamente parcialmente hiperbdlico

se A= M € um conjunto parcialmente hiperbdlico.

Exemplo 1.8. Seja SL(d,Z) = {matrizes de ordem d com coeficientes inteiros e det =
1}. Seja B € SL(d,Z) com algum autovalor fora do circulo unitdrio do plano complezxo.
Considere o automorfismo linear associado f : T — T¢. Entdo f € parcialmente hiper-
bolico. De fato, basta tomar E® associado aos autovalores com maodulo < 1, E° associado

ao0s autovalores com mddulo =1 e EY associado aos autovalores com modulo > 1.
Proposicao 1.2. O conjunto dos difeomorfismos parcialmente hiperbolico é aberto em
Dif f*(M)

Teorema 1.10 (Teorema de Crovisier-Pujals-Sambarino). Considere A um conjunto hi-
perbdlico compacto invariante. Entdao qualquer difeomorfismo f € C' pode ser aprozimado

por um difeomorfismo g com as sequintes caracteristicas:

e Se g possui uma decomposicao parcialmente hiperbilica sem pocos e sem fontes,

entao

TA\M =E°®E{®---©®E;,®LE"
onde, E é unidimensional.

e g ¢ u difeomorfismo que exibe uma tangéncia homoclinica.

O Teorema diz que qualquer difeomorfismo pode ser aproximado por um difeo-
morfismo parcialmente hiperbolico ou por um difeomorfismo que apresente uma tangéncia

homoclinica. Veja que o Teorema esté associado a topologia C*.
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Seja f € Dif fr(M), r>1e A C M um conjunto compacto invariante de forma

que A tem uma decomposicao dominada Ty M = E* ® E¢, dim E*® > 1.

Definicao 1.22. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno o conjunto estdvel forte de x € A

€ dado por

We(z) ={y € M/3c>0,Yn >0, com d(f"(y), [M(x)) < Ce " -min{m (T f"|g:(x)),1}}

IS | e (@)@

onde m (T f" o

ge(z)) = min

Ou seja, W**(x) é o conjunto de pontos cuja orbita converge para a orbita de x

mais rapido do que todas as contracoes do espaco central.

Se TAM = E°@® E", o conjunto instavel forte W"(z) de f é o conjunto estavel

forte de f~1.
Teorema 1.11 (Hirsh-Pugh-Shub). Seja f : M — M, difeomorfismo de classe C", r > 1

e AN C M um conjunto compacto invariante tal que TAM = E°* @& E° @ E*. Entao,

a) Yo € A\; W (z) € uma subvariedade C™-mergulhada, difeomorfa a RYI™E @) ¢ tan-
gente a E*(x).

b) W#(x) nao depende de e, desde que € > 0 seja suficientemente pequeno.

c) Sejam x,y € A, entao W**(x) e W*(y) coincidem ou sao disjuntos.

d) Vn >0, seja D,(z) C W*(z), o disco centrado em x de raio n contido na variedade
estavel forte, depende continuamente de x e de f na topologia C”.

Dizemos, entdo, que W**(z) é a variedade estével forte de x € A.

Observacao 1.3. (1) Se A = M, entao W**(z) € tangente a E° em todo ponto e a
reciprova vale nesse caso, ou seja, se tivermos uma C*-subvariedade tangente a E°

em todo ponto entao ela deve estd contida em W*5°

(2) r nao precisa ser inteiro. De fato, temos que existem todas as [r]-derivadas e a

[r]-ésima derivada € (r — [r])-Hdlder.
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(3) Temos que {W?**(x)}ren forma uma laminagdo conhecida como laminagao estdvel forte,
denotada por W**. Se A = M a laminacao € de fato uma folheagao, cujas folhas sao C”
e a variacao €, a pricipio, apenas continua, ou seja, cada W?** é C" mas na diregao
transversal € apenas continua, sem diferenciabilidade. Veja que a laminacao ndo estd

bem definida em todos os pontos, ao passo que a folheacao sim.

1.4.1 A aplicacao holonomia

Considere um C?—difeomorfismo parcialmente hiperboélico f com uma decompo-

sicao T f—invariante do fibrado tangente
T™M = E°® E°® E*

satisfazendo

T fps@)] < A

Tf puw| ™ > 1
onde 0 < A < min{1, u}

Seja W* a folheacao tangente ao espaco estavel E°. Fixe x € M, r > 0 e considere

a familia de variedades locais definida por
K(z) :={W?(z): 2z € B(z,r)} (1.1)
Escolha dois discos locais Dy e Dj transversais a familia IC(z), e defina a aplicagdo holo-
nomia 7 = 7(x, W) : D; — D; (gerado pela familia de variedades locais) por
T(y) = Do N Wi(z) sey = Dy N Wi(z),z € B(x,r)
Note que a holonomia é tangente a folheagao W**. Além disso, 7 € um homeomor-

fismo sobre sua imagem. Para ilustrar isso, nds representamos na Figura 1.8 a holonomia

7 com dominio Dy N W;(z;) (pontos amarelos) e imagem Dy N W;(z;) (pontos vermelhos).

1.5 Teoria Ergodica

A ergodicidade remonta ao fisico austriaco Boltzmann, que introduziu o termo

ergodico pela primeira vez no estudo de particulas de gas. O problema da teoria cinética



41

Figura 1.8: Aplicacao holonomia

Wi(z)

Fonte: Autoria propria

dos gases era explicar o comportamento dos gases no nivel macroscopico, como resultado
estatistico de todos os movimentos das particulas. Desde entdao, embora em sua formu-
lacao inicial a hipotese ergddica fosse ambigua, a teoria ergodica cresceu para ser uma
ferramenta 1til em muitos ramos da matematica e da fisica. Reformulacoes e desenvolvi-
mentos subsequentes transformaram a hipdtese ergddica original na afirmacao: o tempo
médio de visita a qualquer subconjunto mensurdvel E existe e € igual a medida de F, para

quase todo ponto x.

A teoria ergodica estuda o comportamento de sistemas dinamicos relativamente
a medidas que permanecem invariantes sob a acao da dinamica. Mais precisamente,
busca-se descrever as propriedades que sao validas para quase toda trajetoria do sistema,
relativamente & medida invariante (Ver [34]). Ao longo dos taltimos anos diversas aplica-
¢oes da Teoria Ergoédica tém sido feitas para resolver problemas nas mais diversas areas,
desde problemas em Teoria dos Numeros e Topologia até aplicacoes em Geometria Dife-
rencial e Probabilidade. Numa outra direcao, a riqueza da motivacao geralmente oriunda
da Fisica, torna a teoria ergodica promissora. Mas transportar os resultados e heuristica
obtidos através de experimentos e simulacoes de problemas fisicos para uma linguagem
matematica precisa é uma tarefa drdua e que pode gerar excelentes resultados do ponto

de vista matemaéatico.

O tema central da teoria ergodica é a dinamica das transformacoes que preservam
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medida. Considere um conjunto mensuravel & C M com medida positiva e um ponto
r € M qualquer. Estamos interessado em analisar o conjunto dos iterados de = que
visitam F, ou seja

{i=0:f(2) € B}
Sendo ainda mais preciso, o tempo médio de visita de x a E é dado por

7(E,z) = lim #{0 j<n—1|f/(z) € E} (1.2)

n—oo N

E natural nos perguntarmos se tal limite existe e se o tempo médio de visita é po-
sitivo. E foi pensando em algo desse tipo que Boltzmann introduziu o termo "ergddico"no

contexto do estudo de particulas de gas.

A hipotese ergodica citada acima afirma que para os sistemas que descrevem o
movimento das particulas de um gas, o tempo médio de visita a qualquer subconjunto

mensuravel E existe e é igual & medida de E, para quase todo ponto x (ver [34]).

Seja ¢ = f|g. Podemos reescrever 1.2 como

7(E,z) = lim — ng fi(x (1.3)

n—oo N

A seguir definimos uma medida invariante

Definigao 1.23. Seja (M, B, ) um espaco de medida e seja f : M — M uma transfor-

magao mensurdvel. Dizemos que a medida |1 € tnvariante por f se
p(fHE)) = u(E) para todo conjunto mensurdvel E C M.

Neste caso dizemos que [ preserva .

Note que a definicao 1.23 faz sentido uma vez que a pré-imagem de um conjunto
mensuravel por uma transformacao mensuravel ainda ¢ um conjunto mensuravel. Em
outras palavras, ela significa que a probabilidade de um ponto estd num dado conjunto é

igual a probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto.

Definicao 1.24. Um difeomorfismo f em uma variedade Riemanniana compacta suave
M preservando uma medida suave v € dito ergddico se para qualquer conjunto mensurdvel
f—invariante E C M ou u(E) =0 ou p(M\FE) = 0. Se qualquer pequena perturbagao de

f preservando v for ergddica dizemos que f é estavelmente ergodico.
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A exemplo disso, temos o Teorema de recorréncia Poincaré.

Teorema 1.12 (Teorema de recorréncia de Poincaré). Seja f : M — M uma transfor-
magao e u uma medida invariante por f finita. Entao para todo mensurdvel E C M

com w(E) > 0 e para p—quase todo x € E ezistem infinitos valores de n para os quais

f"(x) € E (Ver [34]).

Prova do Teorema 1.12. Seja Ey o conjunto dos pontos x € E que nunca retornam para
E. Primeiramente, vamos provar que Fjy tem medida nula. Para isso, observe que as pré
imagens f~"(FEjp) sao disjuntas duas-a-duas. De fato, suponhamos que existem m >n > 1
tais que f~™(Ep) intersecta f~"(Ep). Seja x um ponto na intersegao e seja y = f"(z).
Entao y € Ey e f""(y) = f"(x) € Ey, que esta contido em E. Isso significa que y volta
pelo menos uma vez a E, o que contradiz a definicao de Ejy. Esta contradicao prova que

as pré-imagens sao disjuntas duas-a-duas como afirmamos.

Observando que p(f~"(Ey)) = pu(Ep) para todo n > 1, porque p é invariante,

concluimos que

p (U f‘“(%)) = " ulf(E) =Y ulEy)

Como supomos que a media ¢é finita, a expressao do lado esquerdo é finita. Por outro
lado, a direita temos uma soma de infinitos termos, todos iguais. O tnico jeito dessa
soma ser finita é que as parcelas sejam nulas. Portanto, devemos ter u(Ey) = 0, tal como

foil afirmado.

Agora, denotemos por F' o conjunto dos pontos X € E que regressam a F apenas
um nimero finito de vezes. Como consequéncia direta da definicao, temos que todo ponto

x € F tem algum iterado f*(x) em Ey. Ou seja,
FclJr*
k=0
Como p(Ep) = 0 e p é invariante, temos:
<M<Uf_k( ) > (fM(E)) =) u(E) =0
k=0 k=0 k=0
Portanto, u(F) = 0 como querfamos demonstrar. O

A ergodicidade é s6 a primeira de uma série de propriedades gradualmente mais

fortes utilizadas na descricao das transformacoes que preservam medida. Ainda assim é
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uma propriedade forte no sentido em que é frequente encontrar transformacoes que nao

sao ergodicas.

Por exemplo a mesa de bilhar origina transformacoes que nao sao ergodicas. E
provado que quando o bordo da mesa de bilhar é uma circunferéncia entao este sistema

nao é ergodico.

Um dos resultados fundamentais da teoria ergddica é o Teorema de Birkhoff. O
Teorema que serd enunciado a seguir é uma versao geral em que ¢ é uma funcao integravel

qualquer:

Teorema 1.13 (Birkhoff). Seja f : M — M wuma transforma¢io mensurdvel e seja p

uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao integrdvel o : M — R, o limite
Pla) = lim =" o(f(x)) (1.4)

existe em pu—quase todo ponto x € M. Além disso, a funcao @ definida dessa forma é

integrdvel e satisfaz

[ #@iinta) = [ e@ydntz)

O Teorema de Birkhoff saird como caso particular de um resultado mais geral, o

Teorema ergodico subaditivo.
O limite ¢ é chamado média temporal ou média orbital de ¢

A proposicao a seguir diz que as médias temporais sao constantes ao longo de

orbitas, em p—quase todo ponto.

Proposicao 1.3. Seja ¢ : M — R uma funcgao integrdvel. Entao,

~

o (f(x)) = ()

Dizemos que uma sequéncia de funcoes ¢, : M — R é subaditiva para uma

transformacao f: M — M se
¢m+n<gpm+gpnofm para todo m,n}l

Teorema 1.14 (Teorema subaditivo). Seja p uma probabilidade invariante para uma

transformacao f : M — M e seja ¢, : M — R, n > 1 uma sequéncia subaditiva de
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fungoes mensurdveis tal que i € L*(n). Entdo a sequéncia (%)n CONverge em (L quase
todo ponto para wma funcao f invariante @ : M — [—oo, +00). Além disso, o™ € L*(p)

e

1 1
/gpdu = lir{nﬁ/gond,u = ir%fﬁ /gpndu € [—o0, +00).

A prova desse Teorema pode ser encontrada em |34].
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2 Acessibilidade

Neste capitulo iremos estudar a propriedade de acessibilidade de um difeomor-
fismo parcialmente hiperbélico usando como base o artigo de Dolgopyart e Wilkinson [13]
intitulado: "stable accessibility is C'-dense". Este trabalho foi publicado pela revista

Astérisque em 2003 e surgiu a partir de uma conjectura de Pugh e Shub [27].

Defini¢ao 2.1. Um us—caminho € um caminho v : [0,1] — M constituido de um nimero
finito de arcos consecutivos, cada um dos quais € uma curva contida numa unica folha

W* ou W*. Denotamos um us—caminho por [p,q|;.

Por exemplo, se [ = 5 obtemos um us—caminho com 5 arcos e uma colecao de 6

pontos de intersecao {zo = p, 21, 22, 23, 24, 25 = q}. (Ver figura 2.1)

Figura 2.1: Um us—caminho conectando os pontos p e ¢

W (z)

Wt (z3)

Fonte: |26]

Definigao 2.2. Seja P(M) a cole¢ao de todos os subconjuntos da variedade M. Seja
PH"™(M) o conjunto dos C"—difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos de M. Dizemos
que f € PH"(M) € acessivel em X € P(M) se, Vp,q € X, existir um us—caminho, C*

por partes, de p para q cujo vetor tangente sempre esta em E" U E°.

Definicao 2.3. A classe de acessibilidade de p € M € o conjunto de pontos ¢ € M que
sao pontos acessiveis a partir de p. Se houver apenas uma classe de acessibilidade, isto é,

cada q € acessivel a partir de cada p, dizemos que f tem a propriedade de acessibilidade.
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Definicao 2.4. Dada uma medida de volume Riemanniana p definimos
PH, (M) :={f € PH"(M); fu(n) = n}

ou seja, PHZL(M) é o conjunto dos C"—difeomorfismos parcialmente hiperbolicos de M

tal que a medida p € preservada pelo pull back.

Definicao 2.5. Seja w uma forma simplética de M definimos
PH;(M) :={f € PH"(M); f*(w) = w}

ou seja, PHI, (M) € o conjunto dos C"—difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos de M

tal que a forma w € preservada pelo push forward.

Se f tiver a propriedade de acessibilidade, entao E* & E* nao é integravel. De
fato, nao existe uma folheacao tal que o espago tangente em cada ponto z da folheacao
seja B® @ E* pois se existisse tal folheagao, a classe de acessibilidade de qualquer ponto
p € M seria somente uma folha da folheacao passando por p, e portanto f nao teria a

propriedade de acessibilidade.

Definigao 2.6. Se todo difeomorfismo g C'—proximo de f tem a propriedade de acessi-

bilidade, dizemos que [ € acessivelvelmente estdvel.

Definicao 2.7. O difeomorfismo f € acessivel médulo X € P(M) se, para todo
p,q € M, existem Xy,..., X, € X e um us—caminho de f: de p para Xy, de X, para q e

de X,, para X1, param=1,...,r — 1.

Definicao 2.8. Dizemos que f ¢ uniformemente acessivel modulo X se, f ¢ acessivel
modulo X e AN € R e tal que 0s us—caminhos sao escolhidos de modo que cada arco tenha

comprimento menor do que N e a quantidade de arcos seja menor do que N.

Afirmagao 2.1. Se f € estavelmente acessivel mddulo {X1,...,X,} e f € estavelmente

acessivel em cada X; entao f € estavelmente acessivel.

Prova: Segue diretamente das defini¢oes 2.6 e 2.8.

Defini¢ao 2.9 (Acessibilidade Essencial). Um difeomorfismo parcialmente hiperbolico f
¢ essencialmente acessivel se todo conjunto mensurdvel composto pela uniao de classes de

acessibilidade tiver volume total ou nulo.
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O artigo de Dolgopyat e Wilkinson [13] surgiu de uma tentativa de provar a

seguinte conjectura de Pugh e Shub.

Conjectura 2.1. A Acessibilidade Estdvel ¢ C"-densa em PH"(M) e PH}(M).

Ainda inspirado no Teorema 2.2 Pugh e Shub também conjecturaram:

Conjectura 2.2. Um C%—difeomorfismo parcialmente hiperbélico preservando volume

com a propriedade de acessibilidade essencial é ergodico.

Finalmente, combinando as conjecturas 2.1 e 2.2, eles conjecturaram:

Conjectura 2.3. A ergodicidade estdvel é C"—densa em PH; (M).

A seguir enunciamos o Teorema central deste trabalho, segundo o qual nos pro-

pomos a estudar sua prova.

Teorema 2.1. Para todo v > 1, a acessibilidade estavel é C' densa no conjunto dos
C"-difeomorfismos parcialmente hiperbolicos de M. Além disso, se M é uma variedade
simplética entdo a acessibilidade estdvel é C* densa no conjunto dos difeomorfismos sim-

pléticos parcialmente hiperbolicos.

Quando nés dizemos que o difeomorfismo f preserva volume queremos dizer que
f preserva a medida de probabilidade i que se encontra na classe de medida de um volume

Riemanniano m de M. (Ver 1.23)

O Teorema 2.1 possui varios Corolarios. O primeiro deles diz respeito & transiti-
vidade topologica de difeomorfismos parcialmente hiperbolicos e segue imediatamente de

um Teorema de Brin (Ver [7]).

Corolario 2.1. Para r > 1, existe um conjunto C*—aberto e denso de difeomorfismos
topologicamente transitivos em ?H;(M). Se M tem uma forma simplética w, entdo existe

um conjunto C'—aberto e denso de difeomorfismos transitivos em PH!(M).

Esse corolario é falso sem a suposicao de que o difeomorfismo preserva volume.
Niticd e T6rok mostraram em [24| que existe um conjunto aberto de difeomorfismos aces-

siveis nao transitivos. Embora seja plausivel que para um conjunto aberto e denso de
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C!—difeomorfismos no espago P" (M), existam apenas um ntmero finito de componentes

de transitividade, ou seja, nao ¢ um corolario direto do Teorema 2.1.

M. Arnaud mostrou em [1] que se M é uma variedade simplética de dimensao 4,
entao os difeomorfismos estavelmente transitivos em Dif f7 (M) sdo parcialmente hiperbo-
licos. Portanto, ha uma imagem completa em dimensao 4 dos difeomorfismos estavelmente

transitivos, que resumimos no proximo corolario.

Corolario 2.2. Seja M uma variedade simplética com dim(M) < 4. O C'—fecho dos
difeomorfismos estavelmente transitivos em Dif f7(M) coincide com o C*'—fecho dos par-

citalmente hiperbolicos.

Em outras palavras, toro invariante é essencialmente o Gnico obstaculo para tran-
sitividade topologica na categoria simplética, pelo menos se dim(M) < 4. Dolgopyart e

Wilkinson conjecturaram que o mesmo ¢é verdadeiro no caso que preserva volume.

Conjectura 2.4. No espaco dos difeomorfismos que preservam volume, o C'—fecho dos
difeomorfismos estavelmente transitivos coincide com o fecho dos difeomorfismos que ad-

mitem uma decomposicao dominada.

Embora os resultados do artigo de Dolgopyart e Wilkinson possam ser titeis para
atacar esta conjectura, algumas outras ideias sao necessarias para resolver este problema.
Aqui, observamos apenas que em [3] é apresentado um exemplo que preserva volume que
estavelmente transitivo, mas nao parcialmente hiperbdlico. A. Tahzhibi anunciou uma

prova de que esses exemplos sao, de fato, estavelmente ergddicos.

A nocao a seguir é naturalmente mais fraca que acessibilidade. Vamos precisar

também da seguinte definicao.

Defini¢ao 2.10 (center bunched). Sejam v,vV,~,7 fungdes positivas positivas tais que
(i) v,v < 1.
(ii) v <y <y t<v

(iir) [ Tf(v)|| <v(p), sev e E(p).

(iv) v(p) <|ITf(v)| <77 sev € E*(p).
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(v) 77 <|[Tf(v)l| sev € E*(p).

onde v € qualquer vetor unitdrio em T,M. Entao um difeomorfismo parcialmente hiper-

bolico € dito center bunched se as fungoes v,V,~,7 sao escolhidas tal que
v< gy e v<yy

Definicao 2.11. Um difeomorfismo [ tal que E“ = E°* & E° e B = E* @ E° sao

integrdavers € dito dinamicamente coerente.

Pugh e Shub provaram o seguinte teorema:

Teorema 2.2. Seja f € PHEL(M). Se [ € center bunched, dinamicamente coerente,

essencialmente acessivel e W€ é Lipshitiziana, entao f é ergddico.

O Teorema 2.2 refere-se a difeomorfismos parcialmente hiperbolicos no sentido
mais forte descrito anteriormente, mas recentemente Burns e Wilkinson [6] mostraram que
esses resultados se estendem a classe maior de difeomorfismos parcialmente hiperbolicos

(ou seja, satisfazendo condig¢oes adicionais de center bunched).

O Teorema 2.1 implica em outro corolario que é dado a seguir

Corolario 2.3. No conjunto dos difeomorfismos center bunched e dinamicamente coeren-

tes em PH (M), a ergodicidade estdvel é C* aberto e denso

O Corolario 2.3 implica que existe uma vizinhanca U de f, C'—aberta em PH: (M)
em que a ergodicidade estavel é C'—aberta e densa, onde f é a aplicacdo tempo t de um
fluxo Anosov, uma extensao de grupo compacto de um difeomorfismo de Anosov, um
automorfismo ergodico de um toro ou uma nilvariedade, ou uma translacao parcialmente

hiperbdlica em um espaco homogéneo compacto.

A seguir daremos uma ideia da prova do Teorema 2.1 do artigo de Dolgopyat e

Wilkinson (Ver 2.1).

Para provar o Teorema 2.1 primeiro encontramos uma colecao de discos disjuntos
de M, onde cada disco é aproximadamente tangente a diregao central £¢. FEscolhemos
essa colecao grande o suficiente para que f seja acessivel, modulo esses discos. Mais pre-

cisamente, para cada p,q € M existe uma sequéncia finita de us—caminhos de f com o
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primeiro caminho comecando em p e terminando em um dos discos, o Gltimo caminho
comecando em um disco e terminando em ¢. Todos os caminhos intermediarios come-
cam e terminam em discos, cada caminho comecando no disco onde termina o caminho
anterior. Em seguida perturbamos f em uma pequena vizinhanca e vemos que se essa
vizinhanca e o tamanho da perturbagao forem ambos suficientemente pequenos entao o
sistema perturbado ainda estara acessivel, modulo a colegao desses discos (Ver Definigao

2.7).

A estrutura da demonstragio se apoiara em trés lemas principais. No Lema (2.1)
mostraremos que ¢ possivel perturbar f numa vizinhanca desses discos por uma pequena
Cl-perturbacao para obter determinado g estavel e acessivel. Concluimos a acessibilidade
estavel mostrando que quaisquer dois pontos em um dado disco podem ser conectados
por um us-caminho de g e de qualquer pequena perturbacao de g. Uma vez que qualquer
pequena perturbacao ainda é acessivel moédulo esses discos, isso garante a acessibilidade de

g. No Lema (2.1) ser& o tnico lugar onde & essencial que a perturbagao seja C' pequena.

Quando analisamos o efeito de perturbar f em E" e E° descobrimos que no
ambiente C'! a contribui¢ao da perturbagao para E“(p) e E*(p) perto de p é maior do que

as contribuicoes combinadas ao longo do resto da orbita de p.

Observacao 2.1. Essa técnica ndo pode ser aplicada no ambiente C%. Para isso, se-
ria necessdario uma analise mais sutil e delicada levando-se em consideracao 0s vdrios

primeiros retornos para se estabelecer um resultado andlogo a esse em C?.

2.1 Demonstracao do Teorema 2.1

Demonstragdo. Seja f € PHy(M)ed > 0dados. Nosso objetivo é encontrar g € PH; (M)

estavelmente acessivel com dei(f, g) < 6.

Defina uma fungdo R : P(M) — N U {co} da seguinte forma. Para qualquer
X € P(M) seja R(X) o menor J € NU {oo} satisfazendo

F(X)NX#0 (2.1)

com |i| = J 4+ 1. Em outras palavras, R(X) ¢ um momento anterior ao primeiro retorno

do difeomorfismo ao conjunto X.
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Note que R(B,(p)) — per(p) se p — 0. Com efeito, quando p — 0, entdo por
continuidade temos que R(B,(p)) = min{|i| — 1; f(X) N X # 0} = R(B,(p)) = per(p)

Se p nao é periddico dizemos que per(p) = oc.

Em seguida fixamos um sistema de cartas locais em M. Em muitas ocasioes nos

referimos a decomposicao ortogonal R” = R* @& R® & R?.

Seja B™(v, p) uma bola de centro v € R" e raio p com a norma do supremo nas co-
ordenadas. De maneira geral, usaremos a notagao B*(v, p), onde a = u, ¢, s, c+u, c+s, u+s

para denotar a bola de centro v e raio p com a norma do supremo no espago v + R,
Aplicando o Teorema de Morse sobre a equivaléncia das formas de volume obte-
mos, para qualquer p € M, uma aplicacao C*

v, : B"(0,1) = M

tal que:

1) p(0) =p
2) T oy, envia o splitting 7" o R" = R* @& R® & R® no splitting T,M = E* & E° @ E*
3) ¢, envia campos livres de divergéncia em campos livres de divergéncia.

4) p — ¢, é uma aplicacdo uniformemente continua de M em C*(B"(0,1),M). A

dependéncia de ¢, em f também é continua.

Com relagdo aos campos livres de divergéncia citados no item (3), tratam-se de
campos vetoriais com divergéncia zero em todos os vetores do campo, ou seja, 0 campo
nao tem pocos ou fontes. Precisamente, um campo de vetores livre de divergéncia em R"”

é localmente expresso como um produto exterior de (n — 1)—gradientes.

Como nao assumimos que E°¢ é tangente a alguma folheacao trabalharemos com

variedades aproximadas.
Definicao 2.12. Para p € M, seja V,(p) = ¢,(B(0, p)). Dizemos que V,(p) € um disco

c-admissivel de centro p e raio p e escrevemos r(V,(p)) = p

Se D é um disco c—admissivel de centro p e raio p, entdo para € (0, 1) denotamos

por SD o disco de centro p e raio Sp.
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Uma familia c-admissivel é uma colecao finita de discos c—admissiveis disjuntos

dois-a-dois.

Se D ¢é uma familia c—admissivel e § < 1 entao temos que

8D = {BD;D € D}

|D| - UDeD D

e 7(D) = suppep (D)

R(D) =R(ID])

A seguir enunciamos trés lemas necessarios a prova do Teorema 2.1. Suas de-

monstragoes sao dadas nas secgoes de acessibilidade global e acessibilidade local.

Lema 2.1 (Acessibilidade em discos centrais). Sejam f € PH (M) e 6 > 0 dados.
Entao existem J > 0 com a sequinte propriedade: Se D € uma familia c-admissivel com

r(D) < J~' e R(D) > J, entdo para todo 0 >0 e 3 € (0,1), existe g € PH},(M) tal que

1) dea(f,g) <9
2) deo(f,9) <o

3) Para cada D € D, g é estavelmente acessivel em SD.

Esse Lema garante nao so acessibilidade em cada disco mas acessibilidade estéavel,

e por isso serd o mais trabalhoso dos trés para se demonstrar.

Podemos assumir que os pontos fixos de f? sdo isolados, para todo i > 1. Essa
propriedade é C"-densa em Dif f (M), isto é, o conjunto dos C"-difeomorfismos que tem

essa propriedade é denso. Com essa suposicao adicional obtemos o seguinte Lema.

Lema 2.2 (Acessibilidade médulo discos centrais). Seja f € PHJ (M) dado. Suponha
que 0s pontos fizos de f' sdo isolados para todo i > 1. Entdao, para todo J > 0 existe uma

familia c—admissivel D tal que

1) r(D) < J™!

2) R(D)>J
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3) f € uniformemente acessivel mddulo %D

Em outras palavras, existe um conjunto denso em PHZ;(M) tal que todo elemento

desse conjunto tem uma forma fraca de acessibilidade.

A seguir temos o ultimo dos trés Lemas que nos ajudarao a provar o Teorema

2.1.

Lema 2.3 (Persisténcia de acessibilidade modulo D). Eziste g > 0 de forma que, dado
0 < g, dada uma familia c—admissivel D, com f uniformemente acessivel mdodulo %D €

dado B € (%, 1), 30 > 0 tal que qualquer g € PH, (M) satisfazendo

1) dC'l(fag) <9

2) deo(f,9) <o

é acessivel mddulo BD (e consequentemente g € estavelmente acessivel mddulo BD, pois

1) e 2) sejam condigoes abertas)

Note que os Lemas 2.2 e 2.3 complementam um ao outro. O Lema 2.2 implica
uma acessibilidade mais fraca no sentido de ser acessivel modulo os discos. Isso enfraquece
a noc¢ao pois dentro de cada disco o us—caminho nao necessariamente ird se cruzar nas
variedades estaveis e instaveis. O Lema 2.3 diz que se as propriedades forem abertas entao

é possivel obter g acessivel modulo os discos.

A prova do Teorema 2.1 segue dos lemas 2.1, 2.2 e 2.3. Com efeito, sejam f e
d dados. Apds uma perturbacio C"-pequena podemos assumir que os pontos fixos de f?

sao isolados Vi. Podemos assumir que § < dg, onde §y é dado pelo Lema 2.3.

Escolha J de acordo com o Lema 2.1. Pelo Lema 2.2 existe uma familia c—admissivel

D, com R(D) > J e r(D) < J~! tal que f ¢ acessivel modulo iD.

Agora fixe g € (%, 1) e escolha o de acordo com o Lema 2.3. Aplicando o Lema
2.1 obtemos g € Dif fi (M) com dei(f,g) < d e deo(f,g) < o tal que g é estavelmente
acessivel em D com D € D. Pelo Lema 2.3 g também ¢é estavelmente acessivel modulo

3D,

Portanto g é estavelmente acessivel. Isso mostra o Teorema 2.1. O
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Para completarmos a prova do Teorema 2.1 precisamos mostrar que também

valem os trés Lemas apresentados anteriormente.

As provas dos Lemas 2.2 e 2.3 serao apresentadas na proxima secao e a prova do

Lema (2.1) é dada na segao 2.2.

Os argumentos da secao 2.2 tornam-se mais simples se £ for integravel, isto é, se
existir uma folheacao ¢ tal que o espaco tangente em cada ponto x € W€ é igual a E°.
Assim, poderiamos trabalhar com discos em E¢ ao invés de discos c-admissiveis. Nesse
caso, para construir uma familia de discos centrais satisfazendo as condi¢oes do Lema 2.2
deve-se tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno, escolher {p,} e tomar D como a unido de
discos centrais unitarios centrados em p;. Caso E° nao seja integravel, a demonstracao
torna-se muito mais dificil pois precisamos trabalhar com discos que sao aproximadamente
tangentes a F°, no entanto a ideia permanece a mesma. A parte mais dificil da prova é a

secao 2.3 onde a abundancia de C!'—perturbacoes é crucial.

2.2 Acessibilidade Global

Nessa secao vamos provar os Lemas 2.2 e 2.3

Demonstra¢ao do Lema 2.2. Seja J > 0 dado. Defina A := {p € M;per(p) > J + 2}.
Como os pontos fixos de f7 com j < J+ 2 sao isolados entao existem z1, ..., x,, € M tais

que A= M\ {z1,...,z,}. Para p > 0seja U,(p) := ¢,(B™(0, p)).

Lema 2.4. Ser > 0 € suficientemente pequeno, entao todo p € |JU,(x;) pode ser conec-
tado a um ponto em M \ |JU,(z;) por um us—caminho com um inico arco. (Ver Figura

2.2)

Seja r de acordo com o Lema 2.4 e seja A, = M \ |JU,(z;). Suponha que r seja
suficientemente pequeno de modo que A, seja conexo. Como A, é compacto e contido em

A entdo existe py < 55 (= 2pg < J7') tal que R(Usp,(q)) > J, Vg € A,.

Lema 2.5. Eniste K > 1 tal que, para py suficientemente pequeno, para todo p € M e
para todo qi,q2 € Uy k() existe um us—caminho, com dois ou menos arcos de g, para

algum ponto de V,,(q2). (Ver Figura 2.3)
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Figura 2.2: us—caminho conectando U, (z;) a M \ UU,(x;)

Fonte: Autoria propria

Figura 2.3: us—caminho conectando ¢; a ¢
U/J(,/K (p)

we Voo(g2)

Fonte: Autoria propria

De fato, como a decomposicao do fibrado tangente a folheacao ¢ uniformemente
continua e os espacos E°, F° e E" sao transversais entao segue que o angulo entre esses
espacos permanece uniforme e diferente de zero ao longo do transporte paralelo em um

caminho diferenciavel.
O Lema a seguir é chave.

Lema 2.6. Seja K > 1. Se py suficientemente pequeno, entao existe uma cobertura

de A, por um nimero finito de vizinhangas Uy, ..., Uy da forma U; = U, k(q;) e para
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1=1,...,k, os pontos p; € U; sao tais que

Vzpo(pi) ﬂ ‘/20(1(pj):®\VIi7éj €
VQPo(pi) ﬂ fm(‘/?ﬁ?o(pj)) :(D \V/Z,j e 0< |m’ <J

Assumindo como verdade (por enquanto) o Lema 2.6 vamos concluir a prova do

Lema 2.2.

Sejam Uq,...,Ug e p1,...,pr dados pelo Lema 2.6. Para i =1,...,c, seja D; =
Vapo (pi). Note que a colegao D = {Dy, ..., Dy} satisfaz as condicoes 1) e 2) do Lema 2.2,

se pp € suficientemente pequeno. De fato, temos que

1) 7(D) = supp,ep r(Ds) = supy,eu, 7(Vapo (pi)) = sup(2po) < J7

onde U; = U,y i (¢:), K > 1, py suficientemente pequeno.
2) R(D) = R(Up,epDi) = R(Up,ev, Vapo (pi)) =

= min{m - 1; fi(UpiGUz'V?po(pi)) ﬂ(UpiEUiVY?po (pl)) 7é @}

onde esse minimo é maior do que J, pois pelo Lema 2.6 temos

1 (Vapo (0)) [ (Vao () = 0

Vi,je 0 <|i| —1< i <J. Portanto vale a condigao 2).

O Lema 2.5 implica que, para todo p € B; existe um us—caminho com dois ou
menos arcos de p para algum ponto de %Di. Dai, segue que se B; N B; # () existe um
us— caminho com 4 ou menos arcos de algum ponto de %Di para algum ponto de %Dj.

(Ver Figura 2.4)

Como A, é conexa e as bolas B;, ..., B, cobrem A, nés obtemos, para qualquer
i, 7, sequéncia de discos Dy, = D;, Dy, ..., D, = D; tal que %Dam é conectado a %D

aAm+1

por um us—caminho para m =0,...,[ — 1.

Portanto, para qualquer p,q € A, existe uma sequéncia de discos Dy, ..., Dy,

. 1 1 1 1
e um us—caminho de p para 5Dy, de q para 3Dy, e de 5Dy, para 53Dy, ., para m =

0,...,8—1. O comprimento e o nimero de arcos desses caminhos é claramente limitado.

Como qualquer ponto de M \ A, = |JB,(x;) pode ser conectado a um ponto
em A, por um us—caminho com um arco, entdo f é uniformemente acessivel médulo

{iDy,..., 3Dy} (Ver Figura 2.5). Isso prova o Item 3) e portanto segue o Lema 2.2
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Figura 2.4: Um us—caminho conectando %Di a %Dj

1p,

B; B;
e 2
—~ ™~ ™~
i
Dj

Fonte: Autoria propria

1,
2

Figura 2.5: f ¢ acessivel modulo D = {Dy,--- , Dy}

D
D1 D2 D3 !

Fonte: Autoria propria

Entretanto, se ¢ ¢ A,, entdo pelo Lema 2.4 existe um us-caminho de ¢ que contém

m € A, (Ver Figura 2.6).

Retornemos pois, a prova do Lema (2.6)

Demonstracao do Lema 2.6. Comecamos a prova com o Lema de cobertura.

Lema 2.7 (Lema de cobertura). Para qualquer C > 0 existe um inteiro N > 0 tal que,

para todo conjunto compacto A C M para p > 0 suficientemente pequeno, e existem
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Figura 2.6: f é acessivel modulo D = {Dy,---, Dy} caso q ¢ A,

D,
Dl D2 D3 Y

Fonte: Autoria propria

qi,---,qx € A com as sequintes propriedades para i =1,... k:

1) AC Bp(‘h) U---u BP(Qk)

2) #4J; Bop(a:) N Beylg;) # 0 < N

Demonstracao do Lema 2.7. Existe K > 0 tal que para todo p < 1 e todo p € M, o
volume da bola B,(p) esta entre p"/K e Kp™. Seja N = (4C + 2)"K?. Este é um limite
superior para o numero de bolas disjuntas de raio p/2 que pode caber dentro de uma bola

de raio (2C' + 1)p.

Definicao 2.13. Seja f : M — M wma transformacao continua num espaco métrico
M, nao necessariamente compacto e seja K C M um subconjunto compacto qualquer.
Quando M é compacto basta considerar K = M. Assim, dados p > 0 e n € N, dizemos
que um conjunto E C M é um (n,p)—gerador de K (ou simplesmente p—gerador), se

para todo x € K, existe a € E tal que d(f'(x), f'(a)) < p para todo i € {0,...,n — 1}.

Em outras palavras,

K C U B(a,n, p),

ack
onde B(a,n,p) = {x € M : d(f!(x), fi(a)) < pparai=0,...,n — 1} éa bola dindmica de

centro a, comprimento n e raio p.

Também introduzimos a seguinte nocao dual.
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Definig¢ao 2.14. Dados p > 0 en € N, dizemos que um conjunto E C K ¢é (n, p)—separado
(ou simplesmente p—separado) se dados x,y € FE, existe j € {0,...,n — 1} tal que
d(fi(z), f(y)) = p. Em outras palavras, se x € E, entao B(x,n,p) ndo contem nenhum

outro ponto de E.

Sejam A e p dados. Seja S, C M um subconjunto maximal p—separado de A.
O conjunto S, existe pela compacidade de A. Afirmamos que S, é p—gerador de A. De
fato, pois caso contrario existiria x € A, com x ¢ S, tal que d(x,y) > p, Yy € S,, 0 que

contradiz a maximalidade de S,,.

Consequentemente, se ¢i, ..., q; sao elementos de S,, entao

ACB,(q1)U---UB,(qx)

Para p € S, seja N(p) := {q € S,; Bc,(p) N Bey(q) # 0}. Para cada ¢ € N(p),
a distancia d(p,q) < 2Cp, e entdo Bs(q) C Bpact1),(p). Como d(S,, A) > p, entdo
Bs(q) N Bs(q') = 0 para q,q" € N(p). Portanto, como #N(p) < N entdo segue o Lema

de cobertura.

O Lema 2.7 implica o seguinte Corolério:

Corolario 2.4 (Lema de cobertura forte). Seja C,J > 0 dados. FEriste um inteiro
N > 0 tal que, para qualquer conjunto compacto A C M, e para qualquer p > 0 existe

qi,-..,qx € A com as sequintes propriedades para i =1,... k:

e ACU,(q)U---UU,(qr)

o #{j;Ucp(a:) N f"(Ucy(q;)) # 0, para algum |m| < J} <N

Voltemos entao a demonstragao do Lema 2.6. Seja py < %, p1 =2 e py=4po.

Portanto p; < pp < p2. Com essa notacao temos que

RAUp, (P)) = R(Usp (p)) > R(Usp (p)) > J, Vp € A,

Para p € M e p > 0 definimos 7,(p) como a componente conexa de p em
©p(B“T*(0, p)). Para d(p,q) pequena o suficiente, a aplicagao ¢, ¢, distorce a estru-

tura euclidiana por um fator < 1.5. Em outras palavras, como ¢, 'y, € C* ¢ M ¢ uma
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variedade compacta, entao a norma da derivada de goq_lgop assume o maximo em 1.5.

Assim, considerando uma bola euclidiana de volume V', temos que ¢ 'y, (V) < 1.5V.

Suponha que p; seja pequena o suficiente para que esse limite de distorcao se

mantenha em todo p,q € U,,(z). A partir disso, para todo p € M e todo ¢ € T}, (p)

VQPO (Q) C UP1+3po(p) C Up2 (p) (2'2)

A segunda inclusao segue das definicoes de pg, p1 € ps pois

pl+3po=%+3po<4po=pz.

Tomando C =4K, A= A, e p = p; temos que,
Po
C’p:4Kp1:4K-?:4p0:p2

Desse modo, aplicando o Corolario 2.4 existem N > 0e q,...,q € A, tal que

(1) AT - Upl (Q1) U---u Upl (Qk)

(i) #{j/ Un(q) N f™(U,,(g;)) # 0, para algum |m| < J} < N

Para i = 1,...,k, seja U; = U,,(¢;). As vizinhancas Uy, ...,U, cobrem A,.
Dai, escolhamos py,...,p; indutivamente. Seja p; = ¢;. Como Vi, (p1) C Upy(p1) e
R(U,,y(p1)) > J temos que

Vapo (1) (V™ (Voo (P1)) = 0
para 0 < |m| < J.

Fixando 7 > 1 e suponha que os pontos py,...,p;_1 ja foram escolhidos. Quanto

a p; queremos escolher tal que

Vapo (p2) N ™ (Vapo (pi) = 0
com 0 < |m| < J, e
Vapo (D) (V™ (Voo (p)) = 0
com 0 < |m| < Jej <i. A primeira das duas propriedades é satisfeita se nos escolhermos

pi tal que Vo, (p;) C U, (qi). Pela equagdo 2.2 isto serd verdade se nds escolhermos

pi € T,,(g:). Portanto, vamos encontrar p; € T, (¢;) tal que

Vapo (Pi) V™ (Vapo (p3)) = 0 (2.3)
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para 0 < |m| < J e j < i. A vizinhanga U,,(g;) intersecta no maximo N conjuntos do

tipo f™(U,,(¢;)) para m € (—J, J). Dai, seja
Ti = {(J;m); Upo (@) O [ (Upy(a5)) # 0, onde j <i,|m| < J}
Portanto, #J; < N. Para g € M e |m| < J, seja V;"(¢q) a componente conexa de

f™(q) em Uy(f™(q)) N f™(Vi(q))

Consequentemente existe Cy > 1 tal que para todo p,q € M,

(i) Verp, (@) 2 F™ (Vany (9))
(i) Se U,,(p) N f™(U,,(q)) # 0 e py suficientemente pequeno, entdo V¢ (q) intersecta

Tc,p, em exatamente um ponto.
Para (j,m) € J;, seja p;-jm o ponto de intersegao de Ve (q) e To,p, (¢:), isto é
(D} =V, (05) NV Teop (¢:)
Considere a colecao desses pontos

P, = {p;,m; (], m) S Z} - TCOP1<qZ')

Os pontos de ¢, *(P;) estao sobre B***(0,Cop;) C R". Assim temos que existe
C1 > 0 tal que, para qualquer p > 0 e qualquer colecao finita de pontos @ C B“"#(0, Cyp)
existe um ponto v € B***(0, Cop) tal que d(v, Q) > z45.
Aplicando este fato aos pontos de go;ll (P;) nos concluimos que existe um ponto

pi € Ty, (q;) C U; tal que para todo p € P;,

1\ 1 > P1 > P1 9.4

Afirmamos que se p, é suficientemente pequeno entao p;, satisfaz 2.3, isto é, para
todo j <ie|m| < J,
Vapo (D) N ™ (Vapo (p5)) = 0
De fato, a afirmacao ¢ verdadeira para (j,m) tais que U,,(g:) N f™(Upy,(q;)) = 0. Entao,

suponha que (j,m) € J;. Vamos mostrar que

Vapo (pi) N Vi, (p5) = 0
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o que implicard o resultado, pois V&2 (p;) 2 f™(Vap,(p;))-

Vamos analisar o que acontece em R"™. Aplicando ¢, !, os conjuntos Va,, (pi) e
Ven . (pj) sdo respectivamente B¢(0,2p) e um conjunto que chamaremos de W. Mos-
traremos que B¢(0,2py) e W sao disjuntos, para po suficientemente pequenos. Isso sera
suficiente para mostrar que Vo, (p;) N VEL, (p;) = 0 pois ¢,, ¢ homeomorfismo. Por outro
lado, o conjunto V¢ (p;) ¢ um disco C"', tangente a M no ponto f™(p;) em E°(f™(p;)).
Assim, W ¢ um disco C*, tangente no ponto w; € W para a distribuicao uniformemente

continua T'p, '(E°). Note que a distribuicdo T'p, ! (E°) coincide com R em p;.
Seja wy = ¢, 1 (p;,,) € W. Segue da equagdo (2.4) que

2p1
3C'N

[wal| = [l (p1) — @, (D) || = (2.5)

Todas essas afirmacoes - sobre a suavidade de W, continuidade da distribuicao
TQD;EC, etc. se mantém uniformemente sobre p;, pp e |m| < J. Assim, para resumir as
observagoes anteriores, nés temos uma constante Cy > 0 e fungoes 61,0, : R, — R,
todas independentes de p;, pg e m, de modo que W esta contido no grafico de uma func¢ao

F : B¢(0,Cyp0) — R*T5. de classe C! com

(1) || DF(x1)]] < 61(||1]]) para algum x; € B¢(0,Cspy) (21 corresponde ao ponto
wy € W)

(2) [|[F(x2)|| > & para algum x5 € B(0,Capo) (22 corresponde ao ponto wy € W)

(3) [F(y) = F(x) = DF(x)(y — 2)|| < O2(|ly — =[]) para todo x,y € B(0, Capo)

(4)
lim#,(r) =0, e lim ba(r)

r—0 r—0 r

=0

Afirmamos que se py for pequeno o suficiente entdo ||F(x)| > 0, para todo
x € B¢(0,Cqp0). Isso é suficiente para mostrar que W N B¢(0,Cypy) = & pois o an-
gulo W e B¢(0,Cypg) serd positivo e portanto tais conjuntos sdo transversais com di-
mensoes complementares. Segue do item (3) que para todo z € B¢(0,2pg) e para algum

x1, Ty € B0, Copp) temos
[ F(2) = F(21)|| < |DF(21)(z — z1)[| + O2(|lz — 24]]) <

< |IDF (@) - |o — 21| + Oo((|lz — 21|]) < Ou(||21]]) - |2 — 21| + O2(]| 2 — 1))



64

< 01(Cap0)2Cspo + 02(2C5p0)

Analogamente, ||F(x2) — F(x1)|| < 01(C2p0)2C2p0 + 02(2C2p0). Assim, pela desi-

gualdade triangular
[1F (@) = [[F(z) + F(z1) = F1) + Fz) — F(zo)|| =
2 || F(z2)|| = [ F(x2) = F(a)l| = [[F(z1) = F(a)]]

> 28— 2[01(Cap0)2Csp0 + 02(2Cap0)]
C10

= B — 2050001 (2C2p0) — 202(2Cp0).

2
Se po for suficientemente pequeno, essa quantidade é positiva. Isso implica que

W é disjunto de B¢(0,2pg), que é o resultado desejado.

]

Demonstracao do Lema 2.3. Lembre-se que um difeomorfismo f : M — M é parci-
almente hiperboélico se o fibrado tangente a M se decompoOe como uma soma direta
T f—invariante TM = E* ® E° ® E° tal que T f expande uniformemente todos os ve-
tores em K™ e contrai uniformemente todos os vetores em E®, enquanto os vetores em
E¢ nao sao contraidos tao fortemente quanto os vetores de E° nem expandidos tao
fortemente quanto os vetores de E*“. Mais precisamente, para cada p € M, existem

0<a,<b, <1< B, <A, tal que:

1T,

ol <y < by Sm(Tpflee) < | Toflecll < B, < Ay <m(Tpfles)  (26)

onde m(T) = [|T Y~

Desejamos passar das condicoes infinitesimais dadas na definicao de hiperbolici-

dade parcial para condicoes locais. Para isso seja

a, (r) = maX) Hqu Es(q)H

q€Br(p

by (r) = min m (T, f

qEB; (p)

. 1 -1
Be(q)) qufflglrl(lp){HTq flee@ll ™}

B, (r) = max Hqu

q€Br(p)

Be(q)|

Ay ()= min m (T, fleg) = min (177 Flewoll '}

q€Br(p)

Pela continuidade de T'f escolhemos 1y > 0 e 6 < 1 tal que @, (ro) < 6 b, (o) €

A, (rg) < 8 B, (). Fixaremos 1y e escreveremos apenas @y, by, A, € B).
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Sejam F; e F, folheaces continuas com folhas de classe C* em M. Dizemos
que Fy é € (C°—) proximo de F; se dados p,q qualquer numa mesma folha de F; com
dz, (p,q) < 1, tivermos uma folha da folheagao F; passando por p e intersectando a e—bola

centrada em ¢. (Ver Figura 2.7)

Figura 2.7: A Folheagdo F; esta e (C'—) proximo de F;

Ns(fl)

Fonte: Autoria propria

Se a folheagdo Wy é e (C°—) proxima de Wy e W é e (C°—) proxima de W}
entao g ¢ acessivelmente estavel modulo SD, Ve > 0. Portanto precisamos mostrar que
dado € > 0 existe 0 > 0 tal que as condigoes do Lema (2.3) com este ¢ implicam as
e—proximidades das folheacoes dinamicas de g com as de f. Assim, teremos provado que

para todo p,q € B3, (f,p), a intersecao W*(g,p) N B.(q) # &. (Isto é, substituimos 1
2

To

na distancia dz, por %, o que ¢ suficiente pois a bola unitéria pode ser coberta por um

nimero finito de bolas de raio 7).

Vamos fazer o caso em que Wy é € (C°—) proxima de W;. O outro é inteiramente

analogo, basta considerar a dinamica de f~!.

Defina a,(n) por
ap(n) == oy - ap(p) - .- pnerp)
onde a € {a, A, b, B}

A hiperbolicidade parcial implica que dado n € (0, 1) existe uma familia continua

de cones K°* em torno de E* @ E° tal que

(a) TF(K™(p)) C K*(f(p))-
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(b) K & uniformemente transversal a E.

(c) Para qualquer v € K(p)
1T ()]l >ap vl

Seja dy suficientemente pequeno. Se f for substituido por qualquer g tal que

der(f, g) < 0o entdo K ira satisfazer as condigoes (a), (b) e (¢) dadas anteriormente.
Seja ¢ € Wi(p) e dyys (p,q) < 2. Entao

ApQf(p) -+ AFN-1(p)

=3
[y
=
I
[y
Z
S
N
Sl
=
2
I

Seja V' um disco topoldgico transversal a W;(p) em ¢ de dimensdao = dim(E" © E°) tal
que TV pertenca & K (por exemplo, poderiamos tomar V = ¢,(B"*¢(0,1))).

Por outro lado, dado n, podemos encontrar ¢ tao pequeno tal que deo(f,g9) < o
implica que

d(g"(p),g"(V)) < 2a,(n)

Como T'¢"(V) ¢é uniformemente transversal a E° existe C' = C(f) tal que a
intersecao W5 (g"(p)) N g"(V) contém um ponto z onde d(g"(q),z) < C @, (n). Conse-
quentemente g~"(z) € Wy (p). Portanto, se n for suficientemente grande, Wy é e—proximo

de W. (Ver Figura 2.8)

Figura 2.8: Intersegao de g"(V') com Wy (g"(p)) usando a familia de cones K (p)

Wit(p)

W5(g"(p))

Fonte: Autoria propria
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2.3 Acessibilidade Local

Prova do Lema 2.1. Como f é parcialmente hiperbolica e o conjunto dos parcialmente
hiperboélicos é aberto entdo existe d, > d tal que qualquer g na topologia C! ainda é

parcialmente hiperboélico.

Como nossas perturbacoes sao locais é conveniente adaptar as estruturas que

usamos para a vizinhanca de um ponto p. Assim, para cada p € M devemos associar:

(1) Uma vizinhanga U, = ¢,(B™(0, 1)),

(2) Uma estrutura Riemaniana g, em U, com métrica de caminhos d,,, isométrica pela

carta gpgl a métrica Euclidiana na bola B"(0, 1),

(3) Uma C*®°—decomposicio TU = E* & E° @ E* = Tp,(R* & R @ R*) que coincide
com E* @ E°@® E° em p,

(4) C>*—folheagoes 17\/7;, )7\7;7 W;“ e 17\7;3 de U, as quais os subfibrados correspondentes

da C'*°—decomposigao do item (3) sdo tangentes a elas,
(5) Parai=1,...,c, fluxos parciais ¢} : U, — U, tangentes as folhas de )7\70,

(6) fluxos parciais 7* : U, — U, e 77 : U, — U, tangentes as folhas de WH e W,

respectivamente.
Iremos detalhar agora como se da a construgao dos itens (5) e (6). Seja {eq, ..., e}
uma base ortonormal de R® na decomposicao R" = R*@R*@R®. Parai=1,...,c defina

os fluxos parciais ¢} : B — B por
CZ(%DP(U» = pp(v + te;)

Analogamente, fixamos os vetores unitarios w* e w® tangentes a R" e R® na

decomposigao R" = R* @ R® @ R? e definimos os fluxos parciais 7', 77 : B — B, por
7' (ep(v) = @p(v +tw") e

7 (p(v) = pp(v + tw®)
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Note que 7;* envia folhas de We em folhas de W* e entre as folhas de W* estd
a aplicacao holonomia associada a Wwe. Analogamente, 77 envia folhas de We em folhas

de W< ¢ entre as folhas de W< esté a aplicagao holonomia associada a We.

Note que a identidade de tais holonomias é dada por 7°,7%,777*. De fato, o tempo
t do primeiro fluxo 7 é determinado pois precisamos escolher a folha onde o fluxo esteja
na holonomia. O segundo ¢ ¢ livre na folheacao W(q). O terceiro tempo em 7°, também
é especifico para que o fluxo encontre a holonomia na volta. E por ultimo, escolhemos

um ¢ tal que 7°, retorne ao ponto inicial p,(v). (Ver figura 2.9)

Figura 2.9: Holonomia de W (p) em W (q)

Fonte: Autoria propria

Isso expressa o fato de que W* e W? sao integraveis em conjunto.
O préximo Lema segue diretamente da continuidade uniforme de ¢,.

Lema 2.8. As estruturas descritas de (1) a (6) sdo uniformes sobre p € M e sobre g
suficientemente C'—prézima de f. Para todo p € M, a estrutura g, € uniformemente

compardvel a estrutura Riemanniana original Up,.

Uma vez que todas as estimativas envolvendo a estrutura de Riemann em M sao
locais e uniformes sobre p € M, qualquer afirmacao sobre a estrutura de Riemann torna-
se valida para g, apenas adicionando uma constante multiplicativa. Portanto seremos

ambiguos em nossa notacao usando d alternadamente para a métrica Riemanniana e para
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a métrica local d,. Além disso, quando o ponto estiver claro no contexto deixaremos o

indice p ao descrever as varias estruturas.

2.3.1 Um critério para acessibilidade estavel

Seja D um disco c—admissivel de f centrado em p € M, e seja p = r(D). Seja
N,(D) uma vizinhanca tubular de D de raio r. Seja m = m(c,dim(M)) a constante dada
pelo Lema (2.17). Suponha que g é parcialmente hiperbolico. Dizemos que g é 0—acessivel

em D se, para cada ¢ = 1,..., ¢, existe uma aplicacdao continua
H':[0,1] X D = Niy—2),(2D),

tal que t — H'(t,q) é um us—caminho de g com 4 arcos comecando em q, e, para algum
to € (0, %) a condigao
d(H'(1,9), ¢, () < tob (2.7)

vale para todo g € D’. Em outras palavras, g é 0—acessivel em D se Vq,p € D existe um
us—caminho de ¢ para h tal que a distancia d(p, h) < tof, onde p é o ponto final do fluxo
(;,(q) em D e h & o ponto final do us—caminho. Veja que t, varia no intervalo (0,5) e ¢

permanece fixo. (Ver Figura 2.10)

Figura 2.10: 6— acessibilidade de g
N(mfZ)p(ZD)

Fonte: Autoria propria

O proximo Lema nos da um critério para acessibilidade central. O elemento

base da prova é o argumento quadrilateral de Brin (Ver [8]). Este argumento é usado
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para estabelecer acessibilidade estavel em véarias situagoes. A Grosso modo, é o seguinte
(assumimos, para simplificar, que a distribuigao central E¢ é integréavel. Isso ndo trara
onus as hipoteses pois estamos supondo que os discos c—admissiveis sao aproximadamente
tangentes a dire¢ao central). Dado um ponto p € M, considere um us—caminho de arcos
denotado por [z, 21, 22, 23, 24] comegando em zy = p. Conectamos z; — 1 com z; por uma
geodeésica ; localizada na variedade estavel ou instavel e obtemos a curva I'), = J, <i<a Vi-

Parametrizamos por ¢ € [0, 1] com I',(0) = p.

Se a distribuigdo E* @ E* fosse integravel (e, portanto f nao seria acessivel),
o ponto final z; = I')(1) estaria na folha da folheacdo correspondente passando por p.
Portanto, podemos ter f acessivel se pudermos organizar um us—caminho de 4 arcos tal
que I',(1) € We(p) e I'y(1) # p (Ver Figura 2.11). Neste caso, o caminho I', pode ser
homotopado através de us—caminhos de 4 arcos comecados em p até o caminho trivial
de modo que os pontos finais fiquem em W¢(p) durante a homotopia e formem uma
curva continua. Tal situacao é geralmente persistente sob pequenas perturbagoes de f e,

portanto, leva a uma acessibilidade estavel.

Figura 2.11: Argumento quadrilateral de Brin

We(p)

W (z3)

Fonte: Pesin [26]

Lema 2.9 (Critério para acessibilidade central). Suponha 8 > i. Para cada 5 € (8,1)
existem 0 > 0, ;> 0 e pg > 0 tal que, para todo disco c—admissivel D de raio r(D) < po,

Se

4 dcl(f7g) < (51
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e g ¢é O—acessivel em ' D
entao g € estavelmente acessivel em BD.

Prova do Lema (2.9). Na Figura 2.10 escrevemos h = H'(1,q) e p = (;,(¢). Para mostrar

a acessibilidade precisamos mostrar que p = h. Para verificar isso, sejam [, 3" dados.

Escolha 6 < ilﬁ_,f. Pela continuidade dos subfibrados Ej(p) e E;(p) em g, existem d; > 0

e po > 0 tais que se dea(f, g) < 01, se D é um disco c—admissivel de raio (D) = p < po
ese s :[0,1] = Nun_2),(D) é qualquer us—caminho de 4 arcos de g com s(0),s(1) € D

entao
B — B

(s(0), 5(1)) < p—

(2.8)

Suponha que g é f—acessivel em 5'D. Para ¢ = 1,...,c temos que as aplicacoes

H' satisfazem a equagao (2.7) com D' = §'D.

Como a existéncia de H® é uma condicao C''—aberta ! entdo a f—acessibilidade é
uma condi¢do C'— aberta. Portanto a acessibilidade também é aberta (pois o Lema 2.9
afirma que f—acessibilidade implica acessibilidade). Desse modo, restara apenas provar

que f é @—acessivel para concluir o Lema 2.1.

Variando o comprimento dos dois ltimos arcos do caminho ¢ — H'(t, q) podemos
fazer com que H'(1,q) € D, Yq € #'D. De fato é possivel fazer isso sem ferir a propriedade

(2.7), pois podemos diminuir um pouco € caso seja necessario.
A seguir definimos a nocao de homotopia de caminhos.

Definicao 2.15. Sejam a,b : I — X caminhos num espaco topologico X. Diz que uma
aplicacao continua H : [ x I — X € uma homotopia de caminhos entre a e b quando
H(0,t) = a(t) e H(1,t) = b(t), para todo t € I. Nesse caso, os caminhos a e b chamam-se

caminhos homotopicos e escreve-se a = b.

Desse modo aplicamos uma homotopia ao us— caminho t — H'(t,q), Vq € 3'D
de 4 arcos comecando em ¢ e terminando no caminho trivial, de modo que os pontos finais
fiqguem em D durante a homotopia. O traco desses pontos finais ao longo da homotopia

fornece uma curva em D de ¢ para H'(1,q). Mais precisamente, para i = 1,..., ¢, nos

!Dizer que H(q) é C'—aberta significa que H'® existe para g e para uma perturbagio de g.
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obtemos

Ui [0,1] x [0,1] x B'D — Ny(D)

tal que, para todo s € [0,1],¢ — Wi(s,t,q) ¢ um us—caminho de g com ¥(s,1,q) € D,
Ui(0,t,q) = q e ¥'(1,t,q) = H'(t,q). Portanto, s — Wi(s,1,q) := ®'(q) é uma curva
em D de q para H'(1,q). Note que cada ponto dessa curva é ponto final de um caminho

comecgando em ¢. (Ver Figura 2.12)

Figura 2.12: Homotopia de q a H(1, q)

Fonte: Autoria propria

Segue de (2.8) que para g € §'D :

p(B — f)

diam(®{(q)) < d(s(0), 5(1)) < =——

Vs € [0,1] (2.9)

Para g € 8'D estendemos a definigao de ®%(q) para valores de s > 1 pela férmula

indutiva

para s € (0,1] e m € N. Por exemplo, para m = 1 temos que

O ponto méaximo que ®i(q) pode ser estendido em s depende de ¢q. Note que, de

(2.7) obtemos:
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A(®},(), Gty (@) = d(H (L H' (L, H (L,q) ), Gy (1) = AN (L @) s Gy ()
S A(H'(1, gm-1), ¢y (gm-1)) + Ay (qm-1), ¢y (@ 1))

< tof + d(Gm-1,qpp_1)

572+ d(H' (1, gm2), i (4—5))

< to% + t049 + d(qm—% q'/m—2>

<ty

< 266552 + d(gm-2, 4ps)

< mty 545'6

p—p

= d(®},,(q), Gty (7)) =< mity

mto

(2.10)

Seja qo = ¢ (—/'p/2(e1 + -+ - + e.)). Defina a aplicacao Z : [0, 5'p|® — M por:

Z(ay, ... ac) = G, G (a0)

Observacao 2.2. Z é um homeomorfismo em [3'D.

Em seguida considere a aplicagao

P:[0,p81°— D

definida por P(ay,...,a.) = ®L &%, -+ D%, (qo)
to

to o

Cada ponto na imagem de P é ponto final de um us—caminho de g comecando em
qo- Afirmamos que D esté no interior da imagem P(ay, ..., a.). Como Z é homeomorfismo

em ['D é suficiente mostrar que deo(P, Z) < d(05D,0p'D) = M

Se a = (ay,...,a.) € [0,0'p]¢ com a; = to(m; + s;),m; € Nes; € (0,1] entéo

UPl@) 2(0)) = d (B -0 () L, )

to  to

<>o ., d (qﬂai RS @% (q0), Cﬁﬂ)ij{jl : <1>zc (q0)
0

to to

=d (‘D}n (@%2"'@?%(610)) , Cay ((I)?n : CI)Cac (q0 )) +
to to to to
d ((I)%z ((I)%S T (I)%c<q0)) ) 32 ((I)%s : (I)cae (QO )> + -

to to to to

+d (85 (). G ()



74

< diam (cb([o, 1] x {@%2 : --@%(q@}) + diam ((I)([O, 1] x {cbizg : --cpgg(qo)}) et

to

diam (®([0,1] x {(¢)}) +d <<I>}n1 (@?Zg P (qo)> & <<I>%2 S q)‘%g(%)))

to

ra (5, (0% 0% () ) Gl (005 a0) ) ) + 85, a0, G )

0

(B'=8) (B'-B) B'=B) | mito(B'=B) | mato(8'—8) mcto(8'—B)
<4—C+4—C++ dc + 12[3/ + 225/ + +Zﬂ—'c

(55" c 58"
< ( 4c ) + Zi:l mit0(4,8’c)
(14 o )

Como myty < pf’ entao

d(P(a), Z(a)) < <1+Z”5/> B-F <1+E><p5/2_ﬁ

Portanto, concluimos que g é acessivel SD. O

2.3.2 Construcao da Perturbacao

Fixe g’ € (5,1). O proximo Lema completa a prova do Lema 2.1.

Lema 2.10. Para todo 0,0 > 0, se r(D) ¢ suficientemente pequeno e R(D) € suficiente-
mente grande, entdo existe g € PH} (M) tal que

(1) der(f,g) <9
(2) deo(f,9) <0
(3) g é O0—acessivel em [5'D, para cada D € D
A prova do Lema 2.1 decorrera facilmente deste Lema. De fato, basta tomar

0 < o satisfazendo as hipoteses do Lema 2.9. Seja g dada pelo Lema 2.10. Uma vez que

g ¢ O—acessivel em B'D, g é estavelmente acessivel em D. O

Prova do Lema 2.10. Seja 6,6 > 0 dados. Iremos perturbar f fazendo a composi¢ao com
um C*—difeomorfismo v : M — M que preserve volume. Inicialmente estimamos os

efeitos da composicao ¥ o f numa decomposicao parcialmente hiperbolica.
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Definicao 2.16. Dizemos que v : M — M estd suportada em X C M se ) = id fora
de X C M.

O proximo Lema afirma que se R(X) é suficientemente grande, e, p,q € X

1

sao suficientemente proximos entao, para qualquer g, com g o f~" suportada em X, os

subespagos T9 ' (E¥)(q) e E$(q) estdo proximos de Eg(q) e E;(q), respectivamente.

Lema 2.11 (Lema de perturbacao do fibrado). Eziste g > 0 tal que a sequinte afirmag¢ao
¢ verdadeira. Para todo v > 0, existe J > 0 tal que, se ¢ = go f~! € suportada num
conjunto X com R(X) > J, edci (1, id) < &, entdo para todo p,q € X comd(p,q) < J 7!,

temos que
1) Z(E5 E3) <
2) LTy (B}), Ex(@)) < v

O item (1) do Lema nos diz que o angulo entre os espagos Eje E; distam menos

que v. Em outras palavras, os fibrados de f e g estdo y—proximos.
Prova do Lema 2.11. Sejay > 0 dado. Lembre-se que as distribuigoes TU, = E* & E° @ E?
e TU, = Eg &) E; &) E; coincidem em p.

Pela continuidade uniforme da decomposicao E* & E¢ @ E°, a uniformidade de
¢, e a suavidade de 1), existe uma funcao continua 6, : Ry — R, com 6;(0) = 0 tal que

Vp, g e M

L(TY(E"), TH(EY)) < 01(d(p, q)) (2.11)
24(E*, E3) < 61(d(p, q)) (2.12)

com dg1(1),1d) suficientemente pequeno.

o 1) (1)

(ver 2.6). Note que A < 1 pois f & hiperbdlico e os vetores b, e A, sdo maiores que a, e

Seja

B, respetivamente.
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Entao, existe C1, 0y > 0 tal que para todo subespaco F*, F'* com
max{Z(F", E"), Z(F*, E*)} < 6

temos
L(Tf(F5), T (E%)) <N e
L(Tf(F*), Tf(EY) < CiN

Vj = 0. A decomposi¢ao E; & E; & E; depende continuamente de g, e entao

max{Z(E", "), Z(E}, E*)} < f,

se de1(1,id) (e portanto dei(f, g)) sdo suficientemente pequenas. Ou seja, quando f é

perturbada os fibrados ficam préximos.
Fixe R < R(X). Se ¢ € X, entao ¢'(q) = f'(q) para todo 7 entre 0 ¢ R,

Para o dado ¢ temos

L(E;, B?) = Aq(Tg_RE;, TfEE?)
Lq(Tf_RES, TfRE?)

< O\
Analogamente, para ¢ € X obtemos
= (gof ) =fog™!

Analogamente, para ¢ € X, g (q) = fop " (q) = f~og (q) Vi € (1, R—1).
Segue que
Lo(Eg, TY(E")) = £(Tg(Ey), Tg(E"))
< CQZg—l(q)<E;L, Eu)
= Czlg—l(q) (TfR_lE;J‘, TfR_lEu)
< 0102/\1%71
Combinando essas desigualdades com a equacao (2.11) mostramos que existem

MO R, — R, e C > 0 tal que, para qualquer v suficientemente perto da identidade e

suportada em X, para todo R < R(X), e para todo ¢ € X, p € M, temos:
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o L, (B3 E3) < OO\ +0y(d(p, q)))
o L (T~ (EY),EY) < LB TY(EY) < C(AR +0,(d(p, q)))

Como R é suficientemente grande e d(p, q) suficientemente pequena, esses tama-

nhos sao limitados por 7. O]

Também vamos precisar do seguinte Lema.

Lema 2.12. Existe T' > 0 tal que, para e > 0 suficientemente pequeno, para cadap € M, e
para cada disco c—admissivel D centrado em p, existem C°°—fluxos que preservam volume

&y &8 U, — U, tal que, para cada i
(1) & = id fora de No.(D)
(2) Para q € N.(D),
&i(a) = ¢i(a)
Portanto, cada & preserva as folhas de Wen N.(D).

(3) den(id, &) < Tlt|

Prova do Lema 2.12. Seja G = ¢, (D) = B(0, p), para algum p > 0. Fixe 7, seja E o

campo de vetores livre e divergente em N,.(G) C R™ tal que, para todo v:

E(v) = ee;

Seja w a forma de volume euclidiana em R", e seja ¢y = igw. Como E nao é

divergente, a (n — 1)—forma ¢ é fechada temos dpy = dipw = div(E)w =0

Como No.(G) é contratil entdo existe uma (n — 2)—forma v em N (G) tal que

dv = ¢y. Nos podemos escolher v tal que

v < 2¢2

[Vller < e

Seja 0 : Noo(G) — [0,1] uma bump function de classe C*° que se anula na

vizinhanga de ONa.(G) e é identicamente 1 em N.(G)) tal que

ldo]| < 2

)

ldofler < &
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Seja ¢ = d(ov). Portanto
[¢ller = lldo Av + ogoller < lldoll - |[vller + lldolier - W] + lloller - lIgoller

<

[ONI )

e+%-2%+2.£=8

Consequentemente ¢ tem as seguintes propriedades:

o [[¢llcr < T, onde T =38,
e dp =0,

® ¢ = ¢ em N(G),

e ¢ =0em ONs.(G)

Definicao 2.17. Seja M C R* uma variedade diferencidvel. Um campo de vetores de
classe O" em M € uma aplicacio de classe C™ X : M — R* que, a cada ponto p de M
associa um vetor X (p) € T,M. Isso corresponde a uma aplicagio C™ X : M — TM tal

que ™o X = idy, onde m € a projecao natural de TM em M.

Seja X o campo de vetores em R" satisfazendo ixw = ¢ e seja X; o fluxo gerado
por X.

Seja & = @ o X; 0 o~ L. Entao &' satisfaz os trés itens do Lema.

]

Retornando a prova do Lema 2.10, seja T' dado pelo Lema 2.12. Seja v = %.

Escolha J > 0 de acordo com o Lema 2.11.

Agora seja D = {D, ..., Dy} uma familia qualquer de discos c—admissiveis com
R(D) > J e r(D) < J~!. Escolha n < r(D) tal que as n—vizinhangas de quaisquer dois

discos c—admissiveis em D sao disjuntas.

Para mostrar o Lema 2.10 ¢é suficiente mostrar que para qualquer D € D existe

um C*°—difeomorfismo v preservando volume, suportado na n—vizinhanca N, (D) tal que

(1) dea(,id) < &

(2) deo(vp,id) < 0
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(3) Se f é um difeomorfismo com f~'o f suportada em N, (|D|)\N, (D) e dci(f, f) <6,

entdao 1 o f é f—acessivel em S5'D.

Para construir o difeomorfismo final g, vamos trabalhar disco por disco, cons-
truindo para cada D; € D um difeomorfismo v; que é suportado em N,(D;) tal que
Y;0;_10---1 o f & 60— acessivel em f'D;. Portanto g = 1) - - -1 o f satisfard as con-

digoes do Lema 2.10.

Fixe D € D centrado em p e escolha ¢ < ;L pequeno o suficiente para satisfazer

as hipoteses do Lema 2.12. Sejam &}, --- ,£¢ dados pelo Lema 2.12.

Parai=1,...,¢, seja ¢; = 4ic, seja Z; = 7 (D) e seja

N; = NZE(Zi) = T;(NZE(D))

Note que podemos tomar € pequeno o suficiente para que as vizinhangas N, (D)

sejam disjuntas. Logo as vizinhancas Ny, --- , N, sao duas a duas disjuntas.

Defina ¢ : M — M por

o TErs T, (q), seq € N;, para algum i.
() = T

q, caso contrdrio.

Observe que 1 tem as seguintes propriedades:

® 1) preserva [,
e ¢ = id fora da unidao Ny U--- U N, C N, (D)
e 1) preserva as folhas We fora de Ny U--- U N, e dentro de N.(Z;) parai=1,...,c

(] dol(Qﬁ/Ld) <0

Seja f um difeomorfismo com dei (f, f) < 6 e f~1f suportada em N, (|D|)\N, (D)
e seja ¢ = ¥ o f. Resta mostrar que ¢ é §—acessivel em (’'D. Para isso, iremos analisar a
dinadmica das holonomias de g ao longo dos us—caminhos cujas intersecoes estao proximos

dos seguintes pontos:

S U

7e,(p), 27 (p), TE T (P)
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Em analogia com 7;* e 77, 0s quais se deslocam ao longo das folhas W* e WW? res-
pectivamente, nés introduzimos as aplicagoes 7', 77 : N, (8'D) — B, as quais se deslocam

ao longo das folhas W' e W e sdo definidas como
{m' (@)} = Wy @) nW*(7'(9))
{m (@)} = Wil9) nW*(77(q)

Se dei(f, g) é suficientemente pequeno, essas aplicagoes estdo bem definidos para
t| < .. Note que se substituirmos W' por W e W, por WS, essas equacoes em vez
disso seriam 7, e 7, respectivamente. A W"— holonomia 7} leva folhas W em folhas
wes. Analogamente a WW*— holonomia 7} leva folhas We em folhas W. O Lema 2.11
nos permitird prever o comportamento dessas aplicacoes. Um resultado importante diz
que:

Em dominios apropriados, 7" ~ 1" e w° ~ T°
Mais tarde falaremos sobre a semelhanga ~ com mais cuidado.

Para:=1,...,c, seja

i __ S u S _u
h'=mrm2 mt ml

Portanto, h* ¢ um homeomorfismo de N.(8'D) sobre sua imagem. Observe que
h'(q) ¢ o ponto final de um us—caminho de quatro arcos de g, comecando em ¢. Pela
construcao, esses caminhos dependem continuamente de ¢, e entao existem aplicacoes

continuas

H'":[0,1] x 8'D — N,(D)

onde t — H'(t,q) é definido como us—caminho de quatro arcos de g, tal que H*(0,q) = q
e H(1,q) = hi(q). O resto do argumento é o seguinte: Mostraremos que 7% ~ 7" e
7 ~ 7%, 0 que implicard que h® ~ Tttt rirt. Como 7" e 7° sao apenas translagoes,

¢ = ¢ em 72(D) e ¢ = id em 7Y, 757(D) temos que h' ~ (;, onde tp = £. O

—€i'ei'e;

argumento restante é dedicado para tornar ~ preciso.

Lema 2.13 (Lema de perturbagio da holonomia). Para € e 0 suficientemente pequenos
deo (R, () < tob

onde ty = % e a O°—distdncia é mensurada em B3'D
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Prova do Lema 2.13. Para § suficientemente pequeno, existe uma vizinhanca @) C N.(8'D)

de 5'D tal que, parai=1,...,¢,

T2 (Q) € Y7 (N(5'D))
me e (Q) € TEYTh (N(B'D))

7

Vamos mostrar agora que d(h'(q),(/,(q)) < tof Vg € Q ei = 1,...,¢, 0 que

implica a conclusao do Lema.

Pela definicao de 1, para g € () escrevemos

Golq) = & (@) = €5 (q) = T2t rims s s i (q) = 72t TE T (q)
e T T

=72 Tt T (0) (2.13)

k3

A dltima igualdade é consequéncia da v ser suportada em N; U---U N, a qual

¢ disjunta de 77 7 (Q). Por outro lado

h'(q) = m°_ 7" _75 7" (q) (2.14)

—&; —E€; & &g
Nos mostraremos que os fatores correspondentes nas duas composicoes (2.13) e (2.14)
satisfazem a desigualdade desejada.

Mais especificamente, ndés mostraremos que, restrita aos dominios apropriados,

bt
b

as distancias deo (7Y, , 7Y, ) e deo(m,,, 71,,) sdo limitadas por

Primeiramente considere as aplicagoes ¢ o7 e 7 no dominio (). Lembre-se que,
restrita as folhas de )7\703, 7o € uma Wt —holonomia. Mas Yo7 envia folhas de Wwes que
estdo em Q C N.(5'D) em folhas de Wes: 7 envia folhas de We em folhas de W® e Y
preserva Wes em (Q) C N;. Disto segue que, restrito a Wcs(q) NQ, a aplicagao ¢ o 7
¢ a (WW")—holonomia transversal a WGS(TQ(Q)), onde (W) é a imagem de W* por 1.

Lembre-se que ml". restringe a W, —holonomia entre VNVCS(q) NN.(G'D) e VNVCS(T;LZ_(q)).

Portanto dentre as folhas WCS, estamos comparando as holonomias das folheagoes
Wy e (V). Para comparar as holonomias entre Wy e (V) nés primeiro aplicamos
a mudanca de coordenadas suave p — 1~ '(p) e comparamos as holonomias por w_l(W;)
e WU, Como dci(1,id) é pequena, esta mudanga de coordenadas distorce as distancias

por um fator préximo de 1.
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Os espacos tangentes de 1/1_1()/\/;‘) e W sdo Tw_lE;‘ e E“, respectivamente. De
acordo com o Lema de perturbagao dos fibrados (Ver 2.11), os espagos T¥~(EY) e B

sao fechados. Em particular,

0
~100¢T

2Ty~ (EY), E*) < v (2.15)

para todo ¢ € N, (D). Nos iremos apenas aplicar o proximo Lema.

Lema 2.14. Seja F uma folheagio continua de B C U, com C' folhas u—dimensionais,
transversais a E* @& E°. Seja 11 e Ty discos suaves tangentes a E* @ E°. Suponha que a
F—holonomia e a W*—holonomia entre T1 e Ty estejam bem definidas e as denote por

h” e hwu, respectivamente. Portanto, Vq € T},

d(h (q), """ (q)) < dist(Ty, To) - sup £ (TF, E)
qeB

Um resultado analogo vale para folheagoes s—dimensionais transversais a Eca B
Aplicando o Lema 2.14 na folheacao w_ll/\/; e usando a desigualdade (2.15) temos

que, para quaisquer dois transversais Ty C Q e To = 7 (T1) e ¢ € Ty

(R 0V (q), V" (@) < dist(Th, T) - sup  Zo(To ™ (EY), E*) <
qENy (D)

< ey < dee 0o —i ﬁ —%<%
SETS 100c) —25\7) " 25 © %

Mas entao, para todo g € @,

d(m (q), ¥ (q) = d(wh?™ VD (q), vV (q)) < Lip(¥)

Similarmente, para ¢ € 7 (Q),

~ ot
A, (0), 7(0)) < 2632 (B3, BY) < =

or )T E;

Combinando essas inequagoes e usando o fato de que 77, ¢ uma isometria, temos

que Vq € Q,
d(miml(q), 7207 (q)) < d(mi7i(q), 727l (q)) + d(7imt (q), 207 (q))

= d(m 7 (q), 27 (q) + d(me (q), 7 (q))
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Oty Bt
<_ —_

1
Bt
2

Procedendo desse modo nés obtemos que para todo q € @,
d(m?,_ 7wt miml(q), 75 Tt 20Tk (q) < Otg

o que completa a prova do Lema 2.10.

No6s acabamos de mostrar que para cada ¢ existe
H':[0,1] x 8'D — N, (D)
onde t — H'(t,q) ¢ um us—caminho de quatro arcos de g, tal que H(0,q) = q e

d(H'(1,q),¢,(q)) = d(h'(q), ¢, (q)) < 0t

onde tg = 8—7§.

Finalmente concluimos que g é —acessivel. Com isso finalmente demonstramos

o Teorema 2.1 de Dolgopyat e Wilkinson para o caso de preservagao ou nao de volume.

[]

2.4 Caso simplético

Uma forma bilinear alternada o : V x V — K em um K —espaco vetorial V' de
dimensao finita é nado degenerada se o(v,w) = 0 para todo w € V implicar que v = 0.
Quando V admite uma tal forma, temos que V' deve ter necessariamente dimensao par e,
além disso, existe uma base [vy, ..., Vp, w1, ..., wy] de V tal que o(v;,v;) = o(w;, w;) =0

e O'(Ui,wj) = 52']'

Definicao 2.18. Uma forma simplética em uma variedade M € uma 2—forma w que
é fechada, dw = 0, e ndo degenerada, isto é, a aplicagio w¥(x) : TM, — TM: é um
isomorfismo para cada x € M. Uma variedade simplética é um par (M,w) em que M

¢ uma variedade e w € uma forma simplética em M.
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Pelo que vimos acima, uma variedade simplética sempre tem dimensao par 2m.

Um espago vetorial simplético (Vo) é um espago vetorial V' com uma forma
(ou estrutura) simplética 0. Um simplectomorfismo & entre dois espagos vetoriais
simpléticos (V1,01) e (Va,02) é um isomorfismo linear S : Vi — V; tal que &*oy = 01, ou
seja, (&*oy)(u,v) = a(S(u), S(v)), para todo u,v € Vi. Se existe um simplectmorfismo

& : Vi — Vi, dizemos que (Vi,01) e (Va, 09) sao simplectomorfos (ver [14]).

Exemplo 2.1. O espaco vetorial R?* = R™ x R™ tem uma forma simplética candnica,
que € definida por
wo(z,y) = Z dz; A dy;
i=1

A Formula de Cartan da a seguinte relagdo entre derivada de Lie, derivada exterior
e o produto interior:

Exw = d(zxw) + Zx(dw)

Como a 2—forma w é fechada, segue que Lxw = d(df) = 0 para todo campo
diferenciavel X na variedade simplética. Dizemos que um campo é simplético se Lxw =
0, ou seja, se ixw ¢ fechada. E analogamente, um campo X é Hamiltoniano global na
variedade M, se ixw é uma forma exata, ou seja, existe h : M — R diferenciavel tal que

txw = dh, e neste caso denotamos o campo por Xj.

Dizemos que X é um campo Hamiltoniano local se para cada ponto p € M
existe uma vizinhanca U de p, no qual o campo X é Hamiltoniano em U. Notemos que

todo campo Hamiltoniano (global) é localmente Hamiltoniano.

Um dos Teoremas classicos para tais variedades, ¢ o Teorema de Darboux que
garante que toda variedade simplética é localmente simplectomorfa a um aberto do R?"

munida da forma simplética canonica. Mais precisamente temos

Teorema 2.3 (Teorema de Darboux). Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensao
2m. Para cada ponto x € M existe uma vizinhanca V de x e um difeomorfismo ¢ :
R™ x R™ — V de classe C, tal que ¢*w = wy, em que wy € a forma simplética candnica

de R?>™,

Por outro lado se f preserva a forma simplética w, entao a perturbacao g também

pode ser simplética.
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Em analogo a prova para o caso que preserva volume comecamos com um sistemas
de cartas locais C™ ¢, : B*™(0,1) — M, definida em cada ponto p € M, onde 2m = n.

Tais cartas sao escolhidas de modo a satisfazer as seguintes propriedades:

(2) T o, envia o splitting 7o R™ = R* @ R° & R" no splitting T,M = E* & E° & E",

(3) A forma simplética ¢jw ¢ um pullback linear da forma simplética padrao em R2™;

ppw = A7 (Z dp; N\ dqi>
para alguma aplicagao linear A, € R*",

(4) p — ¢, € uma aplicagdo uniformemente continua de M em C*'(B"(0,1), M). Com

relacao a dependéncia de ¢,, A, em f também é continua.

Pelo Teorema de Darboux (2.3), para cada p € M existe uma vizinhanca U, de
p e coordenadas k, : U, — R*™ tal que, nessas coordenadas, a forma w assuma a forma
padrao ) dp; A dg;. Para cada p, T,k, envia o splitting T,M = E*(p) & E°(p) & E*(p)
no splitting R*" = R® @ RS @ RY. Seja A, : R* — R®”" uma aplicacdo linear que
envia B?™(0,1) em k,(U,) e envia o splitting trivial R?™ = R* & R® & R* no splitting
R?™ = R ®R; @R}, escolhido para depender continuamente de p. Portanto ¢, = k:;l oA,
satisfaz as propriedades (1)-(4).

Com esta modificacao, a prova do Teorema 2.1 no caso simplético procede exata-
mente igual ao caso de preservagao de volume, apenas substituindo a medida p pela forma
w do Lema 2.10. Vamos modificar um pouco a afirmacao do Lema 2.10 e da a prova no

caso simplético.

Lema 2.15. Para todo 0,0 > 0, se r(D) é suficientemente pequeno e R(D) € suficiente-
mente grande, entao existe g € Dif fI(M) tal que

(Z) dCl(fag) <0
(2) dCO(f7g) <fe

(8) Cada D € D é coberto por discos c—admissiveis BVi, ..., BVi tal que g é 0—acessivel

em V; para cada 1.
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Observacao 2.3. Se 0 e ¢ sao suficientemente pequenos, entdo qualquer g € Dif fI(M)
satisfazendo as condigioes (1) — (3) do Lema (2.15) € estavelmente acessivel em D: Pois o
Lema 2.9 implica que g é estavelmente acessivel em cada BV, o que implica acessibilidade

estdvel em sua uniao que contém D.

Prova do Lema 2.15. Seja D uma familia de discos c—admissiveis. Usando o Lema 2.17
abaixo, cobriremos cada D € D com c—discos V4, ..., Vs O lema associa para cada 1
um conjunto aberto (que é a uniao de bolas) N (D, i) C N, (D) tal que, para i’s diferentes,
esses conjuntos sao disjuntos. Em seguida, perturbaremos dentro de N (D, i) para obter

f—acessibilidade em V.

Semelhantemente ao caso que preserva volume, precisaremos mostrar que se (D)
é suficientemente pequeno e R(D) é suficientemente grande, entdo para cada D € D e
cada c—disco V; na cobertura de D, ha um C*°—difeomorfismo simplético v, suportado

em N(D,i), com
(a) der(v,id) <0
(b) deo(y,id) <0
(¢) Se f é qualquer difeomorfismo com f~!f suportada em N, (|D|)\N(D,i) e

den(f, f) < 6, entdo ¢ o f & O—acessivel em V.

Cada perturbagao, ¢ é suportada numa unido de bolas (em oposi¢gdo a uma
vizinhanga tubular); Isso permite perturbagoes simpléticas. O proximo lema substitui o

Lema (2.12) para o caso simplético.

Lema 2.16. Eziste T' > 0 tal que, para cada € > 0 suficientemente pequeno, para cada
pEMeqce B%(p), existem C™°—fluzos simpléticos & = MM M, i=1,...,c tal

que, para cada i:

(1) & = id fora de Bs:(q)

(2) Para x € B.(q),

(consequentemente & preserva as folhas Wen B.(q))
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(3) dea(id, &) < Tt
Aqui, todas as bolas sao medidas na métrica d,, e todas as outras estruturas invari-

antes WC,Ci, etc. sao adaptadas a p.

Prova do Lema 2.16. Sejam p, q,i dados e seja v = gozjl(q) € B™(0, %) Mais tarde diremos
como T é escolhido. Como os campos vetoriais constantes sao localmente Hamiltonianos
em relagdo a piw = A% (D dp; Adg) , existe um campo de vetores Hamiltoniano X*
suportado em B”(v,%) tal que X' = ¢; em B”(vj). Como o C'—tamanho de ¢, é
uniformemente controlado, existe T, > 0, independente de p,q,i tal que | X < To.

Dado € < }l, seja

Vi(a) = e (x_”)

4e

Assim, se X’ tem Hamiltoniano H entdao )’ tem Hamiltoniano 4e?H ((x — v)/4e).
Portanto )* satisfaz || V|| < 4Tp. Além disso, V' = ee; em B"(v,¢). O campo de vetores

(p)« V" gera o fluxo desejado &;.

]

Em seguida, escolhemos as bolas. A prova do proximo lema é um exercicio ele-

mentar de geometria euclidiana.

Lema 2.17. Eziste m > 2, dependendo somente de ¢ e dim(M), tal que, para ¢ > 0

sufictentemente pequeno e para todo p € M, existe k > 0 e pontos
{qu ‘ 1= ]_,...7C, ]: ]_,716} C N(m_g)E(D)

com as sequintes propriedades:

(1) Ezistem py,...,pr € D eg;; >0 tal que 7, (qi;) = p;,

»J

(2) As bolas da colegio
{Ba:(Gij), Boe(72;,))s Boo(72 72 (i) [i=1,...ie, j=1,... k}
sao duas a duas disjuntas

(8) As bolas
Bs.(p1), - - Bs.(pr)

cobrem D
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06

Tooo7> © escolha

Segue que, dado ¢ e 6, seja T dado pela Lema 2.16, seja v =
J de acordo com o Lema 2.11. Seja D uma familia qualquer de discos c—admissiveis
com R(D) > J e r(D) < J'. Seja D € D com centro p. Procedendo como na prova
do Lema 2.10, escolha ¢ < ﬁ satisfazendo as hipoteses do Lema 2.16, onde m é dado

pelo Lema 2.17. Fixe 1 < ¢ < ¢, e seja os pontos {g; ;},p; dado pelo Lema 2.17. Seja
Vi = V.(p;). Pelo Lema 2.17 os discos Vi, ..., BV, cobrem D. Seja

N(D7 /L) = U{B25<q17])’ B25(T:i7j (qZJ))’ BQ&(T:;jT;i,j (qlvj)) | j = 17 ct 76}

Com isso, mostrou-se que as propriedades (a) — (¢) acima foram satisfeitas para

todo 1.

Em cada bola Bs.(g;;), seja EZ’j = §Z’qjo fluxo dado pelo Lema 2.16, com ¢ = g;.
Defina v : M — M por

€Y seq € Bae(qiy), para algum j,
Pl@)=4¢ 7

q caso contrdrio

Portanto 1 tem as seguintes propriedades:

o Yrw = w,
e ) =id fora de N(D,1),
e 1 preserva as folhas de W fora de U; B=(gi;),

° dcl(¢,id) < 0.

Seja f um difeomorfismo qualquer com f~'f suportada em N, (|D|)\N(D,i), e

seja g = 1 o f. Resta somente mostrar que g é f—acessivel em V;.

Pelo mesmo argumento da prova do Teorema 2.1, n6s obtemos que, para cada x €
V; existe um us—caminho de 4 arcos em g de z para y € N,—2)-(D) tal que d(y, /() <

fty. Em outras palavras, g é acessivel em V.
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3 Ergodicidade Estavel

Primeiramente vejamos o paper de F. Hertz, M. Herts e R. Ures. (Ver [17]) onde
¢ tratado da acessibilidade e da ergodicidade estavel para difeomorfismos parcialmente
hiperbolicos com dimensao do central igual a um. No trabalho de Hertz-Hertz-Ures (Ver
[17]) foi provado que a ergodicidade é C"—densa no caso em que o central é unidimensional
e os difeomorfismos preservam volume (Ver Conjectura 2.3) A seguir temos o Teorema

principal de Hertz - Hertz - Ures. A seguir temos o Teorema principal daquele trabalho.

Teorema 3.1. (Teorema de Hertz-Hertz-Ures) A ergodicidade estdvel é C"—densa no
conjunto dos difeomorfismos parcialmente hiperbolicos que preservam volume e que tenham

fibrado central unidimensional, para todo r > 2.

Temos também outros dois teoremas.

Teorema 3.2 (Teorema A). Se dim(E¢) = 1, entio a acessibilidade é C'—aberta e

C"—densa em PHy, para todo 1 <1 < 00.

A seguir definimos uma propriedade mais forte que ergodicidade a qual est& pre-

sente nos resultados de Hertz-Hertz-Ures.

Defini¢ao 3.1 (Sistemas Kolmogorov). Seja (M, B, 1) um espago de probabilidade ndo
trivial. Representamos por VU, a o—dlgebra gerada por uma familia qualquer de subcon-
juntos U, de B. Dizemos que (f, ) € um sistema Kolmogorov se eziste alguma o— dlgebra

A C B tal que

(a) f71(A) C A a menos de medida nula;
(b) Moo f"(A) = {0, M} a menos de medida nula;
(¢c) \lveo{B €B: f7"(B) € A} = B a menos de medida nula.

Teorema 3.3 (Teorema B). Acessibilidade Essencial implica Kolmogorov (Em particular

ergodicidade) em PH? se dim(E°) = 1.
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A prova do Teorema B foi apresentada em meados de 2008 por K. Burns e
A.Wilkinson e pode ser encontrada em [4]. Na verdade, eles deduzem o Teorema B de um
Teorema de Burns mais geral envolvendo a condicao de center bunched que é trivialmente

satisfeita quando a dimensao do espaco central é 1.

Além disso, Hopf também provou que os C't9—difeomorfismos conservativos
(hoje chamados) de Anosov sao ergodicos. E, uma vez que os difeomorfismos de Ano-

sov sao abertos temos que os sistemas Anosov conservativos sao estavelmente ergddicos.

(Ver [21])

Como ja vimos anteriormente, em [13| Dolgopyart e Wilkinson provaram que a
acessibilidade se mantém para um subconjunto C*—aberto e C"—denso de difeomorfismos
parcialmente hiperboélicos, que preserva volume ou nao. Este resultado é central em nosso

trabalho.

Por outro lado, Sambarino, M. e Horita, V. tratam da acessibilidade e ergodici-
dade estavel no caso em que as folhas centrais sdo bidimensionais. (Ver [21]) Considere
classes de difeomorfismo parcialmente hiperbolico f : M — M com decomposi¢ao domi-
nada TM = E*@ E°® E* e dim E° = 2. Essas classes incluem, por exemplo (perturbagao
do) produto de Anosov e difeomorfismos conservativos em superficie, simplectomorfismos
parcialmente hiperboélicos em variedades de dimensao quatro com folheacao central bidi-
mensional cujas folhas centrais sao compactas. Desse modo, a principal contribuicao de
Sambarino e Horita foi a C"—densidade da ergodicidade estavel quando a dimensao cen-
tral é dois. Especificamente eles provaram que para grandes classes de C"—difeomorfismos
parcialmente hiperbolicos que preservam volume com espaco central bidimensional, a er-

godicidade estavel é mantida em subconjuntos C"—densos. Mais precisamente temos

Teorema 3.4 (Teorema de Sambarino-Horita). A ergodicidade se mantém em um sub-

conjunto C'—aberto e C"—denso nas sequintes restricoes:

e Difeomorfismos skew-products conservativos em superficies sobre difeomorfismos

conservativos de Anosov.

e Simplectomorfismos parcialmente hiperbdlicos em (M,w) onde dim M = 4 com fo-

lheacao central bidimensional cujas folhas sao todas compactas.

A principal ferramenta que foi utilizada para provar ergodicidade foi a acessibi-



91

lidade. Assim, teriamos que provar que a acessibilidade se mantém em um subconjunto
C'—aberto e C"—denso no ambiente com o qual se esta trabalhando. A ideia principal é
usar resultados da dinamica conservativa em superficie para mostrar que a genericidade
implica acessibilidade. De fato, quando a dimensao central é dois se olharmos para a classe
de acessibilidade em uma folha central compacta (periddica), teremos trés possibilidades:
ela tem dimensao topologica zero, um ou dois. Provou-se que genericamente classes de
acessibilidade de dimensao zero nao existem. Usou-se todos os resultados da dindmica
conservativa em superficie para provar que também nao existem classes de acessibilidade
genericamente unidimensionais e, portanto, as classes de acessibilidade sao abertas na

folha central. Logo, ha apenas uma classe de acessibilidade.

Definicao 3.2. Um subconjunto R de um espaco de Baire é chamado Restidual se ele

pode ser escrito como intersecao enumerdvel de subconjuntos abertos e densos

Por outro lado, conforme introduzimos anteriormente, em [4] Burns e Wilkinson
provaram a conjectura 2.3 de Pugh e Shub com a hipotese de center bunched, o que é
satisfeito em particular por todos os sistemas parcialmente hiperboélicos com espaco central
unidimensional. Eles também provaram resultados em ergodicidade para C'*%—sistemas
parcialmente hiperbolicos, com 0 > 0. Eles melhoraram muito o resultado de Pugh e
Shub em dois sentidos: a coeréncia dinamica nao mais é necessaria e a condicao de center

bunched ¢ mais suave do que originalmente declarada. Esse resultado ¢ enunciado a seguir.

Teorema 3.5 (Teorema de Burns-Wilkinson). Seja f € PHﬁ(M) um difeomorfismo
center bunched. Se f € essencialmente acessivel entao [ € ergddico e mais que isso, tem

a propriedade Kolmogorov.

Brin e Pesin [9] e independentemente Pugh e Shub [29] examinaram pela primeira
vez as propriedades ergodicas de sistemas parcialmente hiperbolicos logo apds o trabalho
de Anosov e Sinai. A definicao atual de hiperbolicidade parcial é mais geral do que a

deles, mas tem as mesmas caracteristicas basicas.

Por mais que o argumento de Brin e Pesin se aplicam a muitos exemplos de
difeomorfismos parcialmente hiperbolicos, ele é, de alguma forma, muito restritivo pois
pedia que W€ fosse Lipshitiziana. Desse modo, retirou-se essa condicao por meio de

uma pequena perturbagao nas cartas. O teorema de Brin e Pesin (Ver [9]), que sera



92

enunciado a seguir, se aplica no caso particular para aplicacao de primeiro retorno 7 do
fluxo geodésico de uma superficie compacta de curvatura constante negativa. Se fizermos
uma C'—perturbacio em 7 todas as outras hip6teses de continuidade continuam valendo,

exceto o fato da W€ ser Lipshitiziana.

Teorema 3.6 (Teorema de Brin-Pesin). Seja f um C*—difeomorfismo parcialmente hi-
perbdlico de uma variedade suave compacta M. Considere x € M e dois discos D' e D?
transversais a familia L(x) de variedades estdveis locais V(y), B(x,r). Entdo a aplica-
¢ao de holonomia 7 é absolutamente continua (cm respeito as medidas mpr e mpz e o

Jacobiano Jac(m) € limitado superiormente e diferente de zero.

Corolario 3.1. Seja f um C%*—difeomorfismo parcialmente hiperbélico preservando vo-
lume com dim(E°€) = 1. Se f € essencialmente acessivel entio f é ergddico e mais que

1sso, f tem a propriedade de Kolmogorov.

Isso estabelece a conjectura de Pugh-Shub no caso em que E° é unidimensional.

Combinando este resultado com o Teorema 3.5 obtemos outro resultado.

Corolario 3.2. Seja f um C'T0—difeomorfismo parcialmente hiperbdlico preservando vo-
lume com dim(E°) = 1. Se [ é essencialmente acessivel, entao f € ergddico e de fato f

ter a propriedade Kolmogorov.

A seguir falaremos um pouco de acessibilidade em endomorfismos.

Definicao 3.3. Seja M uma variedade. Um endomorfismo é uma aplicacao continua f :
M — M tal que f € uma imersao de M nela mesma, ou seja, a derivada de f € sobrejetiva.
Caso a dimensao de M seja finita, f também € injetiva e portanto um isomorfismo. Além

disso, em geral, 0os endomorfismos nao sao invertiveis como o0s difeomorfismos.

H4 casos de endomorfismos invertiveis, por exemplo os difeomorfismos sao endo-

morfismos de grau 1.

Em seu trabalho, He prova em [16| que endomorfismos parcialmente hiperbélicos
com espacos centrais unidimensionais sao estavelmente acessiveis. E além disso, existe um
subconjunto residual R de endomorfismos parcialmente hiperbdlicos com espacos centrais

unidimensionais que preservam volume, de modo que cada f € R é estavelmente acessivel.
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Iremos introduzir agora a nocao de endomorfismos parcialmente hiperbélico, a

qual é semelhante a definicao para difeomorfismos.
Definicao 3.4. Um endomorfismo f € dito parcialmente hiperbdlico se o fibrado tan-
gente TM se decompoe como TM = E°* @ E° @ E*. Além disso, existe | € N tal que
Ve e M, 0° € E°, 0° € E° e 0" € E" temos

o [|Df(z)(0°)] < 3

o [|Df!(x)(6")] > 2

o [Df' (@) (")l < DS ()(0°)]] < FIDf () ()]

Para definir a acessibilidade no sentido de He iremos definir uma classe de aces-

sibilidade de um endomorfismo.

Definicao 3.5. Para um endomorfismo parcialmente hiperbolico f, a classe de acessibili-
dade As(x) é o conjunto constituido pelos pontos que possuem us—caminhos desses pontos
até o ponto x. Aqui, o us—caminho € uma concatenacao de muitos subcaminhos, cada um

deles inteiramente em uma variedade local estdvel ou instdvel.

Assim temos

Definicao 3.6. Um endomorfismo parcialmente hiperbolico f é dito acessivel se existir

somente uma classe de acessibilidade

Observe que as variedades estaveis fortes nao dependem da escolha das oOrbitas.
Entao, se um endomorfismo parcialmente hiperbolico nao tem subfibrado instavel, ele nao
pode ser acessivel. Porém, podemos usar as diversas érbitas do ponto para sistemas nao

invertiveis para obter a acessibilidade. Portanto, dim E° pode ser zero.

Desse modo, analogo a definicao para difeomorfismos, os endomorfismos parcial-
mente hiperbolicos f sao considerados estavelmente acessiveis, se houver uma C!'—vizinhanca

U tal que todo g € U seja acessivel.

O artigo de He é motivado pelo seguinte problema:

Problema 3.1. Seja f um endomorfismo no 2—toro R*/Z?* dado por

f(z,y) = 22,y + Asin(27z)), com A # 0
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Entao f € ergodica?

O exemplo acima é um endomorfismo parcialmente hiperbolico. E principalmente
motivado pela famosa conjectura de ergodicidade estavel de Pugh-Shub. (Ver conjectura

2.3)

Em trabalhos sobre a conjectura de ergodicidade estavel, a acessibilidade da di-
namica é a ferramenta chave para provar ergodicidade. No artigo de Baolin, generaliza-se
principalmente os resultados parciais de Didier [12] e Hertz-Hertz-Ures [17] para endo-

morfismos.

Definigao 3.7. Seja PHY (M) o conjunto dos endomorfismos parcialmente hiperbélicos

de M com dim(E®) <1 e dim(E") > 1.

Definigao 3.8. Sejar > 1. Definimos PHRY (M) como o conjunto dos C"—endomorfismos

parcialmente hiperbolicos preservando volume em M com dim(E®) <1 e dim(E") > 1.

A seguir enunciamos os resultados principais de Baolin.

Teorema 3.7 ((Ver [16])). Seja f € PHY'(M). Se f ¢ acessivel entio f € estavelmente

acessivel.

O proximo resultado caracteriza a C"—densidade da acessibilidade em PH"!(M).

Teorema 3.8 ((Ver [16])). Eziste um subconjunto residual R C PH"! tal que para qual-

quer f € R, onde [ € acessivel, r > 1.
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4 Conclusoes

Nesse trabalho buscou-se deixar claro as relacoes entre acessibilidade e ergodi-
cidade. Nos voltamos basicamente ao trabalho de Dolgopyat e Wilkinson para enten-
der a densidade da acessibilidade estavel de difeomorfismos parcialmente hiperbodlicos.
Especificamente, estudamos que a acessibilidade estavel ¢ C'—densa no conjunto dos
C"—difeomorfismos parcialmente hiperbolicos de M, para todo r > 1, preservando vo-
lume ou nao. Vimos também que se M é uma variedade simplética entao a acessibilidade
estavel & C! densa no conjunto dos difeomorfismos simpléticos parcialmente hiperbolicos.
Buscamos em outros trabalhos mais recentes o que ja foi feito em relacao a acessibilidade,
quais outras propriedades esta relacionada a ela, quais consequéncias é possivel se obter
e o que ainda estd em aberto nesse campo. Com isso concluimos que a acessibilidade
é uma propriedade que nos permite responder se um sistema dinamico é ergodicamente
estavel ou nao. A anélise é feita usando como bases perturbacoes numa vizinhanca de
um difeomorfismo e estudando como se comportam tais perturbacoes nos espacos estéavel,

instavel e central.
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