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RESUMO

Este trabalho é dedicado a conceitos fundamentais da mecanica quantica nao-relativistica.
E apresentado um resumo das leis da cinemética quantica e dinAmica quantica. A tltima
envolve a amplitude de propagacao chamada de propagador, que descreve o movimento
quantico de uma particula nao-relativistica entre dois lugares. As propriedades do pro-
pagador sao também discutidas neste contexto. Na sequéncia disso, o texto explica as
experiéncias de fenda tnica e fenda dupla, que sdo experimentos basicos demonstrando
o comportamento essencial de um objeto quantico. As observagoes feitas a partir destes
experimentos, bem como as conclusoes deduzidas sobre o comportamento de uma particula
quantica sao resumidas. O objetivo principal da dissertacao ¢ incorporar uma possivel ma-
nifestacdo da quebra da simetria de Lorentz no propagador, ou seja, derivar um propagador
modificado. O foco é uma contribuicao razoavelmente simples do Modelo Padrao Estendido
(MPE). O MPE é um arcabougo tedrico, efetivo parametrizando todas as possibilidades
de uma quebra da invariancia de Lorentz no contexto da teoria de campos. O propagador
modificado é utilizado para conseguir o padrao de interferéncia da experiéncia de dupla
fenda com fendas pontuais. O resultado é que o padrao de interferéncia fica inalterado
para a contribuicao particular do MPE estudada. As conclusoes deste descobrimento sao

discutidas e propostas para analises mais sofisticadas sao também feitas.

Palavras-chave: Propagador; Modelo Padrao Estendido; Simetria de Lorentz.



ABSTRACT

This work is dedicated to fundamental concepts of nonrelativistic quantum mechanics.
A summary of the laws of quantum cinematics and quantum dynamics is presented.
The latter involves the propagation amplitude known as the propagator, which describes
quantum motion of a nonrelativistic particle between two points. The properties of the
propagator are also discussed in this context. Subsequently, the text explains the single-
and double-slit experiments, which are basic experiments demonstrating the essential
behavior of a quantum object. The observations made in these experiments as well as the
conclusions on the behavior of a quantum particle deduced from them are summarized.
The main goal of this master thesis is to incorporate a possible manifestation of Lorentz
symmetry violation into the propagator, i.e., to derive a modified propagator. The focus is
on a relatively simple contribution from the Standard-Model Extension (SME). The SME
is an effective, theoretical framework that parameterizes all the possibilities of Lorentz
invariance violation in the context of field theory. The modified propagator is employed
to obtain the interference pattern for the double-slit experiment with pointlike slits. The
result is that the interference pattern remains unchanged for the particular contribution
of the SME that is studied. The conclusions of this discovery are discussed and proposals

for more sophisticated analyses are made, as well.

Keywords: Propagator; Standard-Model Extension; Lorentz symmetry.
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1 INTRODUCAO

A Mecéanica Classica pode ser dividida em trés principais formulagoes pré-relativisticas:
a Mecanica Newtoniana, a Mecénica de Lagrange e a Mecanica Hamiltoniana. Estas sdo a
parte da fisica responsavel pela descricao do movimento, das variagoes de energia e das
forgas a atuar sobre um corpo macroscépico! (THORNTON; MARION, 2011). Esta é

subdividida em duas classificagoes basicas (vide Tabela 1.1).

Tabela 1.1 — Subdivisoes da Mecanica Classica.

Cinemaética Cléssica Dinamica Classica
Estuda o movimento dos
COI'POS MAaCroscopicos Estuda as causas (forgas)

sem se preocupar com as | que geram o movimento
causas que geram este dos corpos macroscopicos.
movimento.

O movimento quantico é regido por leis, postulados e formulacoes distintas aos que
compoe o estudo do movimento dos corpos classicos. As leis da cinematica quantica sdo o
conjunto de leis fundamentais basicas do mundo quéantico que implicam nos resultados das
experiéncias de fenda tunica e fenda dupla. Os postulados da mecanica quantica sao as
regras que compoem o formalismo operatorial. Esses postulados nao sao elementares como
as leis da cinematica quantica, dado que as leis sao validas, independente do formalismo e

os postulados restringem-se a formulacao operatorial (SCHRECK, 2018).

Saindo da perspectiva classica, a Mecanica Quantica também possui diferentes
formulagoes para descri¢ao dos objetos quénticos, a saber, a formulacao de Schrodinger, a
formulacao de Dirac e a formulagao de Feynman. A primeira é estruturada sob fungoes de
onda que descrevem os estados quanticos de um sistema de uma ou mais particulas, e contém
todas as informagoes sobre o sistema considerado isolado, acessiveis na mecanica quantica.
A segunda formulacao se da pela definicdo de espacos vetoriais complexos envolvendo
elementos chamando-os kets, que representam um estado fisico da mecanica quantica
contendo todas as informagoes quanticas do sistema considerado. Os kets sao representados
pelo simbolo “| ...)” e possuem um elemento dual chamado bra e representado pelo
simbolo “(--- |”. J& a formulagdo de Feynman é estruturada sobre o propagador que
descreve o movimento quantico em todos os caminhos possiveis fornecendo a amplitude de

transicao da particula de um ponto do espacgo a outro em um dado intervalo de tempo
(COHEN-TANNOUDJI C. DIU; LALOE, 2020; SAKURAIL; NAPOLITANO, 2011).

Para o presente estudo, usamos predominantemente a formulacdo de Feynman

para obtencgao dos resultados. Consideramos o propagador de uma particula quantica livre

1 Corpos que sdo grandes quando comparados com as particulas elementares e se movem com velocidades

v muito inferiores a velocidade da luz ¢ (v < ¢).
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obtido no contexto da mecanica quantica nao-relativistica:

m im (x — x0)?
K(x,t;xp,ty) = | —————— —_— 1.1
(o520 00) =\ [ 5 — 1) P [271 t—to ] (L)

onde m é a massa da particula e h = h/(27) com a constante de Planck h. As leis
fundamentais da cinematica quantica implicam que a particula ao sair de uma configuracao
inicial e chegar em uma configuracao final, pode seguir qualquer caminho quando nao
for observada (vide a Fig. 1.1a), por isso, todas as possibilidades devem ser consideradas.
O propagador envolve tanto propriedades ondulatérias (para um periodo de propagagao
longo), quanto propriedades aleatérias. E ap6s obtido, é possivel calcular a amplitude
(fungdo de onda) nas coordenadas finais (z,t) a partir de condigdes iniciais (xo,tg) dadas.
Por isso, a Eq. (1.1) representa a descrigao global da propagacao de uma particula quantica.
Além disso, permite a obtengao da equacao de Schrodinger dependente do tempo (a
descri¢ao local). Através do propagador e das leis da cinemdtica quéantica, é possivel
calcular o padrao de interferéncia para uma experiéncia de fenda tinica ou da fenda dupla
(vide a Fig. 1.1b).

Y

T T>
(a) (b)

Figura 1.1 — Caminhos nao-distinguiveis entre dois lugares (a) e experiéncia de uma fenda
(b). Retirado de (SCHRECK, 2019).

A partir do precioso resultado de altissima precisdo do experimento de Michelson-
Morley, A. Einstein, partindo de dois postulados, desenvolveu as ideias essenciais de uma
teoria que é atualmente reconhecida na literatura como Teoria da Relatividade Restrita,
onde se estabelece uma interpretacao fisica para as transformagoes de Lorentz (RESNICK,
1971) como aquelas que asseguram a invaridncia do eletromagnetismo de Maxwell em todos
os referenciais inerciais, satisfazendo o principio da relatividade através da propriedade
denominada de covariancia. A covariancia é uma assinatura das teorias relativisticas. Assim,
surge entao uma nova simetria na natureza, denominada de covaridncia de Lorentz ou
simetria de Lorentz, a simetria que assegura que as leis fisicas sejam as mesmas, isto €,
tenham a mesma forma matematica em todo e qualquer referencial inercial. Efeitos de uma

gravitacao quantica na escala de Planck poderiam ter impactos as leis da natureza para
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energias muito mais baixas do que a escala de Planck (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989;
GAMBINI; PULLIN, 1999). A quebra das simetrias de Lorentz e CPT é considerada um
dos sinais mais importantes para efeitos fisicos na escala de Planck. Para ter a possibilidade
de predizer efeitos mensuraveis em experimentos e comparar medigoes de experimentos

diferentes é preciso uma parametrizacdo de desvios possiveis da simetria de Lorentz.

O principal ponto que geram as pesquisas sobre a violacao da simetria de Lorentz sao
as evidéncias teodricas, que indicam que na escala de Planck, a violacao dessa simetria pode
exercer um papel importante. Na década passada surgiram evidéncias que a constante de
estrutura fina (a = ﬁzhc), que é uma medida da intensidade da interacao eletromagnética
entre fétons, elétrons e pdsitrons, esteja variando lentamente (WEBB et al., 2001). Como
a relaciona a carga elétrica e, a constante de Planck h, a velocidade da luz no vicuo
c e a permissividade do vacuo gy, a alteracao de qualquer dessas constantes provocaria
grandes mudancas no nosso entendimento sobre a propriedade da matéria. A questao sobre
a dependéncia da velocidade limite de propagacao da luz do estado de movimento de uma
particula contraria uma das teorias mais bem sucedidas da fisica atual: a relatividade
restrita (SONGAILA; COWIE, 1999; DAVIES; DAVIS; LINEWEAVER, 2002; COWIE;
SONGAILA, 2004).

Teorias mais fundamentais, que descrevem a natureza das interacoes das particulas
elementares, apontam para a possibilidade da quebra espontanea da simetria de Lorentz.
No contexto das supercordas, campos tensoriais podem adquirir valores esperados nao-
triviais no vacuo e assim, induz a violagao de Lorentz (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989;
KOSTELECKY:; POTTING, 1995).Existem outras propostas de mecanismos para quebra
da simetria de Lorentz, como, por exemplo, os que envolvem: teorias de campos nao
comutativas (MOCIOIU; POSPELOV; ROIBAN, 2000; CARROLL et al., 2001), gravidade
quantica (AMELINO-CAMELIA et al., 2005; BONDER; SUDARSKY, 2008), supersimetria,
(BERGER; KOSTELECKY, 2002; BOLOKHOV; NIBBELINK; POSPELOV, 2005) e
gravidade massiva (DVALI; PUJOLAS; REDI, 2007; GORBUNOV; SIBIRYAKOV, 2005;
LIBANOV; RUBAKOV, 2005). Colladay e Kostelecky propuseram uma extensao efetiva
ao Modelo Padrao, valida para energias muito menores que a escala de Planck, que
incorpora a violagao da simetria de Lorentz e CPT, mas que mantém a estrutura de Gauge
SU(3) x SU(2) x U(1) inalterada (COLLADAY; KOSTELECKY, 1998; COLLADAY;
KOSTELECKY, 1997).

O Modelo Padrao Estendido (MPE) é um marco tedrico efetivo baseado na teoria
de campos, este fornece uma parametrizacao de uma quebra de Lorentz no contexto do
Modelo Padrao das particulas elementares (MOTA et al., 2014) e da relatividade geral
(KOSTELECKY, 2004). A quebra da simetria de Lorentz é parametrizada por coeficientes
de controle que formam um campo de fundo, que ndo mudam perante transformagoes de

Lorentz do sistema fisico. O campo de fundo é contraido com um operador de campo para
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formar um termo da densidade de Lagrange modificada, invariante sob transformacoes de

coordenadas.

H&a uma versao minima do MPE que contém todos os operadores de campos de
dimensdes de massa 3 ou 4 (MOTA et al., 2014; KOSTELECKY, 2004), onde o nimero
dos coeficientes de controle é finito. A versao nao-minima do MPE contém os operadores de
campos restantes com dimensoes de massa maiores que 4 (KOSTELECKY; MEWES, 2009;
KOSTELECKY; MEWES, 2012; KOSTELECKY; MEWES, 2013). O Hamiltoniano nao-
relativistico do MPE é conhecido sendo obtido a partir da densidade de Lagrange do MPE
utilizando um procedimento que é similar a uma transformacgao de Foldy-Wouthuysen
(transformagdo para obter o Hamiltoniano nao-relativistico a partir do Hamiltoniano

relativistico) (FOLDY; WOUTHUYSEN, 1950).

A base da anadlise a ser feita neste trabalho é a Lagrangiana classica de uma particula
pontual, nao-relativistica associada ao MPE. Esta Lagrangiana foi obtida sucessivamente
em uma série de artigos (KOSTELECKY; RUSSELL, 2010; COLLADAY; MCDONALD,
2012; RUSSELL, 2015; SCHRECK, 2016; REIS; SCHRECK, 2018; EDWARDS; KOSTE-
LECKY, 2018; SCHRECK, 2019; REIS; SCHRECK, 2021) e poderemos aproveitar estes

resultados, onde a acao correspondente desempenha um papel central no propagador.

No Capitulo 2, apresentamos um resumo das leis cinematicas fundamentais que
governam o movimento dos objetos quanticos. Em seguida, apresentamos o formalismo
de integral (amplitude de propagagao ou propagador), bem como sua expressao para
uma particula livre, e ainda discutiremos as propriedades deste propagador. E por fim,
apresentaremos a FExperiéncia de fenda tnica e de fenda dupla e como podemos utilizar o

formalismo integral neste contexto.

No Capitulo 3, consideramos uma particula sujeita a uma quebra de Lorentz, e
com isso obtemos uma estrutura diferente para a Lagrangiana e a acao do sistema, o que
ocasionou num propagador nao-relativistico modificado. E por fim, calculamos o padrao
de interferéncia modificado no contexto da experiéncia da fenda dupla. Investigamos quais
caracteristicas deste padrao de interferéncia sao modificadas e quais ficam inalteradas.
Dado que é um trabalho introdutorio, consideramos os coeficientes de controle mais simples

que sao os do tipo a.

No Capitulo 4, realizamos as conclusoes do trabalho apresentando um panorama
de resultados e ainda perspectivas para trabalhos futuros sugeridos. Deve-se salientar que
devido ao trabalho ser teérico e possuir muitos passos matematicos, a secao de Apéndice

A ficou reservada para a descri¢do mais detalhada dos procedimentos.
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2 FUNDAMENTOS DA MECANICA QUANTICA

Neste capitulo, apresentaremos a fundamentacao tedérica necessaria para o desen-
volvimento deste trabalho. Apresentaremos a cinematica quantica, o propagador nao-
relativistico, os experimentos de fenda tnica e fenda dupla e ainda como aplicar este
formalismo para obter uma propagac¢ao quantica no experimento de fenda tnica e fenda

dupla e encontrar um padrao de interferéncia.

2.1 Cinematica Quantica

Nesta secao, resumiremos as leis basicas que descrevem o movimento quantico
(cinemdtica quéantica). Mas, antes de propriamente enunciar as leis cinematicas, devemos
considerar que o determinismo classico esta extinto neste contexto, visto que abandonamos
o conceito de trajetoéria classica e o substituimos pelos caminhos que a particula pode

descrever. As leis cineméticas estdo dispostas a seguir:

1. A descri¢ao completa de um evento é associada a uma amplitude ¢ (nimero complexo)

e, com isso, a uma probabilidade de que esse evento pode ocorrer.

2. A probabilidade P para a ocorréncia de um evento é dada pela norma quadrada da

amplitude (de probabilidade) ¢ do evento, ou seja,
P = g% (2.1)

3. Quando um evento é caracterizado por dois caminhos distinguiveis com amplitudes

@1 € ¢9, a sua probabilidade é a soma das probabilidades de cada caminho:
P =|puf* + ¢af” (2.2)

E quando o evento ¢é caracterizado por dois caminhos nao-distinguiveis, a amplitude

dele é a soma das amplitudes individuais de cada caminho:

P =[6]* = |¢1 + ¢a/*,
= [¢1]* + ol + P102" + &1 ¢o. (2.3)

4. Quando um evento é dado por uma progressao de dois eventos individuais e in-

dependentes, a amplitude total sera o produto das amplitudes de cada evento:

¢ = 9192 (2.4)

Assim como na mecéanica classica, a cinematica é o conjunto de defini¢des que permitem

calcular grandezas como a velocidade, a aceleragdo, o momento, etc. A partir da trajetéria
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da particula, as leis da cinematica quantica permitem efetuar uma descri¢do similar no

contexto quantico para os caminhos possiveis da particula (SCHRECK, 2019).

2.2 O Propagador na Mecanica Quantica

O propagador é uma ferramenta fundamental da Mecanica Quéntica, embora sua
utilizacao seja potencialmente complicada na pratica, ele descreve o movimento quantico
que ocorre de coordenadas iniciais (z',t') a coordenadas finais (z,t). Neste contexto, o
conceito da trajetéria classica perde seu significado sendo substituido pelo conceito do
caminho (SAKURAIL; NAPOLITANO, 2011). Consideraremos todos os caminhos possiveis,
ou seja, também os que nao necessariamente seguem o principio de Hamilton (Principio

de Minima Agao) (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 1980; LANDAU; LIFSHITZ, 1976).

Na Mecanica Quantica Nao-relativistica, o propagador nos da a amplitude de
transicao da particula de um ponto do espaco a outro em um dado intervalo de tempo.
O propagador de uma particula é a Funcdao de Green da Equacao de Schrodinger, que
é independente da funcao de onda inicial do sistema. Assim, tendo conhecimento do
propagador e do estado inicial da particula, podemos descrever completamente a evolugao

temporal desta particula, a menos que o sistema sofra uma perturbagdo (SAKURALI,
NAPOLITANO, 2011).

Considere |1)(y)) o vetor de estado de uma particula medida no instante ¢, (DUQUE,
2013). Podemos obter o estado da particula no instante ¢ aplicando o operador da evolugao
temporal U(t,t,) sobre o estado [(ty)), isto é,

A

(1)) = U(t, to) [1b(to)) - (2.5)

Agora, considere X sendo o operador de posi¢ao. Considera-se que |xg) seja um autoestado

desse operador com autovalor xy. Dessa forma,

X |x0) = o |X0) - (2.6)

Assim, pode-se entdo, escrever a funcao de onda
¥(x0,t0) = (X0 [¢(t0)) (2.7)

onde teremos que [1(xg,)|* estd relacionado a densidade de probabilidade de uma

particula a ser localizada no intervalo infinitesimal [xg, X + dx] e no instante t.

Analogamente, teremos que a fun¢ao de onda v (x,t) na posi¢do x e no instante ¢

sera,

P(x,t) = (x|y(1)), (2.8)

em que |x) é autoestado de X com autovalor x.

Fazendo o produto escalar da equagao (2.5) pelo vetor (x| e considerando a equagao
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(2.8), obtém-se,

(x|e(t) = (x|U(t to)[9(to)),
vix,t) = (X|U(t )0 (b)) (2.9)

Considerando que os autoestados do operador X formam um conjunto completo, tem-se,
[ @xolxo)xol = 1.
Introduzindo, convenientemente, essa identidade na equagao (2.9), segue
bixt) = XIO(Lte) [ Pxolxodixolito)),
i) = [ dxoXIO (o) xo) (ol (ko).
b(x,t) = / dBxo K (%, £ %0, to) (X0, o), (2.10)

onde o Kernel K(x,t;xg,t) = (x|U(t,to)|xo) é o propagador quantico para uma
transigao a partir da amplitude ¥ (xo, tg) para a amplitude ¥ (x,t) (BASSALO, 2006).

Assim, com essa definicao, pode-se relacionar as fungoes de onda da particula para

tempos diferentes de forma bastante conveniente,

Y(x2,t2) = (x2¥(t2)),
(X2, 1) = (Xa|U(to, t1)|¥0(t1)),
D(xa,ts) = /d3x1K(x2,tz;xl,tl)w(xl,tl). (2.11)

A equagao (2.11) sugere uma analogia com o principio de Huygens da 6ptica ondulatéria,
pois no estudo da propagacao das ondas, deve-se considerar que cada particula do meio
através do qual a onda evolui ndo sé transmite o seu movimento a particula seguinte, mas
também, ao longo da reta que parte do ponto luminoso, e ainda, a todas as particulas que

a rodeiam e que se opdoem ao movimento.

Na Mecéanica Quantica Nao-Relativistica um sistema fisico s6 se propaga para o

futuro, para satisfazer o Principio da Causalidade de Galileu, deve-se ter

K(xo9,ty;x1,t1) # 0, para (ty > ty), (2.12)
K(xg,ty;x1,t1) = 0, para (ty <t7). (2.13)

Por isso, a definicao do propagador quantico exige a presenca de uma funcao degrau, ou
seja, a Fungao de Heaviside 0(x), a qual a mesma é basicamente uma fungao descontinua,
com valor zero quando o seu argumento é negativo e valor unitario quando o argumento é
positivo. Temos

K (X, to; X1, 1) = O(ty — t1)(x0| U (ta, t1)]%1), (2.14)
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em que .
U(tg, t1> = exXp <—%ﬁ(t2 — tl)) s (215)
quando H nao depende explicitamente do tempo, e também:
1 to —t1) >0
Oty —t) =4 = (f2 = t1) 2 0, (2.16)
0, se (t2—t1)<0.

Dessa forma, o principio da causalidade fica preservado, pois, a equagao (2.16) obriga as

fontes secunddrias a irradiarem sé no sentido do futuro.

O propagador pode também ser escrito em termos das autofun¢oes do operador
hamiltoniano. Esse conjunto de autofungoes é completo (obedece a relacao de completeza).

Considera-se que seja ortonormal (obedece a relagdo de ortonormalidade), dessa forma,

/ BRGE(X) D (X) = G (2.17)

E possivel obter a relagio de completeza multiplicando ambos os lados da equacio (2.17)

por ¢,(y) (somando-se em n). Logo, tem-se,

Z/dgxq% (X)om (X) = Om(y)- (2.18)

Para que essa condicao seja satisfeita, deve-se ter

Zczﬁn x) =d(x —y), (2.19)

que ¢ a relagdo de completeza do conjunto de autofungoes.

Para expressar o propagador em termos desse conjunto completo de fungoes, inicia-
se por escrever a func¢ao de onda 1 (x,t) através dessa base completa, técnica desenvolvida
por Feynman em 1948, que consiste em obter a solugdo procurada 1(x,t), em termos das

funcdes proprias de H, da seguinte maneira,
Z%% X)exp (—%EM) ) (2.20)

Pode-se notar a consisténcia desse resultado verificando que ¥(x,t) satisfaz a equagao
de Schrodinger. Observamos que essa expressao so ficara completamente determinada se

conhecermos c,.

Em um certo instante ty, tem que a func¢ao de onda 1 (x, ty) é uma func¢ao apenas de
x. Assim, escrevendo também, em termos do conjunto satisfeito pela relacao de completeza

supracitada (2.19), obtém-se
Y(x,to) = Zan¢>n (2.21)
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Fazendo-se t = ty na equagao (2.20), segue,
P(x,ty) = ch X )exp <—%Ent0) : (2.22)

Substituindo a equagao (2.21) na equacao (2.22) encontramos

; nPn(x) = Z cnl(t X)exp (—%Ento) ,
a, = cp(t)exp <—ﬁEnt0> ,
cn(t) = apexp <%Ento> ) (2.23)

Substituindo esse resultado na equacao (2.20), tem-se,

Zanqbn X)exp { hE W (t — to)} (2.24)

Multiplicando (2.21) por ¢, (x¢), integrando em todo o espago (xg), e substituindo (2.17)

teremos
/ben(Xo)l/J(Xoato)d?’Xo = /Zanﬁb;kn(xo)%(xo)dgxoa
/¢;(X0)¢(Xoafo)d3xo = Zan [/@%(Xo)%(xo)d?’xo ;
/¢ X0) 1 (X0, to)d*xg Zan mn-
Agora, expandindo a somatéria para m = n, obtém-se
Ay = /¢;(X0)¢(X0,to)d3Xo,
an = /ﬁf);(xo)@b(xo,to)dgxo (2.25)
Substituindo a equagao (2.25) na equacao (2.24), segue,

(x,1) /d3X0 Zgbn " (x0)exp [ ;En(t - to)} Y(xo,to). (2.26)

Finalmente, comparando (2.26) com a equagao (2.11),

/d3X0K X, t: Xo,to)ﬂ) Xo,to /dSXOZ¢n XQ)GXP[ ;E (t — t0>:| ¢(X0,t0),

obtém-se a expressao do propagador em termos das autofungoes ¢, (x),

K (x,t;x0,t0) Z(bn " (x0)exp { hE W (t— to)} (2.27)

A equagao (2.27) recebe o nome de nticleo, kernel, fungao de Green ou propagador
de Feynman. Essa equacao nos mostra que, para se obter a solu¢gdo da equacao de
Schrodinger, é necessario conhecer o Propagador de Feynman. Desse modo, conhecida

a funcao de onda no instante ¢y e em todo o espago tridimensional, representado pelo vetor
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Xp, a equagao (2.27) nos permite determinar essa mesma fun¢do no instante ¢, e também,

em todo o espago (x) (BASSALO, 2006).

Finalmente, para a Mecanica Quéantica Nao-Relativistica, temos:

K (%, £:%0,10) = 3 ()65 (x0)exp [—%En(t _ to)} Bt — to), (2.28)

onde 0(t —t() permite que a equagao s6 atue nas condi¢oes de concordancia com o principio

de causalidade de Galileu.

Em 1933, Paul Dirac mostrou que existe um analogo quantico do Principio da
Minima Acao para uma varidavel dindmica que evolui entre um determinado intervalo de
tempo (DIRAC, 1933). Diante dessas informagoes, Feynman comega a analisar a utiliza¢ao
da funcao lagrangiana nas solugoes de problemas em sistemas quanticos (FEYNMAN;

BROWN, 2005).

Existe uma regra da Mecanica Quantica que diz a quantidade que cada trajetéria
contribui para a amplitude total de probabilidade para ir do ponto a ao ponto b. Neste
caso, nao ¢ apenas a trajetoria particular do valor extremo da acao que contribui, mas ¢ a
totalidade das trajetérias possiveis entre os dois pontos que contribuira, em propor¢oes
iguais, porém com diferentes fases, para a amplitude total. A fase da contribui¢cdo de uma
determinada trajetoéria é a acao S propria a essa trajetoria, em unidades do quantum de
acao h. (FEYNMAN; HIBBS; STYER, 2010).

Matematicamente falando, a probabilidade P(b,a) para uma particula se movi-
mentar de x, com tempo t, para um ponto x;, com tempo t, € o quadrado absoluto de

P(b,a) = |K(b,a)|* de uma amplitude K (b, a) correspondente ao trajeto de a para b.

Com isso em mente, a grandiosa ideia de Feynman foi montar uma expressao para
o propagador quantico explorando o principio de Huygens da otica ondulatéria. Dessa
forma, imaginou que o propagador K (xX,t;Xo,ty) fosse dado por uma soma de amplitudes
de probabilidades, de que cada uma delas estava associada a um possivel caminho no

espago de configuragao ligando os pontos (xq, o) e (X,t), ou seja
K(x,t;x0,ty) = Z O [z(t)], (2.29)

todos os caminhos

onde ® [x(t)] é a amplitude associada ao caminho z(¢). A contribuigao de cada caminho

tem uma fase proporcional a agdo S (esta agao é a do sistema classico correspondente),
i
O [z(t)] = const exp (ﬁ5> . (2.30)

Antes de avancar para uma formulacao matematica mais completa, compararemos essa
regra quantica com a regra classica. A primeira vista, a equagdo (2.30) diz que todos
os caminhos contribuem igualmente, embora suas fases variem, mas nao fica claro de

que maneira, no limite classico, um determinado caminho é selecionado. A aproximacao
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classica, contudo, corresponde ao caso onde as dimensoes, massas, tempos, etc., sao tao

grandes que a acdo S se torna imensa, em comparagao com i (= 1,055 x 10734 - s), e

a fase 7 da contribuicao é um angulo muito grande. Movendo a trajetéria uma pequena
distancia dx, na escala classica, ocorre uma alteracdo pequena na agao S nessa escala,
mas nao quando é medida em minimas unidades de h. Essas pequenas mudancas nos
caminhos provocam enormes mudancas na fase, e o cosseno ou o seno oscilam, de forma
tremendamente rapida, entre valores positivos e negativos. Assim, a contribuicao total
é nula, pois quando uma trajetoria contribui positivamente, outra, infinitesimalmente
proxima (do ponto de vista classico) contribuird negativamente, anulando-a (FEYNMAN;
HIBBS; STYER, 2010).

Assim, nenhum caminho é considerado quando sua vizinha tem uma acao diferente
que cancele a sua contribui¢do. Para o caminho especial z, porém, para o qual a acao
S se encontra num extremo, uma pequena varia¢gado nao produz, ao menos em primeira
ordem, variagdo alguma na agao S. Todas as contribui¢cdes dos caminhos nesta regiao
estao aproximadamente em fase (na fase S¢)), e ndo se cancelam. Portanto, podemos ter
contribui¢oes importantes somente para caminhos nas vizinhangas de 7, e no limite classico
precisaremos considerar apenas este caminho em particular. Desse modo, o método da
fase estacionaria nos diz que a maior contribuicao para o propagador é justamente quando
a acdo é minima JS = 0, o que ocorre para a trajetoéria classica (FEYNMAN; BROWN,
2005).

Para que a expressao do propagador tenha um limite classico correto, Feynman o
escreveu como (FEYNMAN, 1948):

K (%, t:x0,10) = [ D [a(t)] exp (%S[x(t)]), (2.31)

em que D[z(t)] tem um carater puramente formal, integrando sobre todos os caminhos
x(t) (integragao funcional) e S é a acao calculada ao longo de cada caminho z(t). Observe
que na ideia de Feynman, o principio da incerteza de Heisenberg fica embutido, pelo
menos qualitativamente, no fato de haver varios caminhos possiveis para a evolugao do

sistema.

2.2.1 Propagador para particula livre

Nesta secao, obteremos a forma explicita do propagador para uma particula livre e
compreenderemos o movimento quantico através deste formalismo. Cabe ressaltar que este

¢ um dos poucos casos para os quais o propagador pode ser derivado de forma explicita.

Os autovalores do operador hamiltoniano para a particula livre sao quantidades
continuas. Assim, o somatorio que aparece na Eq. (2.27) deve ser substituido por uma

integral. Temos que o operador hamiltoniano para uma particula (livre e nao relativistica)
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de massa m é (NETO, 2017)

n? d?
H - 2.32
2m da? (2:32)
e possui os seguintes autoestados que sao também autoestados de momento p:
1 i
= exp | =pz ), 2.33
¢ V21h P (hp ) (2.33)

em que estamos considerando, inicialmente, o caso unidimensional. Usando a Eq. (2.27),

com o somatorio substituido por uma integral, o cdlculo do propagador segue diretamente

1 +oo 7 1
K(x,t;zo,t9) = Py /_oo dp exp [ﬁp(x — xo)} exp {—ﬁpz(t — to)] ,

1 oo i(t—to) | o 2m(z — x0)p
- %/m eXp{_ 2mh [p T (t—t) H
1 im (x — z0)?
2t P [2_71 = ]

+oo i(t —to) 2m(z — x)p ?
8 /m dpeXp{_ 2mh [p_ (t— to) ] }
1 2rmh im (z — xg)?
okt —to) T [2_71 t— 1t ] |
' ] m im (x — z0)?
K(x,t;z0,t0) = mexp [%ml , (2.34)

em que, na penultima linha, foi usada a ja conhecida integral gaussiana

/;OO dz exp (—a$2> = \/7r/704, (2.35)

Assim temos,

e sua natural invariancia por translacao,

+oo +oo
/ dz exp {—oz(x + a)2] = / dz exp (—osz) . (2.36)
Generalizando para o caso tridimensional,
3/2 : 9
m im (x — Xq)
K ivre 7t7 7t = |l =/, . — | - 2.37
Livre(3X, T Xo, to) [27Tzh(t - to)] P [271 —t ] (2:37)

Portanto, temos o propagador para a particula livre em uma dimensao (2.34) e em trés
dimensoes (2.37).

2.2.2 Propriedades do propagador livre

O propagador é uma ferramenta fundamental do formalismo integral da mecanica
quantica, entretanto, é potencialmente complicado obter sua forma geral para os sistemas
fisicos. Para uma compreensao mais concreta, investigaremos seu resultado explicito para

uma particula livre (Eq. (2.34), pois este é um dos poucos casos que podem ser tratados
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analiticamente. Veremos também que o movimento quantico de uma particula livre ja
é¢ muito mais complicado que o movimento classico onde tal particula simplesmente se

propaga de maneira retilinea e com velocidade constante.

Considerando um movimento quantico que ocorre a partir das coordenadas iniciais

(', 1) até as coordenadas finais (x,t), escrevemos o propagador livre

. N2
Ko (ota ) = | |2 9 33
e, B0 1) = o eXplzh t—1) (2.38)

Para fins de simplificagao de analise, omitiremos alguns passos descritos mais detalha-

damente no Apéndice A.1. Com isso, podemos escrever as partes Re [Kpie (2, t;2/,1')] e

% [Sin< 2%__5?/ 2) + cos (%)] . (2.39)
v [ () o (g )| oo

Escolhendo 2’ = t' = 0 para simplificarmos a andlise e considerando valores de x pequenos,

Im [KLivee (2, t; 2/, t")] como:

Re [KLivre <x7 t7 x/7 t/)] =

Im [KLivre (l’, tv ZJ? t,)] =

| = N

)
)
)
)

a amplitude depende do quadrado da distdncia da origem. Além disso, solugdes para o
movimento de particulas expressas na forma (2.38) tém algumas similaridades com as
solugoes que ocorrem em processos aleatérios, como a difusdo (SCHRECK, 2018). Neste
contexto, sao validas as equacoes de Fick e a equacdo de continuidade. Em trés dimensoes

espaciais, essas equagoes sao escritas na forma

j=—DVn, (2.41)
on

0= V- 2.42
5 TV (2.42)

onde j = j(x,t) é a densidade do fluxo de particulas, n = n(x,t) é a densidade de particulas
e D é a constante de difusdao. A relagao (2.41) expressa uma distribui¢ao ndo-homogénea de
particulas, que produz sempre um fluxo de particulas da regidao de maior densidade para a
regiao de uma densidade menor. O gradiente aponta na dire¢ao da inclinagdo méxima, mas
a direcdo do fluxo aponta da regido da maior densidade para a regiao de menor densidade.
Ja a Eq. (2.42) representa a conservagao do nimero de particulas. Calculando o divergente
da primeira equagao e inserindo o resultado na segunda, encontramos a equacao da difusao

on _ DV?n = DAn. (2.43)
Considerando o problema unidimensional onde temos um pico de particulas na coordenada

espacial ' = 0 representando a condigdo inicial no instante ¢ = 0, ou seja, para n(z,t) =
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d(z), a equagao da difusdo tem como solugao

n(x,t) =

1 x?
exp [ =) 2.44
JirDi p< 4Dt> (2.44)

Note que a Eq. (2.44) corresponde a uma distribuigao de delta de Dirac se 0 = v/2Dt +— 0.
Isso faz sentido, dado que a densidade de particulas deve corresponder a distribuicao de
Dirac para o limite ¢ — 0. J& para t > 0, a Eq. (2.44) comporta-se como uma Gaussiana,

com que vale o seguinte processo limite:

3(6) = lim £o(6), Jo(6) = o= exp (—%) | (2.45)

Para ilustrar este comportamento usaremos a Fig. 2.1, onde {f,(£)} com o, £ € R é um

conjunto ilimitado de fun¢des Gaussianas em termos da varidvel .

04 08 4
03 0.6 :
filélo2 fipl&104 f1nol€12
0.1 02 1
0.0 0.0 0

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

& < &
(a) () (c)

Figura 2.1 — Distribuicdo Gaussiana da Eq. (2.45) para ¢ = {1,1/2,1/10}. Vemos que a
largura do pico decresce ao passo que a altura aumenta.

A medida que t aumenta, a altura na coordenada x = 0 diminui, ao passo que a
largura do grafo da funcao aumenta. Isso mostra que as particulas movem-se da origem

para fora, caracterizando um comportamento conhecido como processo de difusdo.

Cabe destacar que o resultado da Eq. (2.44) tem uma forma similar ao propagador
KLivie(,t;0,0). Ao comparar as solugoes, o movimento quantico corresponde a uma difusao
com uma “constante de difusdo” imagindria D = h/(2im). Para um gés ideal a constante
de difusado é proporcional ao produto do comprimento médio de propagacao livre [ e a
velocidade média v das moléculas. Portanto, uma constante de difusao grande significa que
as particulas podem alcancar uma distancia grande do ponto inicial antes de uma colisao.
D depende da constante de Planck A e da massa m. A constante de difusao na mecanica
quantica aumenta quando m diminui, porque objetos quanticos leves podem alcancar
distancias da fonte maiores que objetos quanticos pesados. Além disso, no limite classico
h — 0, a constante de difusao tende a zero, visto que a difusdo é causada somente pelas
leis quanticas e nao tem uma origem classica. Entao, o movimento quantico tem tanto
aspectos analogos ao movimento de ondas classicas quanto um comportamento aleatorio

analogo ao da difusdo (conectado a propriedade de probabilidade). Estes aspectos sao
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encontrados no propagador livre, que realizam o movimento quantico ser mais diversificado

e complicado que o movimento classico.
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Figura 2.2 — Gréficos do propagador livre da Eq. (2.34) para m/(2h) = 1 onde tratamos
x, t como variaveis adimensionais. (a) Parte real para x pequeno. (b) Parte
imaginaria para = pequeno. (c) Parte real para « grande. (d) Parte imaginéria
para x grande. (e) Parte real para ¢t pequeno. (f) Parte imagindria para t
pequeno. Aproximacoes de ordens quadraticas sao ilustradas em vermelho.

Na Fig. 2.2-(a) e (b) percebemos um comportamento simétrico em relagdo ao eixo
x que tende para um perfil peridédico a partir de um certo valor. Na Fig. 2.2-(c) e (d)
notamos também um perfil periédico e simétrico em relagao ao eixo x. J& na Fig. 2.2-(e) e
(f) os gréficos descrevem como o propagador muda no tempo para uma posicao fixa z = 1.
Neste caso, percebemos um comportamento parecido com um hiperbdélico, mas que tem
um perfil de 1/+/t. A exponencial é reprimida para tempos suficientemente grandes e o

propagador tende a zero, analogo a uma oscilagdo rapida com amortecimento.
As raizes, maximos e minimos da Re [Kyiye (2, t;2",t")] e Im [Kpipe (z,t; 27, 1')]
estao discutidas em mais detalhes no Apéndice A.1. Para acharmos as raizes z; da parte

real e T; da parte imaginaria de acima, escrevemos

2 2
Re [K (z,t9)] = 0 = sin (T;:ZO > = —COS <T;§0 ) : (2.46)
Im [K (Z;,t))] = 0 = sin mii) _ cos ma; (2.47)
R ohty | 2hty | '

Entao, as raizes sao dadas por

ma 3 \/2ht0 3
2hto <4H>7r . m <4+Z>W (248)
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mi? 1 20ty /1
L=1=-+41 T, =+ — -+ 2.49
Sht, <4+z>7r:>x \/m <4—|—2>7r ( )
Os minimos Z; e os maximos &; sao determinados a partir das primeiras derivadas:
dRe [K (24, 10)] [ mi? ma?
— 0 — L = — 250
dz; "\ 2nty ) T\ 2ht, ) (2:50)
=0= — | = “ . 2.51
dz; " 2nty O\ 2ht, (2:51)
com que
m#? /3 \/2711&0 3
L =1-+41 i, =\ — -+, 2.52
Sht, <4+Z)7T:>£L' - <4—|—z>7r ( )
mi? (1 \/2ht0 1
2ht <4+Z>7r ! m <4+Z>7r (2:33)
As raizes t; da parte real ¢; da parte imaginéria sdo obtidas a partir
2 2
. mxo mxg
Re |[K t)] =0 =— , 2.54
e K (zo,t;)] = sin ( o, ) cos < o, ) (2.54)
Im [K <x E)] =0 = sin mas = cos mizy” (2.55)
o 2hi; 2nt; ) '
com que
2
mixg
t; = —, 2.56
2R(3/4 +i)m ( )
2
~ mixg
ti=————. 2.57
2h(1/4 +d)m ( )
Os minimos da parte real seguem da primeira derivada:
dRe |K (o, 2
[ ( 0.ty —0, (=0 (2.58)

que leva a seguinte equagao:
1 1
0= ~1 % lsin (g) + cos (%)1 + 3 % lcos (g) — sin (g)] (—%) . (2.59)

0= —sin (g) (C—1) — cos (g) (C+1). (2.60)

0 = tan g :%.

A equacao anterior tem um numero ilimitado de solugdes, mas nao é possivel resolver

(2.61)

analiticamente. Considerando as primeiras trés solugoes numeéricas (;,23 podemos escrever
os primeiros trés minimos da forma

mag?

2hCi 23

t103 = (2.62)
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Os minimos a parte imaginaria sdo obtidos a partir de

dIm [K (Io,tuz)} _ 0 B meQ
&, =0 8=

(2.63)

resultando na seguinte equagao:

b o ) (9] B (9 ]9

0— —sin (g) (14 ) + cos <§> (1—¢), (2.65)
0 = tan (%) - % (2.66)

A equacao anterior também tem um numero ilimitado de solugoes, nao sendo possivel
resolvé-la analiticamente. Considerando as primeiras trés solugdes numéricas &; o 3 podemos
escrever os primeiros trés minimos da forma

mxo?
2h&1 03

(2.67)

t12,3
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2.3 Experiéncia de fenda tinica e da fenda dupla

As experiéncias de fenda tnica e da fenda dupla desempenham um papel impres-
cindivel no desenvolvimento das leis cinemdticas da mecénica quantica (Secao 2.1). Estas

experiéncias tém um arranjo composto por:

1. Uma fonte de particulas,

2. Um anteparo opaco com duas fendas (em que cada uma destas pode ser bloqueada)

de comprimento d separadas pela distancia D,

3. Com detectores atras do anteparo detectando as particulas em posicoes especificas.

A Fig. 2.3 ilustra a estrutura basica de execucao deste experimento.

detector _

~

fenda (1) I d

D

fonte J
fenda (2) I d

tela_ tela |

Figura 2.3 — Principio da experiéncia da fenda dupla. Adaptado de (SCHRECK, 2018).

2.3.1 Particulas classicas

Em primeira instancia, consideraremos o arranjo de experimento proposto na Fig.
2.3 e a realizagao deste com particulas classicas. Quando a fenda (1) estd aberta, o uso dos
detectores permite observar uma distribuicao de particulas. O centro desta distribuicao é
localizado exatamente atras da fenda (1) e tem um comprimento da ordem de d (vide Fig.
2.4-(a)). O mesmo efeito pode ser observado se ao invés de abrirmos a fenda (1), abrirmos
a fenda (2) (vide Fig. 2.4-(b)). J4 quando ambas as fendas sdo abertas, a distribui¢do de
particulas resultante é a soma das distribui¢oes individuais de cada fenda e os centros das

distribuigoes individuais estao separados por uma distancia D (vide Fig. 2.4-(c)).



Capitulo 2. Fundamentos da Mecinica Qudntica 36

(a) (b)

Figura 2.4 — Resultados da experiéncia para particulas cldssicas com (a) a primeira fenda
aberta (b) a segunda fenda aberta e (c) com as duas fendas abertas. Adaptado

de (SCHRECK, 2018).

Se o experimento é realizado com particulas de energias distintas, os mesmos
resultados sao obtidos. Podem existir pequenas diferencas nas extensoes das distribuigoes,
mas este ponto nao é essencial neste contexto. Os resultados anteriores, de um ponto
de vista da mecanica classica, fazem sentido. Isso porque cada particula classica segue
uma trajetoria retilinea, havendo correspondéncia direta entre a posicao final de cada
particula e suas condic¢oes iniciais. Podemos interpretar as distribuigoes de intensidade
(de particulas) no anteparo como distribuigdes que fornecem a probabilidade relativa de
uma particula chegar num ponto especial no anteparo. A tnica origem de casualidade na
teoria classica simplesmente sao as condig¢oes iniciais de cada particula que nao podem
ser conhecidas. Além disso, os eventos que correspondem a deteccdo de uma particula
devem ser interpretados considerando a deteccao ou nao deteccao dela, ou seja, uma meia

particula nunca é detectada, dado que as particulas sao objetos nao-divisiveis.

2.3.2 Ondas classicas

Agora repetindo o experimento com ondas classicas ao invés de particulas, o
comportamento é mais complicado e depende do comprimento de onda A. Se A < d e
A < D a energia medida pelo detector (depositada no detector de uma maneira continua
em comparagao aos eventos discretos observados) é distribuida do mesmo jeito como para
particulas classicas. A tnica diferenca é que os eventos detectados para as ondas nao
sao discretos. A amplitude da onda pode ter um valor arbitrario. O detector é sensivel a

energia incidente pela onda e a energia é proporcional ao quadrado da amplitude.

Consideremos um exemplo particular de ondas classicas: luz monocromatica. Uma
onda eletromagnética plana na eletrodinamica classica que se move ao longo do eixo z, é

descrita por um vetor campo elétrico. O ultimo é ortogonal a dire¢do de propagacao da
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onda
E,(r,t
E(r,t) = E,(r,t) |, (2.68)
0
com
E.(r,t) = EYcos(kz —wt+ ), (2.69)
Ey(r,t) = Ejcos(kz—wt+ay), (2.70)

em que k = 2w/ e w = 27/T sdo os numeros de onda e a frequéncia angular da luz,
respectivamente. As varidveis o, e o, determinam a fase da cada componente da onda
para z =t = 0. As equagoes de Maxwell dizem que o campo magnético é ortogonal tanto

ao campo elétrico como a dire¢ao de propagacao

cB(r,t) = zxE(r,t), (2.71)

e a energia total da onda por unidade de volume

€ _! <5OE2(r, t) + B(r,t)2> :

2 Ho
B(r,t)?
€—€—O<E2(I',t)+ (r. ) ),
2 Eolo
e =goE(r, 1)° (2.72)

¢é proporcional ao quadrado da amplitude da onda. Usaremos o campo elétrico na notagao

complexa por conveniéncia. Entao, definindo o vetor complexo

E,(r,t)
E<r7t) = Ey(r>t) )
0
E% exp(ioy)
E(r,t) = Egexp(z’ay) , (2.73)
0

as componentes reais do campo elétrico sao:

E,(r,t) =Re {Ew exp [i(kz — wt)]} : (2.74)

Ey(r,t) = Re {E, exp [i(kz — wt)]} . (2.75)

Estes vetores complexos (que as vezes sao chamados de fasores) simplesmente sdo conveni-
entes na fisica classica para obter as fases relativas de duas ou mais ondas no mesmo ponto.

Além disso, permitem o calculo da intensidade total da onda efetuando uma superposicao
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das ondas. A situacao difere na mecanica quantica. Descobriremos que estas grandezas

complexas sao proporcionais as grandezas fundamentais utilizadas para formular a teoria.

Se d ou D sao reduzidos, o padrao de interferéncia muda qualitativamente. Consi-
derando o caso em que D > A e d — A, nestas condigoes as intensidades individuais atras
das fendas (1) ou (2) terdo seu comprimento expandido no anteparo e se tornarao maiores
que d. Além disso, a intensidade da luz oscila e forma faixas circulares no anteparo, com
um centro luminoso (ponto de incidéncia) e uma intensidade decrescendo fora do centro,
como observado na Fig. 2.5-(a), em razao do fenémeno de difracdo. Uma explicagdo mais
intuitiva para este efeito é que, na compreensao da propagacao de ondas desenvolvida por
Huygens, a frente de onda é composta de uma superposicao de ondas esféricas emitidas a
partir de uma distribuicao de fontes. Neste caso, uma frente de onda plana que se move
num meio uniforme mantém a sua forma durante a propagagao. Encontrando uma fenda
grande em comparagdo a A, a propagacao da onda nao é afetada (a menos por alguns
efeitos de borda). No outro lado, se encontra uma fenda cujo tamanho é comparavel a A,
a onda propaga como uma onda esférica e a intensidade expande. A intensidade oscila
fora do centro luminoso devido a interferéncia destrutiva de partes diferentes da frente
de onda. Abrindo-se as duas fendas, o padrao de interferéncia é a soma dos padroes de

interferéncia individuais (vide Fig. 2.5-(b)).

(@) (c)

l
I

Figura 2.5 — Experiéncia da fenda dupla para ondas cldssicas com (a) a primeira fenda
aberta (b) as duas fendas abertas com D > A e (c) as duas fendas abertas

com D ~ A. Retirado de (SCHRECK, 2018).

Ja no caso em que D +— X e d — )\, os padroes de interferéncia para cada uma das
fendas nao mudam. Isso se d& porque somente o comprimento d desempenha um papel para
uma unica fenda. Porém, o padrao de interferéncia inteiro (para ambas as fendas abertas)
nao é a soma das intensidades de cada fenda. Na verdade, a intensidade oscila como uma
funcao da distancia Y do eixo 6ptico ao longo do anteparo final de uma maneira que
pode ser calculada de forma geométrica, usando o comprimento de onda. Este fenémeno é

chamado de interferéncia e a origem dele é que as ondas propagando-se a partir das duas
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fendas se sobrepdéem. Uma interferéncia deste tipo é possivel quando a fase relativa das
ondas encontrando as fendas é constante. Pode se observar que a interferéncia entre as
frentes de onda origina-se das bordas da regiao que separa as duas fendas. Compreendemos
estes fenomenos em termos da superposicao de ondas cuja superposicao fornece os padroes

de interferéncia complicados.

2.3.3 Objetos quanticos

Nesta secao, sera efetuado o mesmo experimento anterior, porém agora usando
objetos quanticos, que obedecem as leis da cinemdtica quantica (vide Segao 2.1). Neste
caso, os resultados tém um pouco de similaridade com aspectos tanto de particulas quanto
de ondas cldssicas. E claro que as leis classicas devem ser um limite das predicoes da teoria
quantica para condi¢oes particulares. Esta relagao superficial com alguns resultados da
fisica classica é a origem da terminologia dualidade onda-particula. Nos préximos tépicos,

serao descritos os efeitos utilizando somente conceitos quanticos.

2.3.3.1 Experimento de fenda tnica

Nesta parte, avaliamos a fisica do experimento de uma fenda. Neste caso, exis-
tem diferencas interessantes das ondas e particulas classicas. Considere o problema da

distribuicao de intensidade atras da fenda.

No limite cléssico, os resultados dos experimentos usando objetos quanticos com
uma fenda aberta sao os mesmos que para particulas classicas num limite especial ligado
ao comprimento da fenda d. Obtemos também uma distribuicao no anteparo final analogo
ao medido para particulas classicas, quando o momento p das particulas é aumentado para
que p > h/d com uma constante h (vide as Fig. 2.4-(a), Fig. 2.4-(b)), onde ela relaciona o
momento ao inverso da distancia com unidade de energiaxtempo. Deve-se salientar que
nao existe uma grandeza analoga a esta na fisica classica. Entretanto, uma grandeza com
espaco significativo na mecénica quantica avancada é a agao. A constante h é conhecida
como constante de Planck. Existe também uma constante reduzida de Planck que
é predominantemente utilizada na fisica teérica: h = h/(27). Em termos de £ o limite de
resultados classicos na experiéncia de uma fenda com objetos quanticos é exprimido pela

condigdo p > h/d.

Ja no limite quantico, se a largura da fenda for diminuida, o comportamento dos
objetos quanticos no anteparo muda. Ao invés de uma distribui¢ao classica de particulas, é
observado um padrao de interferéncia no regime p < h/d. No desenvolvimento da mecénica
quantica, o conde francés De Broglie descobriu que se obtém o argumento correto para
a distribuicao de interferéncia no anteparo, imaginando que a particula é uma “onda”
que possui um comprimento de onda A = h/p, que é o comprimento de onda de De

Broglie na mecanica quantica.
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2.3.3.2 A discreteza de eventos observados

Os objetos quanticos sao similares a particulas classicas, pois o detector os vé como
objetos individuais e discretos. Se decrescermos a intensidade da fonte de objetos quanticos,
o detector ira identificar eventos de maneira individual, e cada evento fornece a mesma
quantidade de energia ao detector. Esta ¢ a razao pela qual abandonamos o termo “objetos
quanticos” e vamos simplesmente chamar de “particulas”, como na mecanica classica. Em
se tratando de eventos individuais no detector, objetos quanticos aparecem como particulas
e nao como ondas. E se decrescermos a intensidade da fonte de ondas, a energia incidente

no detector ¢ reduzida continuamente. Isso nao acontece para objetos quanticos.

A palavra “particula” na mecanica quantica deve incluir as propriedades de ndo-
divisibilidade e discreteza, sendo normalmente associadas a uma particula classica, sem
as implicacoes correspondentes da fisica classica, tal como a existéncia de um caminho
definitivo no espaco de uma particula se movendo. Mas, o conceito de uma trajetéria
classica da particula é perdido, porque a distribuicao de intensidade no anteparo para uma

fenda tnica se expande quando o comprimento da fenda diminui.

2.3.3.3 Probabilidade na mecanica quantica

H&a um aspecto a mais nos resultados do experimento de uma fenda para objetos
quanticos quando a fenda é diminuida, implicando diretamente nas no¢oes de probabilidade
e determinismo. Uma distribuicao de probabilidade na mecanica classica ¢ interpretada
como uma incoeréncia nas condi¢oes de movimento de particulas perfeitamente deter-
ministas. Esta esta relacionada as condigoes iniciais ou as forgas externas entre fonte e
detector. Sabendo estes efeitos para cada particula, poderiamos calcular todas as trajetorias
para as particulas usando as leis Newtonianas. Neste caso, nao haveria um problema de
probabilidades, pois a abordagem seria totalmente deterministica. Estreitando a fenda,
as condigoes iniciais tornam-se idénticas as condigoes classicas. Estas condi¢des deveriam
fornecer resultados idénticos num movimento deterministico. Porém, os resultados obser-
vados sao opostos aos esperados. Podemos imaginar as particulas chegando uma depois
da outra. A primeira particula chega numa posicdo no anteparo que parece ser casual.
Pois, outra particula aparece numa posicao diferente, sem uma correlagdo entre estes
eventos. Condigoes idénticas nao fornecem resultados idénticos na mecanica quantica. A
probabilidade na mecanica quantica é uma propriedade intrinseca da teoria e nao somente

uma consequéncia da nossa desinformacao.

Considerando particulas classicas de um dado tamanho, imagine que inicialmente
facamos que todas as particulas sejam direcionadas para uma fenda. Assim temos, uma
distribuicao de particulas ao chegarem no anteparo. Diminuindo o tamanho da fenda, a
extensao desta distribuicao é a mesma que o comprimento dela, até que o comprimento

da fenda corresponda ao tamanho da particula. Portanto, as particulas nao podem mais
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passar pela fenda neste ponto. O que acontece com os objetos quanticos é muito diferente.
Quando a fenda é grande, as particulas quanticas produzem um centro com o mesmo
tamanho da fenda. Contudo, decrescendo o tamanho da fenda, a extensao da distribuicao
de probabilidade aumenta continuamente e a intensidade diminui. Além disso, anéis
formam-se com oscilagdes na distribuicao de intensidade fora do centro. E claro que este
comportamento é similar ao padrao de interferéncia na difracao de ondas descrito antes.
Porém, note que é oposto a expectativa se a probabilidade representasse a incoeréncia das
condicoes iniciais. Portanto, a probabilidade na mecanica quantica deve ser interpretada
como um conceito fundamental que nao depende da nossa compreensao da natureza de

probabilidade na mecanica classica.

Os resultados do experimento de uma fenda possui duas consequéncias importantes:

1. A teoria quantica somente podera predizer probabilidades, sendo assim, a probabili-
dade é evidentemente o conceito principal da mecanica quantica. No formalismo da
teoria pode-se definir a ideia de probabilidade indiretamente em termos dos axiomas

da teoria de probabilidades.

2. Para obter os resultados de situacoes relevantes, devemos tratar o formalismo da
casualidade normal sob condigoes iniciais. Portanto, sob tais condigoes, devemos
compreender que a ideia de probabilidade nao é idéntica a sua compreensao numa

teoria classica.

2.3.4 Experimento da fenda dupla

Agora consideraremos a experiéncia da fenda dupla. Com ambas as fendas abertas,
para as particulas com momentos p > h/d, o padrao de interferéncia é a soma dos padroes
para cada fenda individual, assim como para uma particula cldssica (vide a Fig. 2.4-
(c)). Quando o momento das particulas é diminuido, para estarmos no limite oposto, ou
seja, p < h/d, obtemos um padrao de intensidade tal como para uma onda cldssica com
méximos e minimos de intensidade (vide a Fig. 2.5-(c)). Esta observagao é interpretada
como dualidade onda-particula. Entretanto, é assertivo afirmar que objetos quanticos sao
particulas cujas leis de movimento fornecem fenomenos que sdo equivalentes a interferéncia

de ondas classicas, embora seu comportamento seja similar, mas nao idéntico.

1. Abrindo a segunda fenda, a intensidade dos objetos quanticos em alguns pontos
decresce, enquanto em outros pontos a intensidade se anula. Para particulas classicas

nao observamos este comportamento.

2. A interferéncia de ondas classicas requer que ambas as ondas estejam na mesma
posicao em simultaneo, para que a interferéncia possa ocorrer. Porém, repetindo o

experimento com intensidades pequenas da fonte ao ponto de nao existir mais de
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uma particula entre a fonte e o detector por algum periodo, o padrao de interferéncia

persiste apds coletar dados suficientes para ser gerado (ilustrado na Fig. 2.6).

(a) (b) (c)

Figura 2.6 — Contando eventos individuais na experiéncia da fenda dupla (com uma fonte
da densidade baixa) (a) depois de um tempo curto (b) depois de um tempo
médio e (c) depois de um tempo longo. Retirado de (SCHRECK, 2018).

2.3.5 Caminhos e amplitudes

Sabemos que a discretizacao dos objetos quanticos nos revela que nao podemos
compreender a interferéncia de uma maneira andloga a fisica classica. Portanto, nao se
deve interpretar a interferéncia em frentes de onda, como para uma onda cldssica, mas
como possibilidades ou caminhos alternativos disponiveis para a particula. Chamaremos
estes caminhos de amplitudes. Para descrever a interferéncia é conveniente representar as
amplitudes como niimeros complexos no formalismo da teoria. Além disso, a distribuicao

de probabilidade sera calculada em termos da norma quadrada da amplitude.

Na mecanica classica, os dois caminhos acessiveis para as particulas devem ser
considerados como possibilidades distinguiveis. As particulas ou vao para uma fenda
particular ou outra. Mas, se pudéssemos classificar todas as particulas (independente da
fenda que escolhessem) e se nao existissem forgas entre elas, a distribuigao de intensidade
no anteparo seria igual a soma das distribui¢coes de intensidade causadas pelas fendas
individuais, como nas Fig. 2.4-(a) e 2.4-(b). Portanto, o resultado do experimento deve
ser interpretado com a particula realizando o oposto do esperado classicamente. Outra
possibilidade seria que as particulas passem pelas duas fendas, se dividam e uma metade
passa pela primeira fenda e a outra metade pela segunda fenda. Porém, esta interpretacao
danifica a natureza discreta do objeto quéntico, evidenciando que, nem a descri¢ao de
ondas classicas, nem a descricao de particulas pode explicar os resultados. Entao, nao ha
uma dualidade onda-particula e estas duas abordagens nao podem explicar os resultados
dos experimentos. Ao invés disso, introduziremos o conceito quantico de possibilidades

nao-distinguiveis que deve ser incorporado nas leis fundamentais da mecanica quantica.
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2.3.6 Observacao da fenda escolhida pela particula

Existe um fato curioso relacionado ao experimento da fenda dupla: ndo podemos
dizer onde uma particula arbitraria chega no anteparo, mas talvez pelo menos consigamos
observar por qual fenda a particula passou através de um experimento adicional. Entao,
consideremos o caso onde as particulas passando pelas fendas tém carga elétrica para
poderem ser detectadas por espalhamento de luz, onde essa fonte de luz é monocromatica
e a luz incide diretamente nas fendas (NUSSENZVEIG, 2014). Além disso, precisamos de
detectores de luz com uma resolucao espacial e temporal precisa para analisar onde foi a
origem da luz espalhada e quando chegou (vide a Fig. 2.7). Esta configuragao possibilitara
deduzir por qual fenda a particula passou e quando. Se adaptarmos a intensidade da fonte
para que o detector identifique um raio de luz quando uma particula passa por uma das
fendas, também ajustamos a intensidade da fonte para que cada particula que passe pelas

fendas possa ser contada individualmente.

D . detector (1)
fonte (2 T\TV-

» onda e. m.
fonte (1) é onda e. m.

| espalhada

detector (2) |

Figura 2.7 — Instalando uma segunda fonte de ondas eletromagnéticas (e.m.) para detectar
qual fenda e escolhida pelo objeto quantico. Uma segunda detector é necessario

para observar as ondas eletromagnéticas espalhadas perto de uma das duas
fendas. Adaptado de (SCHRECK, 2018).

Refazendo o experimento da fenda dupla nestas condigoes, cada raio de luz espalhado
e detectado é associado com uma particula detectada no anteparo. Os eventos associados
a este experimento podem ser organizados em duas classes, a primeira sendo associada a
uma particula que passa pela primeira fenda e a outra considerando particulas a passar
pela outra fenda. As distribui¢oes serdao as mesmas para o caso da experiéncia de uma
fenda tnica (veja Fig. 2.4-(a)). Considerando a superposigao dos eventos, a distribuigao

muda, pois nao observamos as particulas nas fendas. O padrao de interferéncia desaparece
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e serd dado soma dos padroes de intensidade das fendas individuais no anteparo (Fig.
2.4-(c)).

Os resultados do experimento da fenda dupla para particulas classicas ndo geram
mais uma interferéncia, o que nao é um resultado surpreendente da perspectiva classica.
E claro que a luz interage com as particulas carregadas e esta interacdo pode destruir a
diferenca de fases entre os dois caminhos e a interferéncia. Entao, deve-se salientar que
nao é possivel efetuar um experimento onde a perturbacao da luz possa ser negligenciada,
para nao destruir o padrao de interferéncia e ainda descobrir por qual fenda a particula
passou. A razao que justifica isso é que um objeto que pode interagir com as particulas

deve também obedecer as leis da mecanica quantica.

Outra alternativa possivel seria reduzir a intensidade da fonte de luz, e assim,
decrescer a perturbagao da luz na particula. Esta se fundamenta na suposicao da luz
ser descrita por uma onda classica e que uma reducao da intensidade da fonte de luz
corresponde a uma reducao da amplitude de onda. Porém, a luz obedece as leis da
mecanica quantica e pode comportar-se como uma particula (f6ton). Por isso, uma redugao
da intensidade da luz somente reduz o ntimero dos fétons incidindo nas particulas, isto é,
nao reduz a transferéncia de momento causada pelo féton interagindo com a particula. E
se reduzirmos o nimero de f6tons incidindo, as particulas que atravessam as fendas nao
irdo passar pelo processo de espalhamento para que um féton chegue no detector de luz.
Somente para esta classe de eventos o padrao de interferéncia surge novamente e o padrao
de intensidade no anteparo ¢ uma combinac¢ao entre o padrao de interferéncia e o padrao

de particulas classicas para eventos com fétons detectados (vide Fig. 2.8).

Para diminuir a perturbacao de particulas uma alternativa possivel ¢ decrescer
o momento dos fétons, mas isso também nao funciona, porque o caminho dos fétons
deve se restringir a um tamanho que tem que ser menor que a distancia de separacao
D entre as fendas para poder ser observada qual das fendas foi escolhida pela particula.
Entretanto, isto somente acontece quando o momento satisfaz a p > h/D, que corresponde
a um comprimento de onda de De Broglie A < D. O comprimento de onda deve ser
menor que o tamanho do objeto. Quando o momento ¢ diminuido, chegamos ao regime
p < h/D, que corresponde a um comprimento de onda de De Broglie A > D. Neste caso, o
comprimento de onda do féton incidente é suficientemente grande para sabermos qual fenda
foi escolhida pelo objeto quantico. Dado que A > D, o féton pode interagir com a particula
independentemente da fenda escolhida pela particula e o detector ira identificar um raio de
luz, mas nao pode distinguir por qual fenda passou. Depois deste experimento, obtém-se
o mesmo resultado que num experimento sem luz detectada (padrdo de interferéncia)
vide Fig. 2.5-(c). Esta condigao nao depende das propriedades especificas do féton, antes,
porém, da relagdo de De Broglie entre o momento do féton e seu comprimento de onda que

fornece um limite superior a resolugao espacial possivel. Dado que a relacao de De Broglie
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(2)
| (1)

(2)

' (1)

(2)

Figura 2.8 — Soma de distribuigoes classicas (para classe 1: particulas observadas) e de um
padrao de interferéncia (para classe 2: particulas ndo-observadas). Retirado
de (SCHRECK, 2018).

¢ a mesma para todas as particulas, esta limitacao é valida para particulas alternativas

além de fétons.

Neste contexto, o principio de incerteza de Heisenberg pode ser formulado como
um processo que pode escolher possibilidades multiplas para ocorrer, e se uma medigao é
efetuada, o padrao de interferéncia deixa de ser uma possivel alternativa. Deve-se salientar
que as regras de mecanica quantica devem incorporar esta condigao para concordar com
o experimento. Destes resultados podemos concluir como se pode combinar amplitudes
na mecanica quantica. A regra obtida deste experimento é que as alternativas diferentes
que podem fornecer o evento final sao ndo-distinguiveis, por isso, temos que adicionar
as amplitudes como efetuado para ondas classicas. Depois precisamos calcular a norma
quadrada desta amplitude para obter a probabilidade. Por outro lado, se as alternativas
sao distinguiveis, temos que adicionar as probabilidades diretamente, obedecendo as leis da
cinematica quantica (Se¢ao 2.1). Outros experimentos mostram que este comportamento é
o mesmo para todas as particulas observadas (NUSSENZVEIG, 2014). Portanto, deve ser
uma das propriedades gerais para o movimento na mecanica quantica sendo regido pelas

leis da cinematica quantica.

2.4 Propagacao da particula livre pela fenda dupla

Nesta se¢ao, serao apresentados os resultados da propagacao de uma particula livre

no contexto do experimento da fenda dupla. Os detalhes de obtenc¢ao destes resultados
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encontra-se descritos no Apéndice A.2.1. Entao, considerando a amplitude de propagacao

da particula livre com massa m descrita na expressao (2.34), encontramos o propagador

o m im (x — z')?
Kz, t;2',t") = mexp [%W] (2.76)

Considerando a distancia de separacao entre as fendas igual a D, o comprimento da fenda
d e a fonte sendo pontual a funcao de onda se comporta como uma distribuicao delta de

Dirac, portanto

P(',0) = (). (2.77)
O esquema que ilustra a construgao do experimento, bem como possibilidades de propagacao
esta ilustrado na Fig. A.4 do Apéndice A.2.1.

Usando a lei (4) da cinemética quantica para obter a fun¢ao de onda no anteparo

final (vide Segao 2.1), encontramos as seguintes amplitudes

YW (z, T) = K(x,T;0,0)

D D
= K (x,T; 5,7}) K (5,T1;0,0> , (2.78)
Y& (2, T) = K(x,T30,0)
D D
= K <a:,T;—5,T1> K <_E’T1;O’O> . (2.79)

Usando a lei (3) da cinemdtica quintica para caminhos nao-distinguiveis, a amplitude ser

a soma das amplitudes individuais de cada caminho. Obtemos

1/}(3:7 T) - w(l) (ZL’, T) + ¢(2) (l‘, T), (280)

e usando os resultados das equagoes (2.78) e (2.79), conseguimos

D D D D
U@, T) = K (2.7 5.1 K (5.750,0) + K (2,75 -5. 1) K (=5, 7350,0)

2 2 2
(2.81)
que é a funcao de onda total no anteparo final, onde T" = 17 + T5. Calculando os

propagadores, temos:

D m im(x—Q)Q
KleT:Z T = N 27 92.82
(x’ 'y 1) \ 2ming, P |20 1 | (2.822)
2
D m im(%)
K (Z,110,0) =,/ m 2.82b
(2’ b ) ominDy X |2 T, | (2.82b)
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D m im (x‘f‘Q)Z
KloT:—=.T,) = N 27 2.
(x’ T 1) \ 2mind, P |20 T, | (2.83a)

D m -im <2>2
K(—-=.T:0,0) = MR 2.83b
( 9 Tb Y ) \ 2ring; P |20 T (2:83b)

Substituindo os propagadores na fun¢ao de onda, temos:

2 2
(2, T) m m (37 - %) m m (%)
x,T) = ——exXp | ——— exp | — 4
’ omihT, T |2h Ty omihT, ¥ |2h T
2 2
m im (:)3 + %) m m (%)
——exXp | ————— —— exp | — , (2.84)
2mihTy 2h T 2mihT] 2h T3

resultando em:

)

2T, 8T,
i (m(x+ D/2)> mD?
- . (2.
+ exp [h ( o7 + ST, (2.85)
Usando 9 (x, T) podemos obter explicitamente a norma quadrada da amplitude | (z,T)|?,
temos
: —D/2)? mD?
me - ™ i (m(z
(e 1) W2, | 7 [h ( oT, 8T,
2
boex i (m(z+ D/2)? N mD?
Plh 2T, 8T} ’
m? m D\? D\?
= 2+2 -2 - = 2.
2T\ T, ( * COS{Qm K‘” 2) <‘H 2) H) (2.86)
m? mD
T))? = {1 (— )] 2.

O resultado da Eq. (2.87) representa o padrao de interferéncia da particula livre para a
experiéncia da fenda dupla com fendas pontuais. E uma funcio caracterizada por maximos
e minimos iguais a zero. Portanto, a ocorréncia de interferéncia entre as amplitudes dos dois
caminhos nao-distinguiveis é 6ébvia. Este padrao de interferéncia nao possui um envelope,
visto que as fendas sdo consideradas pontuais. Além disso, o padrao de interferéncia

torna-se mais complicado considerando uma extensao finita de cada fenda.
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3 MODIFICACOES NO PROPAGADOR NAO-
RELATIVISTICO

Neste capitulo, apresentamos o conceito de quebra de simetria de Lorentz e mostra-
mos exemplos. Apresentamos as modificagoes no propagador nao-relativistico introduzindo
coeficientes de controle do tipo a que mudam a estrutura do propagador. Consideramos
ainda a experiéncia da fenda dupla para este propagador modificado. Deve-se salientar

que esta ¢ a contribuicao original deste trabalho.

3.1 Quebra de simetria de Lorentz

Na fisica, a simetria de um sistema fisico é uma caracteristica fisica ou matematica
do sistema que é preservada ou permanece inalterada sob alguma transformagao. Uma
familia de transformacoes especificas pode ser continua ou discreta. A invaridncia de
Lorentz é satisfeita quando as equagdes que descrevem um sistema fisico nao mudam sua
forma sob alteragoes de coordenadas de um tipo particular (COLLADAY; KOSTELECKY,
1997; COLLADAY; KOSTELECKY, 1998). Na relatividade restrita a covaridncia de
Lorentz concorda com o requisito fundamental da teoria, que prevé que as leis fisicas tém

a mesma forma em todos os referenciais inerciais (RESNICK, 1971).

3.1.1 Espuma de espago-tempo

O continuo espago-tempo como descrito por Einstein, ja foi comprovado em varios
experimentos, e pesquisas tedricas indicam que ele é formado por uma estrutura menor.
Em escalas de comprimento perto ao comprimento de Planck poderiam existir mintsculas
flutuagoes de curvatura criadas e aniquiladas constantemente dando origem a uma espuma
de espago-tempo (estas flutuagdes formam uma espécie de estrutura quantica esponjosa,
vide Fig. 3.1). Neste contexto, a gravitagdo nao é descrita pelas leis cldssicas, por estar em

um regime quantico. Portanto, efeitos da mecanica quantica sao fundamentais.

Figura 3.1 — Espuma de espago-tempo.
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Esperam-se que algumas grandezas caracteristicas da relatividade restrita (cur-
vatura do espago-tempo, componentes do tensor de energia-momento) nao sejam mais
arbitrariamente bem determinadas, mas sejam caracterizadas por incertezas intrinsecas.
Neste caso, existiriam flutuacoes da curvatura e das componentes do tensor de energia-
momento. Estas dao origem na espuma quantica e representam instabilidades que fazem o

espaco mudar sua forma a todo instante.

Considerando particulas com energias < FEp; (a escala de energia de Planck)
movendo-se pelo espago-tempo, estes efeitos nao sao “visiveis” para a particula. Enquanto
para energias aproximando-se a Ep;, o comprimento de onda de De Broglie da particula
decresce, favorecendo a observacao de tais efeitos. Sendo assim, a forma das leis da fisica
depende da energia e nao ¢ mantida implicando na quebra da simetria de Lorentz. Um
problema associado a esta manifestacao de efeitos da gravitacao quantica é a extragao de

grandezas fisicas mensuraveis em experimentos por se tratar de um modelo bem especifico.

3.1.2 Campos de fundo

Campos de fundo sao usados na construcao de uma teoria efetiva descrevendo efeitos
da quebra de Lorentz para energias < Ep;. Tais campos de fundo se transformam como
campos vetoriais e tensoriais por transformacgoes de Lorentz das coordenadas, mas sao fixos
perante transformacgoes de Lorentz de um experimento. Podemos representar um campo de
fundo (vetorial) como um conjunto de setas de comprimentos e diregoes fixas (no espago-
tempo) (vide Fig. 3.2). Os comprimentos das setas sdo caracteristicos para o tamanho da
quebra de Lorentz e o campo de fundo proéprio leva a dire¢oes privilegiadas no espago-
tempo. Formalmente, um campo de fundo envolve componentes chamadas coeficientes de
controle na literatura (VISSER, 1995; KLINKHAMER; RUPP, 2004; BERNADOTTE;
KLINKHAMER, 2007; SCHRECK; SORBA; THAMBYAHPILLAI, 2013).

Figura 3.2 — Campo de fundo.
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Considere dois experimentos se movendo com uma velocidade relativa constante v
um com respeito ao outro. Na presenca de um campo de fundo, os resultados dos dois
experimentos nao sao conectados por um impulso como esperado. Considerando ainda
dois experimentos englobando um angulo constante, os resultados nao sao conectados por

uma rotagao como esperado.

Neste caso, a forma das leis da fisica é dependente da velocidade de um experimento
bem como da orientacao dele. O MPE envolve tais campos de fundo. As vantagens de tal
descrigao efetiva da quebra de Lorentz sdo que é modelo-independente e permite uma busca
ampla de tais efeitos. Além disso, facilita a comparacao de resultados de experimentos
diferentes. Até agora a comunidade trabalhando no MPE conseguiu um conjunto extenso
de limites nas componentes dos diversos campos de fundo (KOSTELECKY; RUSSELL,
2011; KOSTELECKY; RUSSELL, 2008). A Fig. 3.3 ilustra uma particula se propagando

num campo de fundo.

)
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Figura 3.3 — Particula se propagando num campo de fundo.

3.2 Propagador modificado

Um exemplo a considerar é uma particula sujeita a uma quebra de Lorentz governada
por coeficientes de controle particulares que sdo chamados a na literatura (vide Fig. 3.3).
Esta escolha é razoavel para uma investigacao inicial, uma vez que a estrutura destas
modificagoes é a mais simples de todos os termos do MPE. Partimos com a cinematica
classica descrita pela Lagrangiana (KOSTELECKY; RUSSELL, 2010)

LW = —mvV1—-v2—(ag+a-v),

~ %v2—(ao+a-v), (3.1)
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no regime nao-relativistico, em que m é a massa da particula e v sua velocidade. Além
disso, ag e a sao coeficientes de controle do tipo a. Trabalhamos em uma tnica dimensao
espacial, com que a - v = av, em que [ag] = J e [a] = J-s/m. A velocidade da particula

livre é constante. Portanto, a acdo segue a partir de uma integral temporal simples:

S@ = tmﬂ%
t/
1
= §mv2(t—t’) — (ag + av)(t — t'),
o 1 (x_xl>2 / /
= §mW —ap(t—t") —a(z —2). (3.2)

Agora para um periodo de propagacao infinitesimal At o propagador tem a forma

1 mAx?
2 At

K9zt + At 2! ) = o exp [1 (

AL ; — apAt — an)] : (3.3)

com Ax =x — 12" e At =t —t'. O termo envolvendo ay pode levar a um comportamento
complicado, dado que depende do periodo At infinitesimal e quando At — 0 o propagador
deve corresponder a uma distribuicao de Dirac. Investigagoes mais avangadas sdo necessérias

para demonstrar que esta propriedade é, de fato, satisfeita. Por isso, consideramos o caso

@ (gt 4 Ap g #) — T oxn | & LMAZ
K'Yz, t' + At; 2", 1) ihAteXp[h<2 A7 alAzx || . (3.4)

Neste ponto vale

ag — 0:

. / AT _i _
AligloK(x,t—i—At,x,t) = exp( haA:c) d(z — 2, (3.5)

utilizando:

(&) = lim g.(£),

1 &2
gn(f) = \/m eXp (7’%> ) (36)

onde a Eq. (3.5) descreve o limite em que s ha uma amplitude diferente de zero quando

2’ corresponde a x. Portanto, obtemos uma fase global em frente da funcao de Dirac, o
que nao muda esta tultima propriedade essencial do propagador. Completando o quadrado

do argumento da exponencial:

2a

K9zt + At;a2' ) = m <A:c2 - —AtAx)} ,
m

exp |

St . SE| S

2At

m a 2 4 a?
N NA RN B Y
2At( T m t) h2m t] (3.7)

o |
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No préximo passo é necessario calcular o propagador total:

Kﬁ?z,re(x,t;a:’,t') = H/ do; K :L“H_l,t + 0ty 15, t5),

- exp{(—%f—m)}(mﬁt)m

N-1 ; a Ap\2
X H / dzx; exp [ > %m(%ﬂ QZ L) ] (3.8)
Esta tultima sequéncia de integrais fornece
ﬁ /+oo dx; exp [—ai Tiy1 — X; — —At) ]
i=0" ~° i=0
= (ir//rj% n_/12 exp [—a (Zn1 — o n_—fnl(n + 1)At)2] ) (3.9)

Utilizando a Eq. (3.9) paran = N — 1 e « = m/(2ihAt) temos

N2 (A T
K9 (ol ) — _ia_NA ( m )
lere<x7 T ) eXp{ ( h2m ithAt m

9 1 1m(xN—x0——NAt)
JN PR ONAt ’

K{§ho(w, tial t) = ﬁexp l% <m<x — 2(;_@(; ) ;—m(t — t’))] . (3.10)

A equagao (3.10) é o propagador nao-relativistico modificado com coeficientes de quebra
de Lorentz do tipo a que sera utilizado para estudarmos o experimento da fenda dupla

posteriormente.

3.3 Padrao de Interferéncia Modificado

Nesta se¢ao, apresentamos os resultados de aplicagao do propagador modificado
na experiéncia da fenda dupla. Deve-se ressaltar que os detalhes do procedimento estao
descritos no Apéndice A.2.2. Considerando o propagador modificado obtido na se¢ao

anterior, podemos escrever:

K(a)

Livre

m (&
—— €X
it —) P | n

(m(x —x' — L(t —t))? 2
) 1) a

20— 1) — 5t —t’)ﬂ . (3.11)

Considerando que tanto a fonte quanto as fendas sejam pontuais e a distancia entre as
duas fendas é D, como o ilustrado na Fig. A.4, usamos a lei (4) da cinematica quéantica

para obter a func@o de onda no anteparo final. Como os eventos sao sucessivos, podemos
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escrever

D
(@, T) = K(2,T50,0) = K (.75

D
B ,Tl) K (5, Tl, 0, 0> > (312&)

D D
vz, T) =K (2,T;0,0) = K (x T, —=, Tl) K (—E,Tl; 0, o) . (3.12Db)

com

i D

D 7 R e—

K <x,T;E,TI> :1/%6 ! ’ , (3.13a)
D 1 B vt

K(?Tl;o,o> _1/1,;;;1@ L , (3.13b)

2 2

D 1 R e—T
K(I’T;_E’ﬂ) :1/1,;;;26 ’ , (3.13¢)

D z[’"(’f—m_a_
m B 277 2m

K (-=,T1;0,0) =,/

< 2’ 1’0’> ihTLC

Agora, recorreremos a lei (3) da cinemética quintica considerando que as particulas podem

!
|
le
e
N—
[V}
[ V)
e
—_

(3.13d)

seguir dois caminhos nao-distinguiveis,

77/)($, T) = ’gb(l)(:l,‘, T) + @ZJ(Q) (1'7 T)> (314)

e usando as equagdes (3.12a) e (3.12b), bem como a defini¢ao do propagador, podemos

encontrar a seguinte amplitude de probabilidade:

. D a 2 D a 2
m 17 m (5 — %Tl) m (iL‘ -5 ETQ) CL2
T — ? — (T +T
V(o T) = Gm=m 9P 5 2T, + 2T, om 1+ 1)
1 m(—g—%ﬂ) m(x+§— aT2> a?
— —— (T + T 3.15
+ exp " ST, + Ty 2m( 1+ 1) , (3.15)

Calculando a norma quadrada desta amplitude, podemos encontrar a fungao que descreve

o padrao de interferéncia baseando-se no propagador modificado cuja expressao é dada por

}. (3.16)

2m? mD
) = {1 [—
|t(z, T)| 2T + cos tha:

Uma vez que o ultimo resultado corresponde a Eq. (2.87), podemos deduzir que o padrao
de interferéncia nao é afetado pelos coeficientes do tipo a. Note que os coeficientes do tipo

a podem ser removidos da densidade de Lagrange fermionica do MPE por uma redefini¢ao
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dos campos (COLLADAY; KOSTELECKY, 1997; COLLADAY; KOSTELECKY, 1998).
Portanto, nao podem conter informagao fisica, e o resultado obtido corrobora com este

fato e mostra que também vale na mecanica quantica nao-relativistica.



%)

4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Concluimos que o presente trabalho abordou conceitos fundamentais da mecanica
quantica nao-relativistica, apresentando as leis da cinematica e dinamica quantica. Foi usado
o formalismo integral da Mecanica Quantica para descrever o movimento de uma particula
livre no contexto do experimento de uma e da fenda dupla, abordando as propriedades do
propagador, bem como as observagoes feitas a partir destes experimentos, e as conclusoes
deduzidas sobre o comportamento desta. Foi incorporada uma possivel manifestacao da
quebra da simetria de Lorentz parametrizada pelo Modelo Padrao Estendido (MPE).
Este termo envolve parametros conhecidos como coeficientes do tipo a na literatura. Em
particular, adaptamos a amplitude de propagacao (o propagador) de um objeto quantico
nao-relativistico. Como resultado, obtivemos uma invariancia no padrao de interferéncia
para esta contribuicao particular do MPE. Isso indica que a modificagao investigada nao
pode conter informacao fisica. Este resultado foi esperado, visto que os coeficientes do tipo
a podem ser removidos do MPE por uma redefini¢ao do campo fermionico (COLLADAY
KOSTELECKY, 1997; COLLADAY; KOSTELECKY, 1998). Portanto, o descobrimento

feito mostra que este argumento também se aplica a mecanica quéantica nao-relativistica.

Cabe citar que andlises no contexto da mecéanica quantica relativistica convencional
e da teoria quantica de campos em quatro dimensoes vém sendo realizadas em construcao
no MPE minimo, que pode servir de base para estabelecer limites quantitativos na quebra
das simetrias de Lorentz e de CPT (COLLADAY; KOSTELECKY, 1997). Os estudos
sobre estabilidade e causalidade para teorias quanticas de campo, incorporando viola¢ao
de Lorentz e CPT vem gerando resultados interessantes no contexto da mecanica quantica
relativistica (KOSTELECKY; LEHNERT, 2001).

A partir dos resultados obtidos, demonstrou-se a validade da aplicacao para re-
gimes nao-relativisticos e no cenario de experiéncias de fendas. Vale a pena estender as
consideracoes realizadas a contribui¢coes mais complicadas do MPE, que nao podem ser
removidas por uma redefinicao dos campos fisicos, por exemplo, os coeficientes do tipo c.

Porém, a obten¢ao do propagador modificado sera bem mais desafiadora neste caso.
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APENDICE A — O PROPAGADOR
NAO-RELATIVISTICO

A.1 Propriedades do Propagador Livre

Nesta segao, iremos investigar as propriedades do propagador livre (raizes, maximos
e minimos), com o objetivo de entender melhor sua estrutura. Considerando o resultado

do propagador livre, escolheremos =’ = t' = 0 para simplificarmos a analise,

m i ma?
KLivre - 27'('th eXP{ (ﬁ 2t ) } (Al)

Inicialmente, iremos calcular o valor de v/7, com o objetivo de separar a parte

real da parte imaginaria do propagador e investigar seu comportamento. Para tanto,

consideremos um z € C da forma z = cosf + isinf e usaremos o Teorema de Moivre,

N (9 + 2]{71') 7 (A.2)

n

1 0+ 2k
[cos@+isin9]5:cos< i 7T)%—231

n

com n, k € Z. Se atribuirmos os valores de § = 7 e n = 2 na Eq. (A.2), reproduziremos o

caso que precisamos,
.. 1 ™ - ™
[cos @ + isinf]2 = cos (Z + kw) + isin (Z + k7r> , (A.3)
logo:
Vi = cos (% + k?ﬂ') + isin <% + k7r> : (A.4)
Usando as seguintes relagoes trigonométricas:

sin (A £ B) =sin Acos B £ sin B cos A, (A.5)
cos (A £ B) = cos Acos B F sin Asin B. (A.6)

Aplicando as equagoes supracitadas,

Vi = cos (%) cos (km) — sin (%) sin (k7) + isin (%) cos (k) + isin (km) cos (%) ,

obtemos que:

Vi = ig (1+1). (A7)

Para escrever a /i de forma mais conveniente, multiplicaremos a Eq. (A.7) por (1 — i) no
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numerador e no denominador, logo:

. V2 Lo(=i) V214 1)
ﬁ_i7(1+z)'(1—z’)_i7(1—i)’
iz A

:i7(1—z’) (=)

(A.8)

Chegando ao seguinte resultado:

Vi=+ \/5, : (A.9)

Retomando a equacao (A.1), podemos escrevé-la de modo a explicitar Vi,

1 m i max?
Kiivre (l’,t) = % ﬁexp (717) . (A.lO)

Utilizando ainda a raiz positiva da equagao (A.9) e a formula de Euler,
e = cosf + isinb, (A.11)

podemos escrever,

Kipere (1) = 220 [T [cos (m—ﬁ> +isin (mxzﬂ , (A.12)

ou até:

Livie A5 2 = o\ rht 2ht 2ht
1 'm ma? ma?
T sin (75} Zicos ()] (A
T3V e [Sm<2ht> ZCOS(th)]’ (A.13)

Ky (2.0) 1 m [ . [(ma? N ma?
ivre (T,1) = = sin cos | —
- 2\ wht 2ht 2ht
1 /m ma? ma?
4 =y —— |sin | — | — — . (A.14
+Z{2tht [Sm<2ht> COS(zm)H (A.14)
E este resultado mostra que o propagador possui partes real e imaginaria dadas por:

1 [m [ . (ma? ma?\ |
Re [KLivre (l’,t)] = § @ S1n (2_ht> -+ cos <2_ht> s (A15)

1 m [ [ ma? max? |
Im [KLivre (x,t)] = 5 % S1n (%) — COS (ﬁ) . <A16)
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Se consideramos o propagador como uma fun¢ao de x onde t = £ seja uma constante,
podemos obter as raizes, os minimos e os maximos de Re [KLiyre (7, %0)] € Im [Kyiyre (2, t0)]

para avaliar suas propriedades. Fazendo tais consideragoes, temos:

1 [m [, [ma? ma?

Re [KLivre ((L’,to)] = § Wto [Slll (%) -+ cos (m)} s (A].?)
1 /| m ) ma? ma?

Im [KLivre ($,t0)] = 5 W‘[;O lSln (%) — COS (m)} . (A].S)

A.1.1 Raizes da Re [Kyiye (2,t0)] € Im [KLivre (7, t0)]

Para obter as raizes de Re [KLive (7, t9)], considere:

Re [KLivre (7, t0)] = 0, (A.19)
1 [m ma? ma?
2 gin | 2 —— )l =0 A.20
2 7T7”_Lt0 [Sln <2ht0> +cos <2ht0 >] ’ ( )
ma? ma?
in| —— — | =0. A.21
sin <2hto> +COS<2ht0> ( )
Analisando a Eq. (A.21), devemos buscar solugoes que a satisfagam. Uma delas encontra-se
no quadrante em que o sinf) = — cos @ (vide Fig. A.1-(a)),
sin 9 A y(x)
Sanad _______ ﬁ |
: 2 : !
BN tfJA sl S
NG | - | 150
B I :
: : W cos(x)
W —sin(x)
(@) (b)

Figura A.1 — (a) Raizes do segundo quadrante da Re[Kpive (7,%9)]. (b) Representagao
grafica das fungoes —sinz e cosz.

Este caso trata-se do angulo de 135° (%rad), onde vemos que:

sin (?Z) V2 cos (3_7r> = V2

_ Ve Ve A22
5 ° A 2 (A-22)

Fazendo o argumento do seno e do cosseno seja igual a 37” e multiplicando por n, encontra-
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mos:
2
mxy  3mn 3mnhit
2ht 4 “ om Do TS ( )
Outras solugdes possiveis sao obtidas no quadrante onde cos = —sin @ (vide Fig. A.2-(b)),
A y(r) sin 6
| | 157 V2
; i "
1

[}
A
—_
=

e E
|

4
i
|
|
|
|
|
|

W —cos(x) M sin(x)

(a) (b)

Figura A.2 — (a) Representagao grafica das fungoes sinx e —cosz. (b) Raizes do quarto
quadrante da Re [Kpiye (2, t0)].

E neste caso, o angulo em questao é 315° (%rad),

4 2 4 2

sin (7—7T> = Q e cos (7—7T> = —Q (A.24)

E fazendo o argumento do seno e do cosseno iguais a 7 e multiplicando por n, teremos:

paran=1,2,--- (A.25)




APENDICE A. O Propagador néao-relativistico 65

sin 6 A y(x)

cos 6

e
<o tely

W sin(x)
W cos(x)

(@) (b)

Figura A.3 — (a) Raizes do primeiro e terceiro quadrante da Im [Kpive (2, %0)]. (b) Repre-
sentacao grafica das fungoes sinx e cos .

E a forma que temos de obter a generalizacdo para as raizes, é analisar o grafico
das fungoes e propor uma féormula que contemple os casos estudados anteriormente (vide
Fig. A.3-(b)), ou seja, ¥, = 7 (4n — 1), com n = 1,2,3,---. Usando a expressao (A.21),

teremos:

mx? 7w ,  mhtg

n o Tgp 1) — 2 = 4n —1 A2
oht, ~ 4 )= =5 = 1), (4.26)
ht
z, =+ %(zm-l), comn=1,2,3,- (A.27)

E fazendo n — n + 1, encontramos:

orht 3
xn:i\/ m 0(n+—>, comn=0,1,2,3,--- (A.28)
m 4

A Eq. (A.28) expressa as raizes da Re [Kpive (7,1)], € para a Im [Kpie (, to)], faremos o

procedimento analogo ao da se¢ao anterior, considerando:

Im [KLivre (2, t9)] = 0, (A.29)
1 | m ma? ma?
_ - 1 - — R = A
2 7T7:Lt0 [Sln <2ht0> o8 <2ht0>‘| 0’ ( 30)
ma? ma?
sin <2ht0> Ccos <2ht0> 0 (A.31)

Analisando a Eq.(A.31), vamos considerar o quadrante em que o sin = cos @ (vide Fig.
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A.3-(a)), considerando o dngulo de 45° (% )

sin (%) = g e  Cos (%) = g (A.32)

E fazendo o argumento do seno e do cosseno seja igual a 7 e multiplicando por n,

encontramos:

2
mxy ™ mnht
onty, 4 1 om

Outras solugoes possiveis sao obtidas onde o valor do seno e cosseno sao negativos (vide
Fig. A.3-(a)), para tanto, consideraremos 225° (5—”rad),

para n=1,2--- (A.33)

4

sin <%> = g e cos (5:) = \/7— (A.34)

E por fim, com o argumento do seno e do cosseno igual a 3& e multiplicando por n, teremos:

mxs  n _ 5mnhtg
2ht0 N 4 2m

para n=1,2,-- (A.35)

E de maneira similar a secao passada, através da andlise do grafico das fungoes

podemos propor uma generalizagao (vide Fig. A.3-(b)), ou seja, z,, = 7 (4n + 1), com

n=20,1,2,3,---. E usando a expressao (A.31), teremos:
mx? w _ whto
n— D 4p 1 2 — dn +1 A.
Whto
R An +1 A.37
x <5, A+l (A.37)
ou até:
2mht 1
xn:j:\/w O(n+—>,comn:0,1,2,3,--~ (A.38)
m 4

A.1.2 Maiaximos e Minimos da Re [KLive (7,%0)] € Im [Kpiyre (2, t0)]

Para obter os maximos e minimos associados a Re [Kpiyre (2, t0)] € Im [KLive (, 20)],

devemos derivar as fungoes e igualar a zero. Portanto, teremos que para a parte real:

dRe [Kpive (z,t0)]  mx [ m ma? [ ma?
_ =)= =0. A.
d ont \| oty | \2htg ) 5™ 20t )| =° (4.39)

Analisando a igualdade anterior, teremos que ou o primeiro termo sera nulo, ou o segundo,

de modo que
mzx | m

Wto ﬁto =0 =z = 0. (solugao trivial) (A.40)
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Ou até: ) )
mx mu

—— | —sin| —— | =0. A.41

oS <2ht0> S <2ht0> (A41)

E esta andlise é andloga a realizada para as raizes, portanto resulta em:

2rhi
xn::l:\/ T 0(n+§>, comn=01,23, - (A.42)

m 4

que sao os pontos em que a derivada é identicamente nula. Vamos verificar agora os valores
méximos e minimos da fungdo, substituindo o valor de x em Re [Kyiy (7, to)]. Portanto,

teremos:

2
1 |/ m _ m 2mht 3
Re [KLivre (I’n, tO)] = 5 Thto SIn 2hto (\/ m - <n + Z))

2
m 2mhit, 3
— A4
+ cos Sht (\/ - <n+4)) , (A43)

Re [KLivie (Tn, to)] = %\/%{sin Kn + Z) W} + cos Kn + Z) T

Interpretando a equagao (A.44), teremos que o valor serd maximo ou minimo dependendo

} | (A.44)

necessariamente do valor de n. Utilizando o grafico para analisarmos, podemos ver que
quando n = 0,2,4,6,---, teremos valores maximos e para n = 1,3,5,7,---, teremos

valores de minimos, ou seja,

1) Os pontos de maximo serao:

max {Re [KLivre (2,t0)]} = %\/%{sin Kn + Z) W} + cos Kn + 2) W] } . (A.45)

comn=0,2,46,---.

2) Os pontos de minimo serao:

min {Re [Kpive (2,t0)]} = %\/%{sin Kn + Z) 71'} + cos Kn + Z) W] } : (A.46)

comn=1,3,5,7,---.
Podendo assumir portanto os seguintes valores maximos e minimos:
\/5 m
2 Whto ’

V2 ['m
2 Whto .

max {Re [KLivre (,0)]} = (A.47)

min {Re [KyLivre (z,t0)]} = (A.48)
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Para a parte imaginaria, teremos o procedimento analogo:

dIm [Kpivee (z,t0)]  ma [ m [ . [(ma? ma?
= — — =0. A .49
dz oo\ 7hto | ™" \ 20ty ) T %\ 20t (A.49)

Portanto, de maneira similar, encontramos:

mx m

ﬁto ﬁto =0 —= z= 0, (SOIUQ&O trivial) <A50)
E encontramos a equa(;éo:
me me
; _ ) =0. A.51
Sm<2ht0> + cos <2ht0> 0 (A.51)

A qual resulta nos seguintes pontos:

2mht 1
:vn::t\/ﬂ 0(n+—>,comn:0,1,2,3,--- (A.52)
m 4

que sao os pontos de derivada nula. Verificando agora o valor maximo e minimo da funcao,

substituindo o valor de x em Im [KT e (, to)]-

2
1 /' m ) m 2mht 1
Im [KLivre (xn,to)] = 5 Wto sin Shtg (\/ - 0 (n—l— Z_l))
2t o)’
m )
— cos ohic (\/ - <n+1)) , (A.53)

Im [KLivre (%, to)] = %\/%{sin Kn + %) 71} — cos Kn + %) 71} } . (A.54)

Interpretando a equagao (A.54), teremos que o valor serd maximo ou minimo dependendo

necessariamente do valor de n. Utilizando o grafico para analisarmos, podemos ver que
quando n = 0,2,4,6, - - -, teremos valores minimos e paran = 1,3,5,7,-- -, teremos valores

de maximo, ou seja,

3) Os pontos de maximo serdo:

max {Im [Kp e (7,t0)]} = %\/gto{sin Kn + 411) W} — COS Kn + 411) W} } . (A.55)

comn=20,2,4,06,---.
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4) Os pontos de minimo serao:

min {Im [Kp e (7, 60)]} = %\/%{sin Kn + 111) W} — cos Kn + 111) W} } : (A.56)

comn=1,3,57,---.

Encontrando, enfim, os seguintes valores maximos e minimos:

V2 [m

max {Im [KLivre (37’ to)]} - 2 Wﬁto’

(A.57)

V2 [

min {Im [KLivre (il?, to)]} - 2 whtg '

(A.58)

A.1.3 Raizes da Re [Kyiye (2o, t)] € Im [Kpiyre (20, t)]

Nesta secao, iremos considerar o propagador como uma funcao de ¢t onde x = xq seja
uma constante. As raizes para Re [Kpivre (Z0,t)] € Im [Kpivre (20, )] podem ser determinadas

como antes. E para o inicio de nossa investigagao, consideraremos,

L /m [ (ma} ma3 \ |
Re [KLivre (l’o,t)] = 5 % _SlIl (%) + cos (ﬁ | s <A59)
1 m | ma? ma2 |
Im [K7; = —/— |sin | =2 ] — 01 . A
m [Kpivre (0, 1)] 5\ o _Sln ( 2ht> coS ( T ) (A.60)
Recomegando por Re [Kpiyre (T0,t)], teremos:
Re [KLivre (.Z'o, t)] = 07 <A61)
1 [m [ . (mad maxd
—\/— —_— — || =0. A.62
2\ 7ht [Sm ( 2ht ) oo ( 2ht (4.62)
Portanto, teremos:
1
lim \/j =0, (A.63)
t—oo \| ¢
e ainda que:
2 2
sin (%) + cos (%) =0, (A.64)

que é um procedimento analogo a obtencao das raizes obtidas anteriormente. Entao,

2 1
%:Oﬁﬁw, comn=0,1,2,3,- (A.65)



APENDICE A. O Propagador néao-relativistico 70

Obtendo o seguinte resultado:

2
mg

L — ~0,1,2,3, A.66
Shr(n+1/4) 0" (4.66)

A Eq. (A.66) expressa as raizes da Re[KLiye (70,t)]. Semelhantemente, para a parte

imaginaria, teremos:

Im [KLivre (Io, t)] = 0, (A67)
1 [m [ . (mzd mx?
- — — 9 =0o. A.
o\ 7ht [Sm ( 2ht ) cos < one )| =0 (A.68)
E, usando que:
1
lim \/j =0, (A.69)
t—oo \| t
teremos a seguinte equagao:
2 2
. [ mxg mg
— 0 = A.
Sm<2ht> COS(th> 0, (A.70)

através da qual fazendo os procedimentos semelhantes aos realizados nas se¢oes anteriores,

nos fazem achar:

2 3
%:(n—i—Z)W, comn=0,1,2,3,--- (A.71)

ou até: )
mag

fy= 0 —0,1,2,3,- - AT2
ohm (n+3/4) O (A.72)
A.1.4 Miaximos e Minimos da Re [KLiye (20,t)] € Im [KLivre (20, t)]

Para calcular os maximos e minimos, devemos novamente derivar e igualar a zero.

Portanto, para Re [KLivre (70, t)], calculamos:

dRe [KLivre ('TOa t)] o {COS ( 2ht ) + Sin (%21)}

dt 4 mht?, /-

1 ™m ma:(z) . ma:(z) mx%
oV T {2ht2 [Sm < ont )~ \ e )| 70 (AT
rt )

f eos (£ (5 22 {m_ an (£) ~con (§)] =0 o
o (§) o0 (&) = VI b o (§) - ()] a

fazendo ( = obtemos:
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cos (g) + sin (g) - :;t ;CEQ it [sin (%) — cos (g)] : (A.76)
(§) (-2 () -wx(9)].  wm

¢

(g ) o))
(el el e

1o (§) e ven($) > wn(§) =L s

Analogamente, para Im [Kpiye (70, t)], teremos:

, (A.78)

.1’2 . ma:2
dIm [K (xo,1)] __m {COS ( 20t ) S (ﬁ)]
dt 4 mht?, /1
n 1 /m _mm% o mxd + cos mx? _0 (A.81)
oV whe |\ 2me2 [T\ 2 2ht o '
Fazendo ¢ = ht , temos:

o 8 (&) ] o . (€ §
) ) )

(A.82)

o)) - e (] o

(g) _sin (g) I ST [ (g) + cos (g)] , (A1)
_> _ mab [ (g) +sin (g)] | (A.85)
cos () =sin () = eos (§) s (5] (A56)
Qoml)-em )
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—(1=¢)sin (g) =—(§£+1)cos (g) — tan (g) = % (A.88)

Entao, os minimos e méximos da Re [Kpiye (70, 1)] € Im [Kpiyre (70, t)] podem so-

mente ser determinados numericamente. Através das equacoes que encontramos anterior-

1 - 1
tan (g) = 1—4_? tan (g) = % (A.89)

Portanto, os minimos da Re [Kpiyre (0, t)] € Im [Kpivre (0, t)], assumirao a seguinte

mente:

forma:

2 2
- mg mg

123 =5, ti23 =
w 20105 7 2h&1 23

(A.90)

As relagoes supracitadas tem as primeiras trés solu¢oes numéricas dadas por & ~ 0.555968,
&9 &~ 5.099658, &3 ~ 11.174084 e (; ~ 2.369501, (o ~ 8.099662, (3 ~ 14.277024, respectiva-

mente.

A.2 Aplicagcao da Experiéncia da Dupla Fenda

A.2.1 Propagador da Particula Livre

Nesta secao, iremos aplicar o propagador da particula livre no experimento da dupla
fenda com o objetivo de encontrar o padrao de interferéncia. Para tanto, consideremos a
amplitude de propagagao da particula livre com massa m como descrito na equagao (2.34),

(A.91)

. N2
KLivre(aj,t; .Z'/,t/) = m ([L‘ q;) ]

m €
— X —_—
omih(t —t) P |2k (t—1)

Deve-se salientar que cada fenda é pontual e distancia entre as duas fendas é D.

Além disso, a fonte é pontual, isto é, é descrita por
P(2',0) = §(2), (A.92)

como mostrado na Fig. A 4.
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detector

x' A

fonte

A
Y
A
Y

T1 ) T2

Figura A.4 — Experiéncia da dupla fenda com fendas pontuais. Adaptado de (SCHRECK,
2019).

Agora, para obter a funcdo de onda no anteparo final, usaremos a lei (4) da cine-
matica quantica enunciada na Secao 2.1. Assim, as amplitudes associadas sao decompostas

da seguinte forma,

YW (z, T) = K(z,T;0,0)

D D
Y& (@, T) = K(x,T30,0)
D D
= K (a:,T;—E,T1> K <—E,T1;O,O>. (A.94)

O que nos leva a conclusao de que a particula quantica pode seguir dois caminhos

que sao nao-distinguiveis.
Portanto, usando agora a lei (3) da cinemética quantica enunciada na Secao 2.1.

Obtemos o seguinte resultado,

1/}(1:7 T) - w(l) (ZL’, T) + ¢(2) (I, T), <A95)
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e substituindo as expressoes (A.93) e (A.94), encontramos,

D D

U@, T) = K (075 11) K (5.71:0,0)
D D

+ K (w,T;—;,ﬂ) K <—§,T1;O,O>, (A.96)

que é a funcao de onda no anteparo final, em que 7' = T} + T5. Calculando os propagadores,

temos:
K (m,T, —,T1> - ‘/m exp ;ﬂ({;__?: (A.97)
- QW?;TQ P % e ;2%)2 (4.98)
K (g,Tl;O,()) = 2%2271 exp _Zz(i—f (A.99)
K (x’T’ g’ﬂ) - 2m'h(;1— ) P ;ﬁ EL;J:?)Q (4.100)
_ QWZ;TZ exp % (- ;2];)2 (A.101)
K <—§,T1;O,O> - QWeriLTl exp % (i)? (A.102)
Substituindo os propagadores na Eq. (A.96), encontramos:
(o, T) { (- {ﬁ@_g)z }{ 7 im(3) }
2mihT, 2h T 2mihT, 2 T3
+ {\/ 2n%TQ P %(93%2%)2 } {\/ 27r?;iT1 P %(i—lf } (4.103)
Y T) = ST {exp {% ((m S )
+ exp % ((x ;2%)2 + (?2> } (A.104)
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V(x,T) = #\/m {eXp [7% <m(x — D/2)? . mD2>]

o7, 8T}
. l% (m(x ;Tf/z)Q . ﬂ;ﬁzﬂ } (A.105)
_m i (m(x—D/2)> mD?
v D) = 5 i, {eXp [ﬁ( o, 8T, ﬂ
- exp [% (m(w ;TQJ/Q)2 n ”;?jﬂ } (A.106)

Usando ¢ (x,T) podemos obter explicitamente a norma quadrada da amplitude | (z, T')|*
(probabilidade),

s . om i (m(z—D/2)> mD?
e TP = s e [ (M52 D
2
i (m(x+ D/2)*> mD?
- Al
+ exp [h( o7 + ST, , (A.107)

a partir deste ponto, mudaremos a notagao da funcao exponencial para evitar poluicao

visual, de modo que encontramos

9, TP = 0o, T) (e, T), (A 108
2 i [ m(xz— 2 m 2 i [ m(a 9 . 9
Bl T = o [ | (et
142
) L]
2 A U 2 mD? i [ m(z— 2 mD2
IM%HP—E%TFﬁ@%%&ﬁ%%ﬂiﬁﬁ%%ﬁ
142

i [ m(z+D/2)> +mD2

+ 6_%( 2T5 + 8T )€%< 2T5 8T )

; m(z+D/2)2+mD2> %(m(ac—D/z)2 mD2>
e

275 +31

m(x 2 2 7 m(x 2 m2
( (a1 D/2) +mD) _( (24D/2)% | mD

ST eh TR T)] (A.110)

St
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¥ (2, T)[*

2 i (m@=D/2)2?  mp? i ( m(z+D/2)2 | mD2
— m 14+ e_ﬁ( 2Ty + 817 )eﬁ( 2Ty + 8T
h2TT,

,1<7"(1+—D/2)2+mD2) 1’(m(r D/2)2+mD2)
+ e h 2T 8T7 h 2To 8T +1 , (Alll)

2 i (m(z+D/2)2 m i (m(z D/Q) %’)
m i(metD/2)” —i +
e, 1) = [ﬁeh ) (R
i (m(sz/2)2+m _ 4 (m(z+D/2) +%)
AR ()| )

[Y(x, T)* =

m2 { i [m(erD/z)?_m(a:,D/g)?] i {m(me/2)2_m(x+D/2)2

2 h 2T 2T h 2Ty 2Ty ] A. 1 13
RTT, +e +e } . ( )

|¢(ZE,T>|2 — % {2 + 6% [(JE-F%)Q_(QC—%)Q} + 6_2;’%2 [(JU—F%)Q_(QC—%)Q} } , (A.114)

|w($ T)l h;;jTZ {2 + 6% [(:H—%)Q_(m—%)q te QZnTlg [(fE—F%)Q_(m—%)Q} }, (A115)

e como temos que:

62%2 [(m+ ) —(9:—%)2} —|—€_2;:1Ti2 [<m+%)2_(r_%)2] = 2cos { 2;;;2 [(I + §>2 N (J; B %)2

Podemos escrever,

(@, T = hQTjTQ {2 + 2cos [2;”% ((x - §>2 — (x — g)zﬂ } : (A.117)

(;/ﬂx +7Z 2+ D 7{))) (A.118)

2

(2 + 2cos [27225 (ZxD)D = %173 (2 + 2cos <7;;—£:v)] , (A.119)

m2
|¢(x,T)|2 = h2T, T, <2+ cos l

2

m
T =———
0@ D = o
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obtendo enfim o seguinte resultado:

2m?2 mD
T 1
o, I = h?TlTJ +COS(hT2 )

‘ 2

(A.120)

E comparando o comportamento de |¢(z,T)|* em termos da posigao final x com o

comportamento do padrao de interferéncia na experiéncia da dupla fenda com luz, sem

considerar o fator constante, e utilizando k = p/h (com o ntimero de onda k& e momento p

xkD pD
l+cos|—| = 14cos|—=z],
q hq
<mD >
= 1l+cos|—=x],
hvg

. (mD)
= CoS hTQx’

da particula), temos

e por fim, encontramos

kD D
1+ cos (%) =1+ cos (:—Bx) (A.121)

Vemos que estas expressoes correspondem uma a outra utilizando a relacao de

De Broglie onde v é a velocidade da particula massiva.

A.2.2 Propagador Modificado

Nesta secao, iremos aplicar o propagador modificado na descri¢cao do experimento
da dupla fenda visando encontrar o padrao de interferéncia modificado pela presenca de

um termo de quebra da simetria de Lorentz a. Considerando o propagador livre modificado,

m(x zlfi(t t))2 2
m Ay (R ¥ S Sl )

K9 (v, t;2/,t) = —e[”( 2(t=+) am ﬂ A.122

L1vre( y Yy ) lh(t - t,) ( )

E realizando as consideragoes analogas as da segao passada (fonte pontual, com-
primento da fenda d e distancia entre as duas fendas é D, vide arranjo da Fig. A .4).
Para obter a fungao de onda no anteparo final, usaremos a lei (4) da cinemdtica quéntica
enunciada na Secao 2.1. Assim, as amplitudes associadas sao decompostas da seguinte

forma,

D D
O (2, T) =K (2,T:0,0) = K (x T, T1> K ( S Ti:0 o) (A.123)

VO (@, T) =K (2,T;0,0) = K <x ) (—— T 0, o) (A.124)
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As particulas quanticas podem seguir dois caminhos nao-distinguiveis. Portanto,
usando agora a lei (3) da cinemédtica quintica enunciada na Segao 2.1. Chegamos ao
seguinte resultado,

O(z,T) =W (2, T) + P (z,T), (A.125)

e usando as equagoes (A.123) e (A.124), encontramos

D D

1/1($7T) =K (I;T; E;Tl) K (?7T1;070>
D D

+K(Lﬂ—gjgk(—5jha®,(Am®

que ¢ a funcao de onda no anteparo final, onde T' =T} + T5. Calculando os propagadores:

K (o721 S o
<L’5’0_¢mw—ﬂ) o

9 -
_D_a
i[m<z : ng)___a2T2

D a 2 1
i | mle—5 -5 (T-T1) o2
m ﬁ[ (- ) —3m (T=T1)
e

h 2T5 2m
:Mé%e (A.127)
i m(gfﬁTl)Q ‘|
D E[ 2T _mTl
K (zg,YE,070> =:,/i2216 1 (A.128)
m(a+L -2 (r—
m %[ +72(T—7(“T) ) —%(T—Tl)]
K(z,T Ty ) =
(%’ 2’0 Vm@—ﬂf ’
m(2+ G —E 1y ?
[ m %[ (+2T2 ) _%B]
_ ihT2€ (A.129)
m(-L-am 2
D m %l ( -TlemT> _%Tll
K (—gaTl;O,O) = ”ithe (A.130)

Substituindo estes propagadores, temos:

m 0 l (_ 2T ;_mT21 m 0 [ (_72T1m ) *%Tl A
N N - 131
TWan© T, € - (A131)
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2Ty 2m Ty 2m
+e . (A132)
m 1727% m 27%T 2
Y(,T) = —2 (| g ) o, (B An) _giﬂ]
T = ——
’ th/ 1115
m(z+L -2 m(-L2_a 2
%[ (-HZ;TQMTQ) *%TQJF ( 2T1mT1) %Tll
te . (A.133)
m(L2-a 2 m(a—L -2
i (TQTI m) S 2) — & (T14T)
o, T) = —=
X = —F—=6€
’ th/ 1115
m(—D_ap)? o+
%[ 72T1mT1) + (+7;T2mT2) _%(T1+T2)]

Calculando a norma quadrada da amplitude, obtemos:

|¢(I7T)|2 = 1/;(x,T)T¢(x,T), (A135)
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D_ap \? _D_a
) m2 ~% [m(TQT%Tl) +m(m 72T2#1T2) _%(TH—H)}
= ——
N
_D_arp\? D_a
_% lm( 22T17%T1) + (1+22T2$LT2) —%(T1+T2)]
+e
D_ap )2 _D_a
%lm<?2Tj Tl) er(x 72T2aT2) %(T1+T2)]
X e
_D_ap)? D_a
%(m TszlTl) + (I+72T2&T2) _%(TH-B))
2
m
}? =
e
D_arp)? _D_a D_arp)? _D_a
—%lm("’gﬁﬂ) s ) —%WT”] [ e —%WT”]
X (& e
D_ap )2 _D_a _D_ap)? D_a
7% [m(72Tj Tl) +m<x 727—'2#1 2) %(T1+T2)‘| %[ ( 721—’1’,%/1-‘1) m(m+gT2aT2) 5_2(T1+T2)‘|
+e €
_D_a D_a D_ap\? _D_a
%[m( TQT:TI) + <m+72T2’%T2) %(TﬁrTz)l %l (TQT’?H) G ETQ’%TZ) 5—(T1+T2)]
+e €
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2
m
NP = —+
v TP = 2
ml—D_ar\? o (erD_arp)? A m(2_ar)? (s D_a
%’l ( QZTI’“T1> + (+22T2’”T2> %(T1+T2)1%[ (QQTTTl) + ( = 2) %(T1+T2)]
X<1l+e
m(L2-—a 2 m(z—L2 -2 | m(-2-—=a 2 m(a+L -2
%’[ (72TTT1) il Q;sz%) —%(Tﬁ-ﬁ)] —%[ ( 2 ), (+§T2mT2) —%(THTQ)]
+e +1;,
(A.138)

([r(8an)’ m(e+B-an)) [n(B-gn) m(B-gm)’
W}( T)|2 m?2 54 3 277 2T, 3 2T 2T,
x = — e
’ h2TT,
i[m(%—lT1)2+m(x—%—iT2) ‘|1' [m(—%_iT1)2+m(x+%_iT2) ]
h 2T7 2T5 h 2T 2T5
+e . (A.140)
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E como sabemos que:
i [(%%ﬁ)g (+8-sm)" (B-am) (z%%;]
20 71 Ty - Ty - TS
e
_ml(%+%n) (“%%TQ)Q_(%iTlf_(z%%Q)Z]
2h T Ty i3] T
+e
D a D a D a 2 D " 2
(A.142)
Podemos escrever que:
: (2+2m)  (r+8-2m)
[W(z, T = - 2+ 2cos moplz tmod + 2
’ Ty 2h Ty T,
D am)? D a2
Gl ) Ol e 2) (A.143)
Tl TQ ’ '
2m? m ((D? aD a2 1
T = 1 S Y el A - Rl
|Y(x, T)| W2T, T, { + cos [271 (( 1 + L+ — 1) T
D a a 1
+(5E+5——T2> <x+__ET2>TT2
D?  aD a 1
N _T _T2 i
( 4 m " 1) 1
1

2m? m ((D? aD a? 1
2 _ 1 R Ty Sy -
Wi Tl hZTlTQ{ s l2h << 4 T2 T,
(a2 D aTy D D?  aDT, Ty aDT, a
'+ —r——x+—x+— — — —
2 2 4 2m m 2m
2 2
— D_ — @Tl a Tf i
4 m m T
s D aTs D D? aDT, aT, aDTs a2T22 1
— (=2 —0— =2+ — — —
2 m 2 4 2m m 2m m? | T,
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2m? m aD 1 aDT: 1
- g e 3 (22r) - (o 22
W@ DF = mrm e lon W 1) 7 T\ m )T

- () - (o ) D)) aae

2m? mla zD «a a D «a
e = e olBl P s
[ (e, T)] ern U P i Yoo P Yol (A8

(@, T = 5

}. (A.149)

E por fim, chegamos ao resultado:

2m? mD
= 111 {1 [_1
|t(z, T)| TT + cos - 2x

}. (A.150)

Note que o resultado dado pela Eq. (A.150) mostra que os coeficientes do tipo a
podem ser removidos por uma redefinicao dos campos fermiénicos do MPE. Portanto,
esta assertiva é a confirmacao que este argumento também se aplica a mecanica quantica

nao-relativistica.



