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Resumo

Neste trabalho, dissertaremos sobre dois teoremas devidos a Mazet e Rosenberg em (Mazet;
Rosenberg, 2014). Tais resultados caracterizam uma 3-variedade Riemanniana completa M
sob certas condigoes. O primeiro teorema requer que a curvatura seccional de M satisfaga
0 < K <1, e afirma que se uma 2-esfera minima mergulhada ¥ em M tem area || igual
a 4, entdo M & isométrica a uma esfera candnica (S?, g, ) com curvatura seccional igual
a 1 ou a um quociente do produto S? x R. O segundo teorema é um teorema de rigidez
para cuspides hiperbodlicas no qual M tem curvatura seccional K < —1, e estabelece que
se T' é um toro de curvatura média constante igual a 1 mergulhado em M entao o lado

convexo de T em M ¢ isométrico a T? x R, (ctispide hiperbdlica).

Palavras-chave: variedade Riemanniana completa, esfera minima, curvatura seccional,

toro, cuspides hiperbdlicas.



Abstract

In this work, we will prove two theorems due to Mazet and Rosenberg in (Mazet; Rosenberg,
2014). These results characterize a complete Riemannian 3-manifold M under certain
conditions. The first theorem requires that a sectional curvature of M satisfies 0 < K <1,
and states that if a minimal embedded 2-sphere 3 in M has area |X| equal to 47, then
M is isometric to a canonical sphere (S%, geqn) With sectional curvature equal to 1 or a
quotient of the product S? x R. The second theorem is a rigidity theorem for hyperbolic
cusps in which M has sectional curvature K < —1, and states that if T is a torus of
constant mean curvature equal to 1 embedded in M then the convex side of T in M is

isometric to T? x R, (hyperbolic cusp).

Keywords: complete Riemannian manifold, minimal sphere, sectional curvatures, torus,

hyperbolic cusp.
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1 Introducao

A Geometria Diferencial é um ramo da Matemética que visa estudar as propriedades
geométricas dos objetos por meio do uso das ferramentas do Célculo Diferencial e Integral.
Nesse contexto, um dos objetivos principais é entender a geometria e topologia dos espagos

por meio da nocao de curvatura.

Uma das classes de resultados que despertam grande interesse em Geometria
Diferencial, em particular na Geometria Riemanniana, sao os resultados de comparagao.
Em geral, supomos que a variedade Riemanniana em questao é mais (ou menos) curvada que
um espago modelo com curvatura (seccional, de Ricci ou escalar, por exemplo) constante.
Nesse caso, o objetivo é comparar alguma propriedade geométrica ou topoldgica (area,
didmetro, comprimento de geodésicas fechadas, etc) da variedade Riemanniana com a

respectiva propriedade no modelo.

Um teorema de comparagao classico e importante é o Teorema de Bonnet-Meyrs
((Bonnet, 1970) e (Myers, 1941)), o qual diz o seguinte: seja (M,g) uma variedade
Riemanniana de dimensao n completa com curvatura de Ricci satisfazendo Ricy, > 2
para algum r > 0. Entdo o diametro de (M, g) é menor ou igual do que o diametro da

esfera S"(r) C R™™ de raio r > 0. Em particular, (M,g) é compacta.

Ao obter-se uma comparac¢ao como no teorema de Bonnet-Myers acima, surge uma
pergunta natural: o que podemos dizer quando, no teorema acima, o didmetro de (M, g) é
igual a wr, o didgmetro de S"(r)? Em um artigo de 1975, Cheng provou (Cheng, 1975) que,
nesse caso, (M, g) é isométrica a esfera S™(r). A esse tipo de fenémeno, damos o nome de
rigidez. Ou seja, a comparacao no teorema de Bonnet-Myers é rigida, ou seja, comparamos
o diametro da variedade com uma cota, que é o didmetro do modelo, e a cota somente é

atingida na geometria modelo.

Um outro teorema de comparacao é o Teorema de Toponogov (Cheeger; Ebin,
1975). Esse teorema diz que em uma esfera (S?, g) com curvatura de Gauss 0 < K <1, 0
comprimento de toda geodésica fechada simples é maior ou igual a 27. Além disso, temos
rigidez, ou seja, se vale a igualdade entao (S?, g) é isométrica a esfera unitéria S* C R3

com a métrica canonica.

Recentemente, Mazet e Rosenberg, no artigo intitulado On minimal spheres of area
4m and rigidity (Mazet; Rosenberg, 2014), conseguiram obter um versao do teorema de
Toponogov em dimensao 3 onde, nesse caso, geodésicas fechadas simples sao substituidas

por esferas S? minimas.

No artigo acima, Mazet e Rosenberg consideraram uma variedade Riemanniana



Capitulo 1. Introdugdo 13

completa tridimensional (M, g) com curvatura seccional 0 < K < 1.

Essa ¢ justamente a ideia que os matematicos Laurent Mazet e Harold Rosenberg
desenvolveram no primeiro resultado do artigo On minimal spheres of area 47 and Rigidity,
(Mazet; Rosenberg, 2014). Eles provaram que toda esfera minima ¥ ~ S* C M mergulhada
tem drea maior ou igual a 47w com igualdade se, e somente se, (M, g) é isométrica a esfera
unitaria S* C R* com a métrica candnica ou a um quociente da variedade Riemanniana

produto S? x R, onde S? C R? é a esfera unitdria com a métrica candnica.

Seguindo as mesmas ideias, Mazet e Rosenberg provaram um segundo resultado
no artigo acima. Nesse outro resultado, eles provaram que se um 2-toro 7'~ S' x S! com
curvatura média igual a 1 estiver mergulhado em uma variedade Riemanniana completa
tridimensional (M, g) com curvatura seccional K < —1, entao T separa M e seu lado

médio convexo é isométrico a uma cuispide hiperbdlica.

O presente trabalho visa dissertar sobre os resultados acima, obtidos por Mazet
e Rosenberg em (Mazet; Rosenberg, 2014). Com esse proposito, apresentaremos alguns
preliminares acerca das variedades diferencidveis que serao muito tteis na compreensao

desses teoremas.
O trabalho esta dividido em trés capitulos.

No capitulo 2 abordaremos alguns conceitos e resultados sobre variedades diferenciaveis
e variedades Riemannianas, dando énfase aqueles que serao usados nas demonstragoes dos
teoremas 3.0.2 e 4.0.1.

No capitulo 3 apresentaremos uma demostracao do seguinte resultado:

Teorema 1.0.1 ((Mazet; Rosenberg, 2014)). Seja M uma 3-variedade Riemanniana
completa com curvatura seccional 0 < K <1 e seja X esfera minima mergulhada em M

com |3| = 4n. Entio M ¢ isométrica a esfera S* ou a um quociente de S* x R.

No capitulo 4, por sua vez, apresentaremos a demonstracao do segundo teorema

presente em (Mazet; Rosenberg, 2014) que diz:

Teorema 1.0.2. Seja M uma 3-variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
K < —1 e sejaT um 2-toro mergulhado em M com curvatura média constante igual a 1.

Entao, T separa M e seu lado médio convexo é isométrico a uma cuspide hiperbolica.
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2 Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados preliminares sobre
variedades diferenciaveis e geometria Riemanniana que serao necessarios para o entendimento
dos resultados principais 3.0.2 e 4.0.1, provados por L. Mazet e H. Rosenberg, sobre os
quais dissertaremos neste trabalho. Assumiremos que o leitor possui conhecimento prévio

da geometria diferencial de curvas e superficies.

Os conceitos, resultados e exemplos aqui expostos estdo em (Do Carmo, 2010),
(Do Carmo, 2019), (Boyce; Diprima, 2010), (Manfio, s.d.[b]), (Manfio, s.d.[a]), (SANTOS,

2024) e (Caminha, 2010). Por questao de objetividade, omitiremos as demostragoes.

2.1 Variedades diferenciaveis

Intuitivamente, as variedades diferenciaveis sao objetos que se parecem, pelo menos
localmente, com o espaco Euclidiano R” e, nas quais, é possivel desenvolver as ideias do

Célculo Diferencial e Integral.

Nesta se¢ao faremos uma abordagem dos principais conceitos e resultados das
variedades diferencidveis. Os resultados aqui presentes encontram-se em (Do Carmo, 2019)
e (Manfio, s.d.[b]).

Definicao 2.1.1. Uma variedade diferencidvel n-dimensional é um espaco topoldgico
Hausdorff com base enumeravel M e uma familia de aplicagoes x,, : U, C R™ — definidas

em abertos U, de R" tais que:

1. Ug*a(Uy) = M.
2. Para cada «, x, é um homeomorfismo entre U, e o aberto x,(U,) C M;

3. Para todo par «, 3, as aplicagoes x;! o x5 e xﬁ’1 o X, sao diferencidveis (Figura 1).

Dizemos que o par (U,,X,) (ou simplesmente a aplicagao x,) com p € x,(U,) é uma
parametrizacao (ou sistema de coordenadas) de M em p, e x,(U,) é uma vizinhanca
coordenada de p. Uma familia {(U,, x,)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura
diferenciavel. Além disso, denotaremos por M™ uma variedade diferenciavel M n-

dimensional (quando nao houver perigo de confusao, usaremos apenas a notagao M).

Exemplo 2.1.2 (Espago Euclidiano R™). Um exemplo trivial de variedade diferenciavel
¢ o espago Euclidiano R™ com a estrutura diferenciavel dada pela aplicacao identidade
1:R" — R™
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Figura 1 — Variedade diferenciavel.

X;Hw)

Fonte: (SANTOS, 2024).

Exemplo 2.1.3 (Esfera S"). A n-esfera unitaria
St = {(azl,...,xnﬂ) ER™ it 4+ a2 = 1}
com a topologia induzida de R™™! é uma variedade diferencidvel com uma estrutura

diferenciavel que pode ser introduzida, por exemplo, através do seguinte atlas:

o Atlas de graficos de hemisférios: para cada i =1,...,n + 1, consideremos os

seguintes conjuntos (hemisférios)

Ur={(z1,...,0p01) €S" 12, >0} e U ={(w1,...,2001) € S": 2; < 0}.

Seja
Dn:{(ajl,...,a:n)E]R”:x%—l—~~+xi<1}

o disco unitério em R". As aplicacdes xi : D,, — S™ definidas por

n

+ _ 2

X (X1, .o, Ty) = (zl,...,xi_l,i 1— E xi,xiﬂ,...,xn)
i=1

+

1

colegao { (U, x)}H! é um atlas de S™.

[ 7

sdo parametrizacoes de S” com x5 (D,,) = U, E um exercicio padrio mostrar que a

A relagao basica entre variedades diferenciaveis é a noc¢ao de aplicagao diferenciavel.

Definicao 2.1.4. Sejam M7 e MJ" variedades diferenciaveis. Uma aplicacao ¢ : My — Mo
é diferenciavel em p € M; se, dada uma parametrizacao y : V.C R"™ — My em ¢(p),

existe uma parametrizacdo x : U C R" — M; em p tal que ¢(x(U)) C y(V) e a aplicacao

ylopox:UCR" = R™ (2.1)
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¢ diferencidvel em x~!(p) (Figura 2). Dizemos que ¢ é diferencidvel em um aberto de M,

se é diferenciavel em todos os pontos deste aberto.

Figura 2 — Diferenciabilidade.

Fonte: (SANTOS, 2024).

A defini¢do acima nao depende da escolha das parametrizagoes (Do Carmo, 2019).

A aplicagao (2.1) é chamada a expressao de ¢ nas parametrizagoes x e y.

Definicao 2.1.5. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicacao diferencidvel « :
(—e€,€) = M é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que «(0) =p € M,
e seja C'° o conjunto das fungoes reais diferenciaveis f : M — R. O vetor tangente a
curva o em t = 0 é a funcao o/(0) : C>*° — M dada por

d(foa)

() =2, fec.

Um vetor tangente em p é um vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva o : (—¢,€) - M

com «(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p é indicado por T, M.

Dada uma parametrizagdo x : U — M com x(0) = p, é possivel expressar a fungao

f eacurva a em termos das derivadas de a nessa parametrizacao e concluir que o conjunto

T, M munido com as operagoes usuais de funcoes é um espago vetorial n-dimensional. A

parametrizagao x determina uma base associada {(%) s ey (i) } em T,M e, tal
z1 /) 9zn )

base independe do sistema de coordenadas escolhido. Assim sendo, T,M ¢é chamado o

espaco tangente de M em p.

Com a definicao de espaco tangente podemos apresentar o fibrado tangente de uma

variedade.

Definigao 2.1.6 (Fibrado tangente TM). Seja M uma variedade diferencidvel. A cada

ponto p € M, associamos o espaco tangente T,M, que é um espago vetorial real de
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dimensao n. A uniao disjunta de tais espacos é chamado fibrado tangente de M. Mais

precisamente,

TM ={(p,v);pe M, veT,M}.

Um fato importante sobre o fibrado tangente T'M ¢é que ele é variedade diferenciavel

2n-dimensional. Uma demostragao pode ser encontrada em (Do Carmo, 2019).

Definiremos agora a diferencial de uma aplicacao diferenciavel.
Definicao 2.1.7. Sejam M7 e MJ" variedades diferenciaveis e seja ¢ : M; — M, uma
aplicacao diferenciavel. Para cada p € M; e cada v € T,,M;, escolha uma curva diferenciavel
a: (—e€) = My com «(0) = p, ¢/'(0) = v. Faga f = p oa. A aplicacao dy, : T,M; —
T M, dada por dyy,(v) = 5'(0) é chamada a diferencial de o em p.

Figura 3 — A diferencial de ¢.

Fonte: PROPRIA AUTORA.

Proposicao 2.1.8. A aplicagao linear dy, definida acima é uma aplicacao linear que nao

depende da escolha de « .

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Definicao 2.1.9. Sejam M]' e M3" variedades diferencidveis. Uma aplicagao ¢ : My — M,

L ¢ diferenciavel. ¢ é

¢ um difeomorfismo se é diferenciavel, bijetiva e sua inversa ¢~
um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhangas U de p e V de ¢(p) tais que

¢ : U — V é um difeomorfismo.

Definimos a seguir dois casos especiais de aplica¢oes diferencidaveis que nos permitem

estudar propriedades geométricas e topologicas das variedades.

Definigao 2.1.10. Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis. Uma aplicacao diferenciavel

@: M — N ¢ uma imersao se dyp, : T,M — T, N ¢ injetiva para todo p € M.

Definigao 2.1.11. Uma imersao ¢ : M — N que é um homeomorfismo sobre sua imagem

©(M) C N, onde (M) tem a topologia induzida por N é dita um mergulho.
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Se M C N, ainclusao i : M — N é um mergulho. Nesse caso, dizemos que M é

uma subvariedade de N.

Observamos que se ¢ : M™ — N™ é uma imersao, entao m < n. A diferenca n —m

¢ chamada a codimensao da imersao .

Exemplo 2.1.12. A inclusao ¢ : R — R™ x R" dada por

o(p) = (p,0)

¢ um exemplo simples de imersao. De fato, ¢ ¢ diferencidvel e injetiva e temos dy, = ¢

para todo p € R™. Logo ¢ é uma imersao.
Exemplo 2.1.13. A aplicacio ¢ : R? — R? dada por
o(x,y) = ((2 + cos 2my) cos 2wy, (2 4 cos 2my)sen 27y, sen 27x)
define um mergulho de S! x S! em R?, sua imagem é chamado de toro e ¢ obtido pela

revolugdo do circulo (y — 2)? + 2% = 1 no plano yz em torno do eixo z (Figura 4).

Figura 4 — Toro de revolugao.

z (y—2)2+z2=1

Fonte: (Lee, 2003).

Exemplo 2.1.14 (Superficie regular). Seja S C R?® uma superficie regular e x, : U, — S
as parametrizacoes de S. Por definicdo, temos que tais parametrizacoes formam uma
estrutura diferencidvel. Desse modo, as aplicagoes x, sao diferencidveis com inversas x!
diferencidveis. Logo, cada x, ¢ um mergulho de U, em S. Além disso, como i : S — R3 ¢

um mergulho, segue que S uma subvariedade de R3.

A seguir definiremos o conceito de orientacao em variedades diferencidveis.

Definigao 2.1.15. Seja M uma variedade diferenciavel. Diz-se que M é orientavel se M

admite uma estrutura diferenciavel {(U,,X,)} tal que:

(i) Para todo par «, com x,(Us) Nxg(Ug) = W # 0, a diferencial da mudanga de

coordenadas X, o xgl tem determinante positivo.
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Caso contrario, diz-se que M é nao-orientavel. Se M é orientavel, a escolha de
uma estrutura diferenciavel satisfazendo a defini¢do 2.1.15 é chamada uma orientagao de
M. Entao, M é dita orientada. Duas estruturas diferenciaveis que satisfazem a definicao

2.1.15 determinam a mesma orientacao se a uniao delas ainda satisfaz a mesma defini¢ao.

Definicao 2.1.16. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma

correspondéncia que a cada p € M associa um vetor X (p) € T,,M, ou seja,

X M —=TM
p— X(p)

Um campo ¢ dito diferenciavel se a aplicacao acima é diferenciavel.

Indicaremos por X' (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M.

Considerando uma parametrizagao x : U C R™ — M podemos expressar um campo

diferenciavel X em M em termos da parametrizacao x:

X(p) = iai(p) 817

i=1

onde a; : U - Re {2 ... 21 ¢a base associada a parametrizacio x.
oz’ ) Oxp

Lema 2.1.17. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferenciavel

M. Entao existe um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € C*°(M) temos

Zf = (XY — Y X)f.
Demonstrag¢io. Veja (Do Carmo, 2019). O

O campo vetorial Z obtido no lema acima é chamado o colchete [ X,Y]| = XY -Y X
de X eV.

A operacao colchete goza das seguintes propriedades:

Proposigao 2.1.18. Sejam XY, Z campos diferenciaveis em M e a,b niimeros reais, f e

g fungoes diferenciaveis, entao:

i. (Anticomutatividade) [X,Y] = —[Y, X];

-

ii. (Linearidade) [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z];
-
[

111

Identidade de Jacobi)[ X, [Y, Z]] + [Y,[Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0;
fX,9Y] = fglX, Y]+ f(X(9))Y — g(Y(f))X.

1v.

Demonstragio. Veja (Do Carmo, 2019). O]

O colchete [X, Y] é diferencidvel e pode ser interpretado como uma derivada de YV’

ao longo das "trajetorias" de X.
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2.2 Variedades Riemannianas

Nessa secao apresentaremos essa linguagem basica e alguns conceitos fundamentais
da Geometria Riemanniana dos quais faremos uso nos capitulos 3 e 4. Um estudo mais
detalhando pode ser visto em (Do Carmo, 2019), (Manfio, s.d.[a]) e (Lee, 2006).

2.2.1 Meétricas Riemannianas

O ponto de partida para o estudo de Geometria Riemanniana é o conceito de
métrica Riemanniana, o qual serd apresentado a seguir. Seguiremos principalmente a

abordagem apresentada em (Do Carmo, 2019).

Definicao 2.2.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é

uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno g = (,) (isto

p
é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente 7,M, que varia

diferenciavelmente no seguinte sentido: se x : U C R™ — M é um sistema de coordenadas

locais em torno de p, com x(z1, xg,...,2,) =q € x(U) e a%i(Q) = dx(0,...,1,...,0), entdo
<%(q), %(q)> = g;j(x1,...,2,) é uma funcao diferencidvel em U.
[ i q

Vale notar que esta definicdo de métrica Riemanniana nao depende da escolha da

parametrizagao.

Definicao 2.2.2. Uma variedade diferencidvel M com uma dada métrica Riemanniana g

¢ chamada uma variedade Riemanniana (), g).

No que segue, indicaremos uma variedade Riemanniana (M, g) apenas por M,

explicitando sua métrica g quando for conveniente.

Exemplo 2.2.3 (Espaco Euclidiano R"). No espaco Euclidiano R", podemos identificar

0
al’i

Assim, a métrica é dada por

(p) =e; =(0,...,0,1,0,...,0)

(€i,€5)p = (€, €5) = 0y
isto é,
(,)y=dai+-- +da>.
Chamamos essa métrica de métrica canonica de R". No caso n = 1, isto é, na reta R, a

métrica canonica é denotada por dt?.

Definigao 2.2.4 (Métrica induzida). Sejam M uma variedade diferencidvel e (M, q) uma
variedade Riemanniana. Se f : M — M uma imersdo entdo g induz uma métrica em M

por f, dada por
F79(u,v) = G (dfp(w), dfp(v)) (2.2)
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para todo p € M e todo u,v € T,M. A métrica f*g assim definida é chamada métrica
induzida em X pela aplicagdo f. Denotando g = f*g, obtemos a variedade Riemanniana
(M, g). Em particular, se M é uma subvariedade de M entdao a métrica g de M é induzida
por f=1i: M — M.

Exemplo 2.2.5 (Esfera S™). A n-esfera unitaria S™ munida com a métrica induzida pelo

espaco Euclidiano R"™! ¢ uma variedade Riemanniana.

Exemplo 2.2.6 (Métrica produto). Sejam (M, g1) e (Ma, g2) duas variedades Riemannianas
e considere o produto cartesiano M; x Ms, respectivamente. Consideremos M; x My com
a estrutura diferencidavel produto e sejam m; : My x Ms, definidas por 7 (p,q) = p, e
7o+ My X My — My, dada por ma(p, ¢) = q, as projecoes candnicas. Definimos entdo uma

métrica Riemanniana g (métrica produto) pondo:
g(u,v) = g1(dmy - u,dmy - v), + g2(dms - u,dms - v),

para todo (p, q) € My XM, u,v € T(, ) (Myx M,). Como g, e go sao métricas Riemannianas,

é possivel mostrar que g é de fato uma métrica Riemanniana em M; x M.

Exemplo 2.2.7 (Toro flat T"). O toro S* x - -+ x S! = T" com produto produto, onde

cada fator S! estd4 munida com a métrica induzida de R?, chama-se toro flat.

O resultado importante a seguir garante a existéncia de métricas Riemannianas em

qualquer variedade diferenciavel.

Proposicao 2.2.8. Toda variedade diferenciavel M admite uma métrica Riemanniana g.
Demonstrag¢ao. Ver (Do Carmo, 2019). O
Apresentaremos na definicdo seguinte uma nocao de equivaléncia entre variedades

Riemannianas.

Definigao 2.2.9. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N

é chamado uma isometria se:

(u,v), = (df (u), df (v)) 5, (2.3)
para todo p € M, u,v € T, M.

Definicao 2.2.10. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicacao diferencidvel
f: M — N é uma isometria local em p € M, se existe uma vizinhanca U C M de p tal
que f: U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (2.3).
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Dada uma variedade Riemanniana M, podemos definir, usando sua métrica
Riemanniana, o comprimento de curvas em M. Introduziremos agora algumas defini¢des e

resultados acerca desse conceito.

De fato, sendo M uma variedade Riemanniana e ¢ : I — M uma curva em M,

podemos definir o comprimento da curva c: [ — M det =a at =10 por
b /de de\"?
L¥(e) = / e 2.4
o= [ {5 %) (2.4)

Figura 5 — Curva em uma variedade Riemanniana.

Fonte: PROPRIA AUTORA.

Finalizamos essa subsecao apresentando o conceito de campos vetoriais ao longo

de curvas em variedades diferenciaveis.

Definicao 2.2.11. Seja M uma variedade diferencidvel e ¢ : I — M uma curva em M.
Um campo vetorial VV ao longo de uma curva c: I — M é uma aplicacao que a cada
t € I associa um vetor tangente V (t) € T,y M. Dizemos que V ¢é diferenciavel se para
todo f € C*°(M), a fungao t — V() f ¢é diferenciavel em I.

2.2.2 Conex3ao Riemanniana

Uma conexao Riemanniana (ou conexao de Levi-Civita) ¢ um maneira de conceituar
a diferenciacao de campos de vetores em uma variedade Riemanniana. Nessa subsecao,
apresentaremos algumas propriedades relativas as conexoes afins, enfatizando as conexoes

Riemannianas.

Definicao 2.2.12. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicagao
ViXM)xX(M)— X(M)

que se indica por (X,Y) Y v xY e que satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) VixsgvZ = [VxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y +2) = VxY + Vi Z,
(iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

para quaisquer X,Y,Z € X (M) e f,g € C°(M).

Exemplo 2.2.13 (Conexao Euclidiana). Identificando espacos tangentes em R™ com o
proprio R™, vetores tangentes com vetores em R™ e campos vetoriais em R"™ com aplicagoes
suaves R” — R™, podemos definir a conexao euclidiana V : X(R") x X(R") — X(R")

por

(VXY)p - dY;?(Xp)a

ou seja, a derivada direcional do campo Y em p na dire¢ao de X,,. Em coordenadas, usando

a definicao de diferencial em R",

ou seja,

,0Y7\ 0

VyY = S
oy (S5
Enunciaremos agora um resultado de existéncia e unicidade de derivada covariante

ao longo de curvas em uma variedade diferencidavel munida de uma conexao afim.

Proposicao 2.2.14. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Entao
existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da curva
diferencigvel ¢ : I — M um outro campo vetorial 2¥ ao longe de ¢, denominado derivada

covariante de V' ao longo de ¢, tal que :

a) %(V+W) =y 4 or
b) 2(fV) = V + fEY onde V é um campo de vetores ao longo de c e f ¢ uma fungio

diferenmavel em /.
¢) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é, V(t) = Y(c(t)), entao

DV

ng
T = Vae/at

DV

, 4 ¢ a derivada usual.

. Em particular, em R"

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Definicao 2.2.15. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V. Um
campo de vetores V ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é chamado paralelo quando

%:0, para todo t € I.
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Diante da breve apresentacao a respeito de conexdes afins, introduziremos entao
as conexoes Riemannianas que junto as métricas Riemannianas, geodésicas e curvatura

integram o conjunto de conceitos basicos da Geometria Riemanniana.

Definigao 2.2.16. Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana com uma conexao afim V.
Dizemos que V é compativel com a métrica (, ), quando para toda curva diferenciavel ¢

e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de ¢, tivermos

(P, P") = constante.

Uma caracterizacao alternativa de uma conexao compativel com a métrica Riemanniana

de uma variedade Riemanniana M ¢ dada pelo seguinte resultado.

Proposicao 2.2.17. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é
compativel coma métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferenciavel ¢ : I — M temos que

d DV DW
— = (= - I.
dt<V’W> < dt ’W>+<V’ dt > te

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Em outras palavras, dizer que uma conexao é compativel é dizer que podemos

aplicar a regra do produto usual quando derivamos o produto interno de campos de vetores.

Um outro conceito importante nesse estudo é o de conexao simétrica em uma

variedade diferencidvel M.

Definicao 2.2.18. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M ¢ dita

simétrica quando
VxY = VyX =[X,Y] paratodo X,Y € X(M). (2.5)
Enunciaremos agora o teorema fundamental dessa subse¢ao que introduz uma tnica
conexao afim com caracteristicas especificas em uma variedade Riemanniana qualquer.

Teorema 2.2.19 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana (M, (,)), existe uma

unica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

(a) V é simétrica.

(b) V é compativel com a métrica Riemanniana ().

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O
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A conexao afim dada pelo teorema acima é denominada conexao Riemanniana

de M.

De agora em diante, M denotard uma variedade Riemanniana munida de uma

conexao Riemanniana.

Exemplo 2.2.20 (Conexao Riemanniana em R"). A conexao euclidiana (Exemplo 2.2.13)
¢ a conexao riemanniana de R” com a métrica euclidiana (Exemplo 2.2.3). De fato, sejam
a : I — M uma curva diferenciavel e sejam V, W campos de vetores tangentes a M ao
longo de .. Como a derivada covariante em R"™, obtida por meio da conexao euclidiana, é

a derivada usual, é facil ver que
d DV DW

—(V, W)y =(— W V,— ).

dt<’> <dt’ >+<’dt>

Logo, a conexao euclidiana é compativel com a métrica euclidiana. Além disso, ela é

simétrica, pois

(51, - (@00 = 3 (x50 ) 7Ly (L) o

j=1 \i=1 j=1 \i=1
LR QY7 0X7\ of

= X— —Y"—
jzl 1:21 ( oxt Ozt ) Ox;

2.2.3 Geodésicas

Conhecidas como curvas com aceleragao nula, as geodésicas fazem parte da
linguagem bésica das variedades Riemannianas e sao caracterizadas por minimizarem o

comprimento de arco para pontos “suficientemente préximos”.
Nesta subsecdo, faremos um breve estudo das geodésicas nas variedades Riemannianas.
)

Definicao 2.2.21. Dizemos que uma curva diferenciavel v : I — M é uma geodésica se

a derivada covariante de seu vetor tangente ¢ identicamente nula, isto é,

D~/
—(t) =0
o)
para todo t € I.

Exemplo 2.2.22 (Geodésicas da Esfera). As geodésicas de uma esfera sdo grandes
circulos (isto é, circulos cujos centros sao o centro da esfera, que podem também ser

obtidos intersectando a esfera com planos passando pela origem da esfera).

Veremos agora um resultado de equagoes diferenciais que serd essencial na defini¢ao

de aplicacao exponencial.



Capitulo 2. Preliminares 26

Teorema 2.2.23. Se X é um campo C*° num aberto V' de uma variedade M e p € V,
entdao existem um aberto Vo C V, p € Vf, um numero § > 0, e uma aplicacdo C,
0 :(—=0,0) x Vo — M tais que a curva t — @(t,q), t € (—0,0), é a tnica trajetéria de X

que no instante t = 0 passa pelo ponto ¢, para cada q € V}.

A aplicacgao descrita no teorema acima chama-se o fluxo de X em V.

Considerando T'M o fibrado tangente de M definido em (2.1.6), podemos enunciar

o seguinte resultado.

Lema 2.2.24. Existe um tnico campo G em T'M cujas trajetérias sao da forma t —

(v(t),7'(t)), onde v é uma geodésica em M.
Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Com isso em mente, definiremos campo geodésico e alguns resultados que permitirao

definir a aplicacao exponencial.

Definicao 2.2.25. O campo G definido acima é chamado campo geodésico em T M e

seu fluxo é o fluxo geodésico de T'M.

Proposicao 2.2.26. Dado p € M, existem um aberto V- C M, p € V, nimeros > 0 e

g1 > 0 e uma aplicagao C*
yi(=0,0) xU = M, U={(¢qv):qeV,veT,M|v| <e},

tais que a curva t — y(t,q,v), t € (—0,0), é a tinica geodésica de M que no instante t = 0

passa por ¢ com velocidade v, para cada ¢ € V e cada u € T, M com |v| < &;.

O resultado acima afirma que se |[v| < €1, a geodésica (t, ¢, v) existe em um
intervalo (—d,0) e é unica. Em verdade, é possivel aumentar (diminuir) o intervalo de
defini¢ao de uma geodésica diminuindo (aumentando) sua velocidade, isto é, o comprimento

de seu vetor tangente. Isto decorre do seguinte lema de homogeneidade.

Lema 2.2.27 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica (¢, q,v) esta definida

no intervalo (—d,0), entao a geodésica 7(t,q,av), a € R, a > 0, estd definida no intervalo

(-2:0)s
a’ a

v(t,q,av) = y(at, q,v).
Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

A Proposigao 2.2.26 e a homogeneidade de uma geodésica permitem tornar o
intervalo de definicao de uma geodésica uniformemente grande numa vizinhanca de p. Mais

precisamente, temos o resultado que segue.
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Proposicao 2.2.28. Dado p € M, existem uma vizinhanca V' de p em M, um ntimero real
e > 0 e uma aplicagdo v : (—2,2) x U — M de classe C*°, onde U = {(q,v) € TM;q €
Viw € T,M, |w| < €}, tal que

t—y(t,q,w), te(-2,2),
¢é a Unica geodésica que no instante t = 0 passa por ¢ com velocidade w, para cada g € V
e cada w € T,M, com |w| < e.

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Nesse contexto, podemos definir a aplicagao exponencial.

Definicao 2.2.29. Sejam p € M e Ud C TM um aberto dado pela Proposicao 2.2.28.
Entao, a aplicacao exp : Y — M dada por

exp(q,v) = (1, q,v), (q,v) €U,
¢é chamada a aplicagao exponencial em U.

Observamos que exp ¢ diferenciavel e geralmente utilizamos a restricao de exp a

um aberto do espago tangente 7, M, a saber, exp, : B.(0) ¢ T,M — M dada por

exp,(v) = exp(q, v)

onde B.(0) é uma bola aberta centrada na origem 0 de 7, M de raio €. Notamos ainda que

exp, ¢ diferenciavel e exp,(0) = ¢.

Como ja mencionado, um dos fatos importantes no estudo das geodésicas é que
elas minimizam localmente o comprimento de arco. Daremos agora algumas defini¢oes

preliminares acerca desse resultado.
Definicao 2.2.30. Uma curva diferenciavel por partes é uma aplicagdo continua
c:la,b] = M

de um intervalo fechado [a,b] C R em M satisfazendo a seguinte condicao: existe uma

partico a =ty < ty--- < tp_1 <l = bde [a,b] tal que as restricoes [y, 4, ). 1 = 0, ..., k—1,

sao diferencidveis. Dizemos que ¢ lida os pontos c(a) e ¢(b). ¢(i) é chamado um vértice de
¢, e o angulo formado por lim, .+ ¢(t) com lim, ,,- ¢/(¢) é chamado o 4ngulo do vértice

Defini¢ao 2.2.31. Um segmento de geodésica v : [a,b] — M é chamado minimizante se
L(y) < L(o),

onde L( ) indica o comprimento de uma curva e ¢ é qualquer curva diferenciavel por partes

ligando ~y(a) a y(b).
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Se exp,, ¢ um difeomorfismo em uma vizinhanca V' da origem em T, M, exp, V = U
é chamada uma vizinhanga normal de p. Se B.(0) é tal que seu fecho B, C V, dizemos

que exp, B.(0) = B.(p) ¢ a bola normal centrada em p e raio .

O resultado a seguir caracteriza as geodésicas como curvas minimizantes locais.

Proposicao 2.2.32. Sejam p € M, U uma vizinhanga normal de p, e B C U uma bola
normal centrada em p. Seja v : [0,1] — B um segmento de geodésica com v(0) = p. Se

c:[0,1] = M é qualquer cura diferenciavel por partes ligando y(a) a v(b) entéo
L(vy) < L(o)

e se a igualdade vale entdao ([0, 1]) = ¢([0, 1]).
Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Uma observacgao acerca do resultado acima é que ele ndo é global, pois se consideramos
um arco suficientemente grande de geodésica ele pode deixar de ser minimizante. Por
exemplo, as geodésicas de uma esfera sao minimizantes até o ponto antipoda, passando

deste, elas deixam de ser minimizantes.

Por outro lado, se uma curva ¢ diferenciavel por partes é minimizante, enunciaremos

um resultado que afirma que ¢ é uma geodésica. Para isso, necessitamos do seguinte teorema.

Teorema 2.2.33. Para cada p € M existe uma vizinhanca W de p e um ntimero § > 0,
tais que, para cada ¢ € W, exp, ¢ um difeomorfismo em B.(0) C T,M e W C exp,(B;(0)).
Ou seja, W é uma vizinhanca normal de cada um de seus pontos. Chamamos W de

vizinhanga totalmente normal de p em M.
Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Da Proposicao 2.2.32 e do Teorema 2.2.33 podemos afirmar que dados dois pontos

p,q € M existe uma Unica geodésica minimizante v de comprimento < § ligando p a q.

Enunciaremos entao o resultado esperado.
Corolario 2.2.34. Se uma curva diferenciavel por parte v : [a,b] — M, com parametro
proporcional ao comprimento de arco, tem comprimento menor ou igual ao comprimento de

qualquer outra curva diferenciavel por partes ligando v(a) a v(b) entdo v é uma geodésica.

Em particular, v é regular.

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O
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2.2.4 Curvaturas

Intuitivamente, a nog¢ao de curvatura em uma variedade Riemanniana esté relacionada
com o quanto tal variedade deixa de ser euclidiana. Esse conceito foi desenvolvido

geometricamente por Riemann em 1968 e algebricamente por Christoffel em 1869.

Nessa secao apresentaremos uma definicao de curvatura em variedades Riemannianas.
Em particular, veremos a curvatura seccional que é uma generalizacao da curvatura

Gaussiana das superficies em R3.

Definic¢ao 2.2.35. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacdo R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por

R(X,Y)Z =VyNxZ —VxVyZ + Vixv4, Z € X(M),
onde V é a conexao Riemanniana de M.

Exemplo 2.2.36. A curvatura em R” é identicamente nula. De fato, dados X,Y, Z € X (M)
onde Z = (2, ..., z,) sdo as componentes do campo Z nas coordenadas canoénicas do R,

podemos escrever:
VxVyZ = (XY (z1)), ... X(Y(zn))) e VyVxZ=(Y(X(%1)),.... Y (X(20)))
e como [X,Y] = VxY — Vy X inferimos que

R(X,Y)Z =0.

Considerando um sistema de coordenadas {x;} em torno de p € M. Como

[aa

By %j} = 0, obtemos

o 0 0 5
R (8;1:1-’ éhy) orr (Vajou;Vosow, — Va/amiva/axg)aiwka

em outras palavras, a curvatura mede a nao-comutatividade da derivada covariante.

As proposig¢oes seguintes apresentam algumas propriedades de R.

Proposicao 2.2.37. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes

propriedades:
(i) R ¢ bilinear em X(M) x X (M), isto é,
R(le + gX27 )/1) = fR<X17 }/1) + gR(X27 }/1)7

R(X1, fY1 +gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),
onde fvg € D(M) € X17X27}/17}/2 € X(M)
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(ii) Para todo par X,Y € X (M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é
linear, isto é,

RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
R(X,)Y)fZ = fR(X,Y)Z,
onde f € D(M) e Z,W € X(M).

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Proposicao 2.2.38 (Primeira Identidade de Bianchi).

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.
Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

De agora em diante, escreveremos (X, Y, Z, T') para representar (R(X,Y)Z,T).

Com o intuito de definirmos curvatura seccional, introduziremos agora algumas

notacoes.

Dado um espaco vetorial V' munido com um produto interno, faremos a seguinte

identificacao:

2
v Ayl = Vlallyl? = (e.9)’,
que representa a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores
r,y e V.

Proposicao 2.2.39. Seja o C T,,M um subespaco bidimensional do espaco tangente T, M

e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(:C, y? :C, y)

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Defini¢ao 2.2.40. Dado um ponto p € M e um subespago de dimensao dois o C T,,M, o
numero real K (z,y) = K(o), onde {z,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura

seccional de M em p segundo o.

Um fato importante a respeito da curvatura seccional é que a curvatura R fica
completamente determinada se conhecemos K (o), para todo 0. Uma demostragao desse

fato se encontra em (Do Carmo, 2019).



Capitulo 2. Preliminares 31

Dizemos que uma variedade Riemanniana M tem curvatura seccional constante

igual a c se para todo ponto p € M e todo subespaco 2-dimensional o C T,,M, temos

K(o) =c.

O espago Euclidiano R"™ e a esfera unitaria S™ sao exemplos de variedades Riemannianas

com curvatura seccional constante.

As variedades Riemannianas com essa caracteristica tem um papel essencial na

estudo da Geometria Riemanniana.

Através de combinagoes das curvaturas seccionais obtemos a curvatura de Ricci e

a curvatura escalar que serdo apresentadas a seguir.

Seja x = z, um vetor unitario em 7, M e escolha uma base ortonormal {2y, 29 ..., 2,1}

do hiperplano de T, M ortogonal a x.

Definicao 2.2.41. Como a notacao acima, a curvatura de Ricci ¢é definida por

Ricy(z) = > (R(z, z;)z, z;).
Definicao 2.2.42. Ainda usando a notacao dada, a curvatura escalar é dada por:
J

ij

Tanto a curvatura de Ricci como a escalar nao dependem da base ortonormal

escolhida.

2.2.5 Imersdes isométricas

Nesta subsecao, apresentaremos algumas notagoes, defini¢oes e resultados relacionados
ao conceito de imersao isométrica que serao necessarios para o entendimento dos resultados

apresentados nos capitulos 3 e 4. Iniciamos com a definicdo de imersao isométrica.

Definigao 2.2.43 (Imersoes isométricas). Sejam (M", g) e (M, g) variedades Riemannianas.

Uma imersao isométrica de (M, g) em (M,g) é uma imersao f : M — M satisfazendo

(1, 0) = Gy (dfp (), dfp(v)) (2.6)

para todo p € M e todos u,v € T,M.

Na defini¢ao acima, como f : M — M é uma imersao, lembramos que necessariamente
devemos ter n < m e que o numero k = m — n chama-se a codimensao da imersao. Note

que a métrica g de M, nesse caso, coincide com a métrica induzida em M por f, ou seja,

g=f'g.
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Como toda imersao é localmente um mergulho, cometeremos, em varios momentos,

um abuso de notacdo e usaremos as seguintes identificagdes: M ~ f(M) C M e T,M ~

df,(T,M) C T,M, para p € M.
Para cada p € M, o produto interno g, em T,M decompde T,M na soma direta
T,M =T,M & (T,M)",
sendo (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T, M. Assim, se v € T,M, entao
v=0v" +oV ,

onde v € T,M é componente tangencial e vV € (T,M)* é a componente normal de v.

Consideremos agora uma imersao isométrica f : (M, g) — (M,g). Sejam V e V,
respectivamente, as conexoes Riemannianas de M e M. Sejam X e Y campos locais de
vetores tangentes em M e X, Y extensdes locais de X e Y, respectivamente, em M. E

conhecido que a conexao Riemanniana de (M, g) é dada por
VXY = (VYY)T,

onde o lado direito da igualdade acima é a componente tangencial de VY . Desse modo,

podemos definir também

[(X,Y)=VgY - VxY = (VxY)',

ou seja, II(X,Y) é um campo local em M normal a M.

No que segue, se U C M é um aberto, indicaremos por X (U)* os campos de vetores

diferenciaveis em U de vetores normais a f(U) ~ U.

Uma propriedade importante de I é dada a seguir.
Proposicao 2.2.44. Se X, Y € X(U), a aplicagao Il : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
[(X,Y)=VgY —VxYV

é bilinear (com rela¢ao a multiplicagao por fungoes em C*°(U)) e simétrica.
Demonstrag¢io. Ver (Do Carmo, 2019). O

Como II(X,Y) é bilinear, temos, exprimindo IT em um sistema de coordenadas,
que o valor de II(X,Y)(p) depende apenas de X(p) e Y (p). Logo, para todo p € M, fica
bem definida a forma bilinear I, : T,M x T,M — (T,,M)* dada por

Hp(may) = H(Xa Y)a
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onde X, Y € C*(U) sao extensoes locais quaisquer dos vetores x e y. Essa forma bilinear

chama-se a sequnda forma fundamental de f em p € M.

Dadop € M en € (T,M)*. A forma bilinear H, : T,M x T,M — R dada por
1L (z,y) = ((z,y),m), x,y € T,M,

chama-se a sequnda forma fundamental de f em p € M sequndo o vetor normal n.

Observemos que a aplicagao bilinear II, fica associada uma aplicacdo linear
autoadjunta A, : T,M — T,M definida por

<A7I(I)7y> - Hﬁ(x’y)7 x,y € TpM

O préximo resultado nos fornece uma expressao da aplicagao linear A, associada a

segunda forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposigio 2.2.45. Sejap € M, z € T,M e n € (T,M)*. Seja 7 uma extensdo local de

1 normal a M. Entao

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Exemplo 2.2.46 (Hipersuperficies). Seja f: M™ — M uma imersdo isométrica com

codimensdo é igual 1. Nesse caso, dizemos que f(M) C M é uma hipersuperficie.

Sejape M ene (I,M)*, |n| =1. Como A, : T,M — T,M ¢ autoadjunto, existe
uma base ortonormal de vetores préprios {es, .., .e,} de T,M com valores préprios reais
ki <---<k,, isto é,

A, (e) =kie;, 1 <i<n.
Se M e M sdo ambas orientdveis e estdo orientadas (ou seja, escolhemos orientagoes
para M e M) entdo o vetor 7 fica univocamente determinado se exigirmos que sendo
{v1,...,v,} C T,M uma base na orientagao de M, {vy,...,v,,n} C T, M seja uma base na

orientacdo de M. Nesse caso, denominamos os ¢; dire¢ées principais e os k; curvaturas

principais de f.

As funcgoes simétricas de ki, .., k, sao invariantes geométricos da imersao. Por

exemplo,

det(Ay) = k- ky

¢ denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f e
1
—(k1+---+ k)
n

¢ denominada a curvatura média de f.
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O seguinte resultado, chamado equacao de Gauss, relaciona a curvatura seccional

de M com a curvatura seccional de M e a segunda forma fundamental de cada uma.

Dados z,y € T,M C T,M vetores linearmente independentes, indicaremos por
K(z,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, do plano gerado

por x e y.

Teorema 2.2.47 (Gauss). Sejam p € M e x, y € T,M wvetores ortonormais. Entao
K(z,y) — K(z,y) = ((z, 2), 1y, y)) — [z, y) " (2.7)

Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Observagao 1. A férmula de Gauss (2.7), no caso em que f : M" — 6 uma
hipersuperficie, admite uma forma mais simples. Sejam p € M e n € (T,M)*, |n| = 1.

Seja {e1, ..., e, } uma base ortonormal de T, M para a qual A, = A é diagonal, ou seja,
Ale;) = kie;, i=1,....n
onde k; < --- < k, sao valores préprios de A. Assim,
I(e;, €5) = I, (es, e0)n = kin e (e, e5) = I, (e, e5)n = 0

se i # j. Portanto, podemos escrever

K(ei,ej) —?(61,6]') = klkj (28)
Em particular, quando n = 2 e M tem curvatura seccional nula (flat), a curvatura seccional

de T,M em M coincide com a curvatura de Gauss.

Exemplo 2.2.48 (Curvatura de S"). A curvatura seccional da esfera unitaria S* C R"*!
é constante e igual a 1. Com efeito, seja n(y) = —y € R"™ |y| = 1, uma orientagao de S".
A aplicagao normal de Gauss é dada por —I, onde I é a identidade de S™. Isso implica
que a aplicacao autoadjunta associada a H,, tem todos os seu autovalores proprios iguais a
1. Ou seja, para todo p € S", todo v € T,S™ ¢ um vetor préprio com autovalor 1. Logo,
por (2.8) temos

K(u,v) =1

para todo u,v € T,S", uma vez que, a curvatura seccional de R"*! é identicamente nula,
isto é, K (u,v) = 0.

Definicao 2.2.49. Uma imersao f : M — M é dita geodésica em p € M se a segunda
forma fundamental /7, é identicamente nula em p. A imersao f ¢ totalmente geodésica

se ela é geodésica para todo p € M.

O seguinte resultado justifica ao termo “imersao geodésica”.
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Proposicao 2.2.50. Uma imersao f : M — M é geodésica em p € M se, e somente se,

toda geodésica v de M partindo de p é geodésica de M em f(p).
Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

A proposigao acima permite concluir que a curvatura seccional K (o, p) do subespago
bidimensional ¢ C T, M em p é a curvatura Gaussiana em p de uma pequena superficie

formada por geodésicas de M que saem de p e sdo tangentes a o.

Chegamos agora ao conceito de imersao isométrica minima o qual é um conceito
mais fraco do que imersao geodésica e serda de grande importancia no decorrer dessa

dissertacao.

Seja f : M — M uma imersio isométrica. Dado p € M, o vetor H, € (T,M)*
definido por

F[p =1tr Hp = an(ei, €i),
i=1

onde {ey,...,e,} CT,M é qualquer base ortonormal, chama-se o vetor curvatura média
de f em p € M. Por sua vez, fixado n € (T,M)*, o escalar

Hy(p) = - (Hyon) = tr(A,)(9)

chama-se a curvatura média de f em p segundo o vetor normal 7). .

Definicdo 2.2.51. Uma imersdo isométrica f : M — M é minima se para todo p € M e
todo n € (T,M)* tem-se
H,(p) = 0.

Se escolhermos um referencial ortonormal 7y, . .., n de vetores em X (U)*, onde U
¢ uma vizinhanga de p em que f é um mergulho, podemos escrever, em p,

k
I(x,y) = ZHi(Jc,y)m, vyeT,M, i=1,...,m,

i=1

onde II; =11, , i = 1,..., k. Logo, o vetor curvatura média pode ser escrito como

i

k

> (tr A;)m;,

i=1

L1
H=-
n

onde A; = A,,. Observamos ainda que f é minima se, e somente se, H(p) = 0 para todo
pe M.

Observacao 2. Seja f: M? — M uma imersio minima. Seja também {eq, eo} uma base
ortonormal de 7),M para qual A, = A é diagonal como na Observagao (1). Sendo minima,
temos tr(A) = k; + ko = 0, e assim, k; = —ks. Logo,

det(A) = kiky = — (k) < 0. (2.9)
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Se det(A) = 0 entao k1 = ko = 0. Isso implica que a curvatura média H é identicamente
nula e a superficie M? é totalmente geodésica. Reciprocamente, se M? é totalmente

geodésica temos det(A) = 0.

2.2.6 Variedades Riemannianas completas

Faremos um estudo sucinto acerca das relagoes entre propriedades locais e globais
de uma variedade Riemanniana M. O ambiente para essa andlise sao as variedades
Riemannianas completas que sao caracterizadas por terem geodésicas definidas para

qualquer valor do parametro.

Um importante resultado advindo desse estudo é que dados dois pontos quaisquer
de uma variedade Riemanniana completa, existe uma geodésica minimizante ligando esses

dois pontos.

Defini¢ao 2.2.52. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se
para todo p € M, a aplicagao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T),M, isto ¢,
se as geodésicas (1) que partem de p estao definidas para todos os valores do pardmetro
teR.

Definigao 2.2.53. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa. Dados dois pontos
quaisquer p,q € M, seja §2,, o conjunto de todas as curvas diferencidveis por partes ¢, ,
ligando p a ¢ em M é uma variedade Riemanniana conexa. A distancia d(p, ¢q) é definida
por

d(p,q) = inf L(c).

c€Qp g

Proposigao 2.2.54. Com a distdncia d, M é um espago métrico, isto é, (M, d) satisfaz as

seguintes propriedades, para todos p,q,r € M:

L d(p,q) < d(p,r) + d(r,q);
2. d(p, q) = d(q, p);
3. d(p,q) >0ed(p,q) =0 < p=gq.
Demonstragio. Ver (Lee, 2006). O

Observamos que se em uma variedade Riemanniana M com p,q € M, existir uma

geodésica minimizante ~y ligando p a ¢, entao
d(p,q) = L().

Sendo (M, d) um espago métrico, entdao d induz uma topologia em M. Um resultado
importante, enunciado a seguir, ¢ que a topologia em M definida por sua estrutura

diferenciavel e a topologia em M induzida por d coincidem.
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Proposicao 2.2.55. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa. Entao a topologia
induzida por d, a distancia induzida por g, em M coincide com a topologia em M dada

pela estrutura diferenciavel.
Demonstragao. Ver (Do Carmo, 2019). O

Enunciaremos agora o resultado central das variedades Riemannianas completas.
Em particular, o teorema abaixo nos diz que (M, g) ser (geodesicamente) completa é
equivalente a (M, d) se um espac¢o métrico completo. Além disso, nesse caso tem-se que

quaisquer dois pontos de M podem ser ligados por uma geodésica minimizante.

Teorema 2.2.56 (Ropf-Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. As

seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(
(

a) exp, estd definida em todo T}, M;

b) Os subconjuntos limitados e fechados de M sao compactos;

(
(d

)
)
¢) M é completa como espago métrico;
) M é geodesicamente completa;

)

(e) Existe uma sucessao de compactos K,, C M, K, C int(K,.1) e U,K,, = M, tais que
se ¢, ¢ K,, entdo d(p,q) — oo.

Além disso, cada uma das afirmagdes acima implica que

(f) Para todo ¢ € M existe uma geodésica «y ligando p a ¢ com L(v) = d(p, q).
Demonstragio. Ver (Do Carmo, 2019). O

Uma consequéncia importante do resultado acima é a seguinte.

Corolario 2.2.57. Se M é compacta, entdo M é completa.

Demonstragio. Segue imediatamente do item (b) . O

2.2.7 Férmulas de variacao

Apresentaremos nesta subsecao algumas formulas de variacdo que serao uteis na
demonstracao dos teoremas 3.0.2 e 4.0.1. Para um aprofundamento nesses resultados ver
(SANTOS, 2024), (Colding; Minicozzi, 2011) e (Caminha, 2010).

No que segue, M denotard uma variedade Riemanniana (n 4 1)-dimensional e ¥

uma hipersuperficie fechada sem bordo.
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Definigao 2.2.58. Seja f : X — M uma imersao. Dizemos que uma aplicagao diferenciavel

F:3¥ x (—¢,e) - M é uma variagao de f, se:
(a) As aplicacoes f; : ¥ — M definidas por fi(x) = F(x,t) sdo imersoes para todo t;
(b) fo=f.
Nesse caso, o campo V = %hzo chama-se o campo variacional da variacdo em t = 0.
Suponha que F : ¥ X (—¢,¢) — M é uma variagdo da imersdo f : ¥ — M, de &
em uma variedade Riemanniana (M, g), e seja f; = F(-,t) para todo t € (—¢, €). Para cada

t € (—¢,€). Para cada t € (—¢,€), seja do? = f}g a métrica induzida em ¥ pela imersao f;.

A seguir vamos calcular a férmula de variagdo para do?. Seja N; o vetor unitario normal a

5= fi(X) e seja
Ofi
Pt = < a’ Nt>

Para simplificar, vamos supor que 2t = = p¢N; para todo t.
Dado p € ¥ e coordenadas locais (z1,...,x,) de ¥ em p, temos
9 oy ofe Ofi of ofe
o100 = <V%? O, Ox > * <8:cz Vo o dz;
ofr Of: ofe ot
<V§£i ot 3x3> * <8x- ae; Ot (2.10)
Ofe of
O N A
= _2pt(Ht)ija

onde II; = Ily, é a segunda forma fundamental (escalar) de ¥; e V denota a

conexao Riemanniana de (M, g).

Exemplo 2.2.59 (Variagio pela exponencial normal). Seja X" C M"™"! uma hipersuperficie
compacta imersa em uma variedade Riemanniana (M™*! g) completa. Suponha que ¥ e
M sdo ambas orientaveis. Seja N : 3 — (TX)% um campo de vetores unitdrios normais a
>.. Usando a aplicagao exponencial de M podemos definir uma variacao de X. De fato,
seja f: X x R — M definida por

f(p,t) = exp,(tN(p)), t €R.

Essa variacdao de ¥ sera util nas demonstragoes dos Teoremas 4.0.1 e 4.0.1. Note que para
cadap € X acurvay :t € R — f(p,t) € M é geodésica de M com condicao inicial
10)=peT e (0) € (T,E)"

Observamos agora que como 2 ¢ compacta e imersa em M, existe g9 > 0 tal que

f 3 % (—e0,60) = M é uma imersao. Além disso, a métrica induzida pode ser escrita
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como ds? + dt?, onde ds? = f}g, onde f; : ¥ — M ¢é a imersdao dada por f;(p) = f(p,1).

De fato, temos que para todo sistema de coordenadas (x1,...,x,) de ¥ em p temos que

of of

(Veja, como referéncia, a Segao 4, Capitulo 10, de (Do Carmo, 2010)). Note também que

Ni(p) = 2L (p,t) 6 o vetor unitdrio normal & hipersuperficie &, = f,(X).

No que segue, |X| representard a area da hipersuperficie imersa com relagao a
métrica induzida pela imersao. Usando a formula da variacdo da métrica acima, temos a

formula para a primeira variagdo da area.

Proposicao 2.2.60 (Primeira Variacdo da Area). Suponha que ¥ seja compacta (sem
bordo). Seja f : ¥ — M uma imersao isométrica e F': ¥ x (—¢,e) — M uma variagdo de

uma imersao f com campo variacional V' = %. Entao

d -
SISl = =2 [ (v, i) do (2.11)

onde do; é o elemento de area da métrica Riemanniana em 3 induzida por f.

Demonstragio. Ver (SANTOS, 2024). O

Observagao 3. Observamos que a férmula (2.11) também é valida quando ¥ é completa
nao compacta (nesse caso, consideramos variagoes com suporte compacto) e fechada com
bordo (nesse caso, consideramos variagdes fixam o bordo 3J). Nesse tltimo caso, quando
permitimos variagoes do bordo 3 dentro do bordo do espago ambiente (contexto de bordo
livre), um termo extra de bordo aparece na formula da primeira variagdo de area (ver, por

exemplo, (SANTOS, 2024)).

Uma consequéncia da féormula (2.11) acima é que uma hipersuperficie compacta
(sem bordo) ¥® C M™*! ¢ minima se, e somente se, ¥ for um ponto critico do funcional

area.

Com efeito, se ¥ for minima, entao segue imediatamente que ¥ é um ponto critico
do funcional 4rea ||, uma vez que H = 0. Reciprocamente, suponha que ¥ seja um ponto
critico do funcional |X|. Logo,

V. H)do = 0.
E<7 ) do

Escolhendo V = H , obtemos
/ (A, HYydo =0
b

e, portanto, H = 0, ou seja, > ¢ minima.
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Sejam F' : (—e,e) x ¥ — (M, g) uma variagao de uma imersao f : X" — (M"*! g)
e fi(X) = X;. Sejam também N, e H;, respectivamente, o campo normal unitario e a
Oft

curvatura média de ¥, com respeito a NNy. Suponha que %t é normal a X, = f(%;) para

todo t. Entao temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.61.

dH .
?7,% = Atpt -+ RZC(Nt, Nt)Pt —+ ‘AtPPt, (212)
onde A, é o operador Laplaciano de Y na métrica ds? = f;g, Ric é o tensor de Ricci de

(M,g), Ay = Ay, e pr = <%,Nt>.

Demonstragio. Ver (Ambrozio, 2015). O

2.2.8 Espaco Hiperbdlico

Nesta subsecao apresentaremos o espaco hiperbélico H". Apresentaremos também
uma variedade Riemanniana obtida a partir do espago hiperbdlico, chamada cuspide

hiperbolica a qual servira de geometria modelo no Teorema 4.0.1.

Defini¢ao 2.2.62 (Espaco hiperbdlico). O espaco hiperbélico n-dimensional, denotado

por H", é o semiespacgo superior aberto em R"”, ou seja,
{r eR":z, >0}
munido com a métrica Riemanniana
gij<l‘1, I‘n) = —

onde ¢ denota a métrica euclidiana.

O espaco hiperbélico H” é uma variedade Riemanniana completa, simplesmente
conexa com curvatura seccional constante igual a —1. Esta ultima caracteristica de H" é

demonstrada em (Do Carmo, 2019).

A geometria hiperbdlica, do ponto de vista histérico, foi a primeira geometria nao
euclidiana a ser conhecida e foi descoberta, de forma independente, pelos matematicos
Bolyai, Lobachevsky e Gauss no inicio do século XIX. Nela sao vélidos todos os quatro
primeiros axiomas da Geometria Euclidiana, exceto o postulado das paralelas, o qual é
violado da seguinte maneira: “Dada uma reta r e um ponto P & r, existem infinitas retas

passando por P e paralelas a reta r’.

Apresentaremos agora a cuspide hiperbolica. Focaremos no caso tridimensional para

simplificar. Dados (m, n) € Z xZ, defina ¢, ) (x) = x+me; +nez, x € H?, onde e; = (1,0)
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e ey =(0,1). E facil ver que G = {¢p(nn) : H? — H? (m,n) € Z x Z} ~ Z ® Z forma um
grupo de isometrias de H?. E facil ver que G age de modo propriamente descontinuo em
H?, ou seja, para todo z € H? existe um aberto z € U C H? tal que @, (U)NU =0
para todo (m,n) # (0,0). Logo, o espaco quociente M? = H?3/G possui um estrutura de
variedade diferenciavel (para detalhes, indicamos o Exemplo 4.8, Se¢ao 4, Capitulo 0, de
(Do Carmo, 2019)). Além disso, podemos considerar a métrica do recobrimento em M? que
¢ a tinica métrica g em M? que transformar a projecio candnica 7 : H? — M3 = H3/G
em uma isometria local (veja, por exemplo, a Segao 4, Capitulo 7, de (Do Carmo, 2019)

para detalhes).

Note que a variedade Riemanniana (M?3,g) pode ser vista como a variedade
Riemanniana (']I‘2 x (0,00),9 = 25 (g0 + dx%)), onde (T?, go) é o toro flat.
3

Fazendo a mudanca de varidvel x3 = ¢!, podemos identificar (M3, g) com o produto
T? x R munido com a métrica g = e *!gy + dt*. Essa variedade Riemanniana é completa,

tem curvatura seccional constante igual a —1 e chama-se ctispide hiperbdlica.

Além disso, cada segdo T? x {t} é totalmente umbilico e possui curvatura média

constante igual a 1.

2.2.9 Espacos de curvatura constante

Por espacos de curvatura constante queremos dizer variedades Riemannianas que

possuem curvatura seccional constante.

Os espagos de curvatura constante sao amplamente estudados na Geometria
Riemanniana. Alguns exemplos sdo o espaco euclidiano R" com K = 0, a esfera unitaria
S* ¢ R*""! com K =1 e o espaco hiperbélico H® com K = —1. As trés sao variedades

completas e simplesmente conexas.

Chamamos de forma espacial as variedades Riemannianas completas de curvatura

seccional constante. Logo, podemos dizer que R"™, S™ e H" sao formas espaciais.

Além disso, quando multiplicamos uma métrica Riemanniana por uma constante
k, a curvatura seccional dessa variedade é multiplicada por 1/k. Desse modo, a menos de
uma semelhanga, podemos supor que a curvatura seccional constante de uma variedade ¢é
1, 0 ou —1.

Nesse contexto, é possivel provar que essencialmente R™, S™ e H" sdo as unicas

formas espaciais simplesmente conexas. Mais precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.2.63 (Killing-Hopf). Seja M"™ uma forma espacial simplesmente conexa, de

curvatura igual a K. Entao M™ é isométrica a:

(a) H", se K = —1;
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(b) R, se K = 0;
(c) S", se K = 1.

Demonstragio. (Manfio, s.d.[a]). O

2.3 Resultado de EDO

O Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes para equagoes diferenciais
ordinarias (EDO) é um resultado extremamente 1til em diversos ramos da matemaética,
em particular, na Geometria Diferencial. Faremos uso desse teorema e, por esse motivo,

enunciaremos a seguir na versao dada por (Boyce; Diprima, 2010).

Teorema 2.3.1 (Teorema de existéncia e unicidade de solugoes de EDO). Considere o

problema de valor inicial (PVI)

y/ = f(tay)v y(t0> = Yo. (213)

Se fe g—i sao continuas em um intervalo aberto I contendo £y e yy ¢ o valor inicial dado,

entdo existe uma unica solugdo para o PVI (2.13) definida para cada t € 1.

Demonstragio. Ver (Boyce; Diprima, 2010). ]
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3 Esferas minimas de area 47 e rigidez de

variedades tridimensional

Abordaremos neste capitulo uma demostragdo do primeiro teorema do artigo On
minimal spheres of area 47 and rigidity de Laurent Mazet e Harold Rosenberg, (Mazet;

Rosenberg, 2014). Com esse intuito, apresentaremos inicialmente o Lema 3.0.1.

No que segue, |X| denotard a drea de ¥ com respeito a métrica induzida e S™

representard a esfera com a métrica canonica ¢.,, com curvatura Gaussiana igual a 1.

Lema 3.0.1. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional com curvatura seccional
0 < K < 1. Se X é uma esfera minima imersa em M, entao |X| > 47. Além disso, a

igualdade ocorre se, e somente se, 2 é totalmente geodésica e isométrica a S2.

Demonstragio. Temos, pela equacao de Gauss (2.2.47) que
KE = ?Tg + det(A) (31)

onde Ky, expressa a curvatura de Gauss da esfera ¥ e Ky denota a curvatura seccional
do plano T C T'M em M.

Além disso, como ¥ é minima, temos que det(A), < 0 para todo p € X (ver

Observagao (2)) com igualdade se, e somente se, X é totalmente geodésica em p.

Como Kryx < 1, temos Ky, < 1. Portanto, sendo ¥ uma esfera, segue do Teorema

de Gauss-Bonnet que
47:/KE§/1:\E|. (3.2)
b )

Se vale a igualdade (3.2), entdo todas as desigualdades usadas acima sao de fato
igualdades. Em particular, det(A), = 0 para todo p € ¥, ou seja, X é totalmente geodésica,
e Ky, = Kpx, = 1, ou seja, ¥ tem curvatura de Gauss constante igual a 1. Consequentemente,

Y é isométrica a S2. O

O teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo e sua importancia reside
no fato de caracterizar completamente a geometria de uma 3-variedade Riemanniana
completa M com curvatura seccional entre 0 e 1 que possui uma esfera minima mergulhada

com area 4r.

Teorema 3.0.2. Seja M uma 3-variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
0 < K <1 esecja X esfera minima mergulhada em M com |X| = 47. Entdo M é isométrica

a esfera S? ou a um quociente de S? x R.
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Demonstracao. Seja M uma 3-variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
0 < K <1lesejaX C M uma esfera minima mergulhada com area |%| = 47. Em particular,
pelo Lema 3.0.1, ¥ é totalmente geodésica e isométrica a S?. Como M é completa, podemos
definir

0 X xR M

(3.3)
(p,t) — exp,(tN(p)),

onde N : Y — R3 é um campo diferencidvel de vetores normais unitarios ao longo de X.

A seguir, faremos o estudo da funcao ¢ restrita a ¥ x R,. O estudo de ¢ restrita a
> x R_ é feito de modo analogo. Faremos também um abuso de notacao usando ¢ para
denotar a restricao da aplicacdo (3.3) a subconjuntos do dominio ¥ x R. Desse modo,

consideremos a aplicacao ¢ : X x R, — M.

Pela compacidade de ¥ e usando o fato de que ¥ estd mergulhada (em particular,
imersa) em M, podemos garantir que existe € > 0 tal que ¢ : ¥ x [0,e) — M também é

uma imersdo. Assim, definimos
go =sup {€ >0; p: 3 x[0,6) = M é uma imersao}.

Seja ds® métrica em 3 X [0,£0) induzida pela imersdo ¢ : ¥ x [0,9) — (M, g), ou
seja, ds? = p*g. Nesse caso, podemos escrever ds? = do? + dt* onde do? é uma familia

diferencidvel de métricas em ¥ (ver Exemplo 2.2.59).

Com a métrica ds®, ¢ : ¥ x [0,e9) — M dado por ¢(p,t) = exp,(tN(p)) se torna
uma isometria local e, como M tem curvatura seccional entre 0 e 1, variedade Riemanniana

(X x [0,e0),ds?) também tem curvatura seccional entre 0 e 1.

A aplicagao p; = p(+,t) : X — M é uma imersao cuja métrica induzida em X é
justamente do?, e define as superficies ¥, = 3 x {t} equidistantes a 3. Notamos ainda que
Y sdo esferas em M e, além disso, ¥y = ¥ é totalmente geodésica e (3, do?) é isométrica

a S?. Logo, a métrica do? tem curvatura seccional constante igual a 1.

Agora provaremos a seguinte afirmacao.
Afirmacao. Temos que:
1. g9 = 40 e dof = do} ou

2. g9 =m/2 e do? = cos*tdod.

Sejam kq(p,t) e ka(p,t) as curvaturas principais de 3; no ponto (p,t) com ky > ko
e H(p,t) = % a curvatura média de 3J; no ponto (p,t) com respeito ao vetor normal

unitario 9;. Definimos entao

ky — ko

Ap,t) = 5
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Observamos que A > 0 e A = 0 se, e somente se, as superfices ¥; sdo superficies umbilicas.

Denotaremos por Ky, a curvatura Gaussiana de ¥; e por K, a curvatura seccional

do espago tangente de ¥; em M. Logo, pela equacao de Gauss

Ky, = K, + kiks.

Usando a definicao de A temos

v (k= k)’
2

= 3 (B2 =2k + (Ro)?) + Shaks — Shaks

= i ((k1)? + 2kaky + (k2)?) — ks (3.4)
2

_ <k1;k2> ks

= H*+ K, - Ks,.

Como, por hipétese, 0 < K, < 1 inferimos que

M <H*+1- Ky, (3.5)

Integrando ambos os membros e considerando a; o elemento de area de ¥;, obtemos

A2day < /E Hda, + || — /2 Ky, da,

3¢
pois Jy, da, = ||
Como as superficies >; sao esferas, segue do Teorema de Gauss-Bonnet que
Kzt dat = 4.
p3M
Portanto,

A2day < /E Hda; + || — 4. (3.6)

¢
De agora em diante usaremos a seguinte notacao

F(t):/ H?da; + || — 4.
¢

De (3.6), podemos observar que F(t) > 0 e, se F'(t) = 0 entdo A = 0, ou seja, a superficie

¥, é umbilica e, além disso, K; é constante igual a 1.

Afirmacao 1. F(t) = 0 para todo t € [0, ).

Note que como ¥ é totalmente umbilica e |Xy| = 4, temos que F(0) = 0.
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A Primeira Variacdo da Area (2.2.60) expressa a derivada da drea de ¥, pela

igualdade
0
1T = _2/E Hda,. (3.7)

A Proposigao (2.2.61), por sua vez, estabelece a seguinte formula para a derivada
da curvatura média de X; 5
H 1, . 9
= =3 (Ric(d)) +A?) | (3.8)
onde |A;]* = (k1)? + (k2)?, Ric é o tensor de Ricci de X x [0,g0) e 9; é o vetor normal
unitario de X,.
Notemos que Ric(9;) > 0, uma vez que as curvaturas seccionais de ¥ x [0, &) sdo

nao negativas. Logo
9t p? - *

O que implica que H(p,t) é ndo decrescente. Como H (p,0) = 0 entdo
H(p,t) >0 (3.9)

para todo (p,t) € X x [0, €).

Derivando F' e usando (3.7) e (3.8), temos

/ 2 _
F(t) = 5 </ Hda, + |5, 47r>
_ aH 2
_/E <2Ha+H (— 2H)> dat—/zt 2Hda,
_ / <2H8H - 2H3> da; — [ 2Hda,
Et a Et
_ / (H(Ric(dy) + |Ad?) — 2H° — 2H) da,
3t
:/ H (Ric(d,) + | A2 — 2H? - 2) da,
3t
- /E H ((Ric(d) — 2) + (k1) + (k2)? — 2H?) da, (3.10)
2
:/ H( (Ric(0y) — 2) + (ky)? (k2)2—2<k1;k2> )Clat
¢
:/Z H< (Ric(d,) — 2) (kl) (ko)? — - ((k:l) 2k + (k:2>2>) da,
:/ H( (Ric(0) — 2) (kzl) — kiko + = (k’z) )dat
P
1
_ /E H ( (Rie(@) —2) + 5 ((k1)2 — ik + (kz)Q)) da,
:/ H ((Ric(d,) - 2) +2)\2)dat,
3¢
ou seja,

F'(t) = /Z H ((Ric(d,) — 2) +2X°) day (3.11)
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Como a curvatura seccional satisfaz 0 < K, < 1, temos
Ric(0y) —2 <0. (3.12)

Logo,
F'(t) <2 | HM\da,.

3t

Pela continuidade de H, dado € < gy existe uma constante C' > 0 tal que H(p,t) <
C' para todo (p,t) € 3 x [0,¢]. Entao, por (3.6),

F'(t) <2C | XN <20F(1). (3.13)

p3M
para t € [0,¢].

Além disso, se considerarmos a funcio w(t) = F(t)e 2t 0 <t < ¢, entdo

W'(t) = F'(t)e 2" —20F (t)e "
< 20F(t)e " — 2CF(t)e 2" (3.14)
<0.

Assim, w(t) < w(0) = 0 para todo 0 < t < e. Portanto, temos que F(t) < 0 para 0 <t <e.
Como sabemos que F(t) > 0, para t € [0, ¢y), obtemos

F(t) =0 paratodo te€[0,¢].

Por fim, como 0 < & < gy é arbitrario, temos que F'(t) = 0 para todo t € [0, ). Isso

conclui a demonstragao da Afirmagao 1.

Como consequéncia desta afirmagao, temos por (3.6) que A(p,t) = 0 para todo

(p,t) € ¥ x [0,€p) e, como visto, isto equivale a dizer que as superficies ¥; sdo umbilicas.
Desse modo,

I, = Hdo?, (3.15)

onde II; é a segunda forma fundamental de ¥;. Logo, por (2.10), temos a igualdade

gt(daf) = —2Hdo}. (3.16)

O fato de A = 0 também implica que vale a igualdade em (3.5), donde segue que

K, = 1. Além disso,
F'(t) = /Z H (Ric(8;) — 2) da; = 0.

Por outro lado, de (3.9) e (3.12),
H (Ric(0;) — 2) < 0.

Logo
H (Ric(0;) —2) =0 (3.17)



Capitulo 3. FEsferas minimas de drea 47 e rigidez de variedades tridimensional 48

para todo (p,t) € ¥ x [0, €).

Como A(p,t) = 0, ou seja, k = ky(p,t) = ka(p, t) para todo (p,t) € ¥ x [0, ¢) temos
que H(p,t) = k. Assim

Ay = (k1)* + (k2)?

= 2k? (3.18)
= 2H",
De (3.8), concluimos que
0H 1
— = —Ri H?, q
5 2R10(8t) + (3.19)

Agora provaremos a seguinte afirmacao.

Afirmacgao 2. Se H(p,t) > 0 para (p,t) € X x (0,e), entdo H(q,t) > 0 para todo ¢q € 3.

Suponha que H(p,t) > 0 e considere o conjunto Q2 = {q € 3; H(q,t) > 0} C X.
Pela continuidade de H, {2 é um subconjunto aberto e nao-vazio de X, pois p € ). Seja
agora (qr) uma sequéncia de pontos de 2 tal que lim ¢ = ¢g. Mostraremos que g € €2,

provando assim que 2 é fechado.

De fato, pela defini¢ao de 2, H(qx,t) > 0 e, por (3.17), Ric(0;)(qx,t) = 2. Como

Ric é continua, temos que Ric(0;)(q,t) = 2 e, consequentemente, %—If(q, t) > 0 por (3.19).

Isso implica, por sua vez, que existe s < t tal que H(q,s) < H(q,t). Usando ainda (3.9),
podemos escrever

0< H(q,s) < H(q,t),

ou seja, H(q,t) > 0 e, portanto, ¢ € Q. Como ¢ é arbitrario, concluimos que Q2 é fechado.

Logo, pela conexidade de ¥, obtemos a igualdade €2 = ¥, finalizando a prova da Afirmacao
(2).
Em outras palavras, quando a curvatura média H(p,t) é positiva em um ponto de

uma superficie ¥; equidistante a X, é positiva em todo ponto de ;.

Definamos agora o conjunto
U ={te(0,¢); H(p,t) > 0}.
Se ¥ = () entdo H(p,t) = 0 para todo (p,t) € X x (0,g¢) . Nesse caso, de (3.19)
temos Ric(0;) = 0 em X x (0, &p).
Suponha agora que ¥ # () e seja €; = inf U. Afirmamos que ¢; = 0.
De fato, se €; > 0 entao

H(p,t)=0  para (p,t) € X x (0,e1] e
H(p,t) >0 para (p,t) € ¥ X (£1,€0)-
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Logo, de (3.17) e (3.19) obtemos

Ric(0y)
Ric(0y)

em Y x (0,e1] e

0
2 em ¥ x (€1,¢€0).

Contudo, pela continuidade de Ric(0;), obtemos uma contradi¢ao. Portanto €1 = 0 e, nesse

caso, H(p,t) > 0 para (p,t) € ¥ x (0,9). Consequentemente, Ric(0;) =2 em X x (0,&p).

Resumindo e considerando que H(p,0) = 0, temos duas possibilidades:

1. H(p,t) =0 para todo (p,t) € X x [0,g9) e Ric(d;) =0 em X x (0,g9) ou
2. H(p,t) > 0 para todo (p,t) € X x (0,e9) e Ric(0;) =2 em X X [0,&).

No primeiro caso, segue de (3.16) que

0
E(d0t2> - 07
logo,
do? = doj

para todo t € [0, €g). Nesse caso, temos que €y = +00. Além disso, sabemos que a esfera ¥
com a métrica doj é isométrica a S? e, portanto, o produto X x R, com a métrica ds* é
isométrico ao cilindro S? x R... Portanto, podemos concluir que ¢ define uma isometria

local do cilindro S* x R, em M.
No segundo caso, de (3.19) temos

OH
ot
Como H(p,0) = 0, segue do Teorema de existéncia e unicidade de solugdes de EDO (2.3.1)

(p,t) =1+ H>.

que
H(p,t) = tant.

Por outro lado, usando (3.16) podemos escrever

9,
—do? = —2tantdo?,

ot

e, por (2.3.1), inferimos que
do? = cos®t dog. (3.20)

Além disso, segue da Afirmagao (1) que a inequacao em (3.6) é na verdade uma
igualdade, valendo também a igualdade em (3.5), o que garante que a curvatura seccional

Ky, = 1 para todo t € [0, &¢). Assim, de (3.20), concluimos que ¢y = 7/2.

Logo, o produto ¥ x [0,7/2] com a métrica ds? é isométrico a um hemisfério da

esfera S* (por convengdo o chamamos de hemisfério norte). Portanto, usando novamente o
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fato de ¢ : ¥ x [0, 7/2] — M ser uma isometria local, obtemos uma isometria entre M e o

hemisfério norte de S3.

Fazendo o mesmo estudo da fungdo ¢ restrita a 3 x R_, obtemos no primeiro caso
uma isometria local entre o cilindro S? x R_ e M, e no segundo caso, uma isometria local

entre o hemisfério sul da esfera S® e M.

Observamos ainda que nesse tltimo estudo como Ric é continua, nao é possivel
invertermos as ordens das isometrias locais. Ou seja, ndo podemos ter no primeiro caso,
uma isometria local entre o hemisfério sul da esfera S* e M e, no segundo caso, uma
isometria local entre o cilindro S? x R_ e M. Mais especificamente, o Ric na esfera é 2

enquanto que no cilindro é zero.

Unindo os dois estudos, obtemos uma isometria local
H:S*xR—> M
no primeiro caso e, no segundo caso, uma isometria global

¢:S* = M

Por fim, sendo S? xR e S? simplesmente conexas, concluimos que ¢ é o recobrimento
universal de M em qualquer um dos casos. Portanto, M ¢ isométrica ao quociente de
S? xR ou a S3. O

Observacao 4. Na demonstragdo, como ¢ ¢ injetiva em 32, os possiveis quocientes de
$? x R sdo S? x R ou seu quociente pelo subgrupo gerado por uma isometria da forma
ST xR —= S xR, (p,t) = (a(p),t+ to) sendo o uma isometria de S? e ty # 0.

Observagao 5. Observamos que o Lema (3.0.1) pode ser generalizado para esferas com
curvatura média constante Hy # 0 da seguinte maneira. De fato, seja ¥ uma esfera com
curvatura média H, constante imersa em uma n-variedade Riemanniana M com curvatura

seccional 0 < K < 1. Por (3.4) podemos escrever
Ky = Kry + Hj — X
Logo, como 0 < K75, < 1 e A2 > 0 temos

Kx <1+ Hj.

Integrando ambos os lados e usando o fato de que a curvatura média é constante,

obtemos
/ Ksda < (1+ H2)[S)|.
b
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Como ¥ é uma esfera, pelo Teorema de Gauss-Bonnet inferimos que

dr < (1+ HY)IZI.

Ou seja,
o2
1+ Hj
Além disso, observe que 14%712{3 é a 4rea de uma esfera geodésica em S* de curvatura média
Hy.
Ademais, se |X| = 1;‘23 e Hy # 0, podemos adaptar a demostragao do Teorema

(3.0.2) para provar que o lado médio convexo constante de 3, isto é, o lado para o qual
vetor curvatura média H de ¥ aponta, é isométrico a uma calota esférica de S* com
curvatura média Hy constante (veremos no Teorema (4.0.1) abaixo um resultado similar

no caso hiperbdlico).



52

4 Existéncia de cuspides hiperbolicas

Neste capitulo, veremos a demostragao do segundo resultado presente em (Mazet;
Rosenberg, 2014).

No que segue, o lado médio convexo de uma variedade Riemanniana ¢ o lado no

qual a curvatura média é nao negativa.

Teorema 4.0.1. Seja M uma 3-variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
K < —1 e seja T um 2-toro mergulhado em M com curvatura média constante igual a 1.

Entao, T separa M e seu lado médio convexo é isométrico a uma cuspide hiperbdlica.

Demonstracao. Seguiremos praticamente os mesmos passos da demonstracao do Teorema

(3.0.2) e, por isso, usaremos alguns resultados ja mostrados anteriormente.

Consideremos entao a seguinte aplicagao

p:T'xRy = M
(p,t) = expy(tN(p)),

onde N é um campo diferenciavel de vetores normais unitarios a 7" e Hyr = 2N é o vetor

curvatura média de 7.

Como T é compacto, existe € > 0 tal que ¢ : T x [0,&) — M é uma imersao. Seja
pois

g0 = sup{e > 0; ¢ ¢ uma imersao em7 x [0,¢)}.

Seja ds? a métrica em T X [0, €y) induzida pela imersao ¢ : T x [0,gy) — M, isto é,
ds? = ¢*g. Assim, escrevemos ds? = do? + dt?, onde do? é uma familia diferencidvel de

métricas em 7.

Com a métrica ds?, obtemos uma isometria local ¢ : T' x [0,&9) — M de modo que
a variedade Riemanniana (T x [0,&¢), ds?) tem curvatura seccional igual ou menor que

—1, pois a curvatura seccional de M satisfaz K < —1.

Além disso, ¢ = ¢(+,t) : T — M é uma imersao cuja métrica induzida em 7' é
justamente do?. Assim, podemos definir T = T' x {t} como as superficies equidistantes a

T =Ty, para t € [0,g9). Observamos ainda que tais superficies sdo toros.

Nesse contexto, sejam k1 (p,t) e ka(p,t) as curvaturas principais de T; em (p,t) com

kl 2 k?a

ky + k
Hp.t) = =
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a curvatura média de T; no ponto (p,t) com respeito ao vetor normal unitario d; e A a

aplicagao definida por
ky—k

Notemos que A > 0 e A = 0 se, e somente se, T} sao superficies umbilicas.

Considerando agora K7, a curvatura Gaussiana de 7; e K; a curvatura seccional

do espaco tangente de T, em M temos, pela equacao de Gauss, que
K1, = K; + kqko.
Usando (3.4), podemos escrever
N =H"+K,— Kr,. (4.1)
Como, por hipétese, K; < —1, segue que
N <H?—1- Ky, (4.2)
Integrando ambos os membros obtemos

A2da, < /T Hda; — |T;| — /T Krdas. (4.3)

Ty
Como T; sao superficies compactas e orientaveis, temos pelo Teorema de Gauss-Bonnet
que

/ Kr.da; = 0.
T:
Logo,
A2day < /T Hda; — |Ty). (4.4)
}

T
Seja entao

F(t) = / Hda; — |T).
T

Vemos, por (4.4) , que F(t) > 0e F(t) =0 se, e somente se, K; = —1 ¢ A = 0. Logo, T; é

umbilica e, além disso, o toro T; com a métrica do? é flat.

Afirmacgao 1. F(t) = 0 para todo t € [0, &).

Como, por hipétese, H(p,0) = 1 entao F(0) = 0.
Nesse contexto, as derivadas da area e da curvatura média sdo expressas como

OH

1, . 9
ot = §<RZC(@) + A7), (4.5)

0
&\TA = _/Tt 2Hda, e

onde |A;|? = (k1)? + (k2)?, Ric é o tensor de Ricci de T x [0,&0) e ; é o vetor normal

unitario de T;.
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Derivando F' como em (3.10) e fazendo uso de (4.5), podemos escrever
F'(t) = /T i ((Ric(,) +2) + 2)%) da,. (4.6)
Como a curvatura seccional satisfaz K, < —1,
Ric(d;) +2 < 0. (4.7)
Logo,

F,(t> S 2 H)\zdat.
T:

Como H(p,0) =1 e pela continuidade de H, dado ¢ < gq existe C' > 0 tal que
0< H(p,t) <C (4.8)
para todo (p,t) € T x [0,¢]. Logo, segue de (4.4) que
F'(t) <20 . N < 2CF(t).

De (3.14) obtemos
F(t) < F(0)e* =0

para quaisquer t € [0,&]. Assim, F'(t) < 0 para todo t € [0,&0). Por outro lado, sabemos
que F(t) > 0 para todo t € [0, &), logo

F(t)=0 (4.9)
para todo t € [0,&). Fazendo uso novamente da expressao (4.4), inferimos que
Ap,t) =0 (4.10)

para (p,t) € T x [0,&9) o que garante que K; = —1 e a métrica do? é flat. A expressdo

(4.10) também implica que as superficies T; equidistantes a 7" sdo todas umbilicas. Logo,
11, = Hdo?, (4.11)

onde I1; é a segunda forma fundamental de T; em (p,t) segundo o vetor 0.

De (4.9) e (4.10) obtemos
F(t) = /T H(Ric(d,) + 2)da; = 0. (4.12)
para todo t € [0,&g). Por outro lado, por (4.8) e (4.7) temos H(Ric(0;) + 2) < 0. Logo,
H(Ric(d,) +2) = 0, (4.13)

e, portanto,
RZC(at> =-2
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em T x [0, &p).
Usando esse fato em (3.19) temos que

OH
— = —1+ H2
5 1) +

Como H(p,0) = 1 podemos usar o Teorema de EDO (2.3.1) para garantir que
H(p,t)=1

para todo (p,t) € T x [0,¢&q).
Logo, por (4.11) temos
0

5 (do?) = —2do?

e usando novamente o Teorema de EDO concluimos entao que
do? = e *'do}. (4.14)

para todo t € [0, p).

Além disso, sendo A =0, H =1 e K; = —1, temos por (4.1) que K7, = 0. E, como
do? é flat.

Portanto, de (4.14) concluimos que g9 = 400. Isso implica que existe uma isometria

entre T' x R, e a variedade Riemanniana T? x R, (uma ctspide hiperbdlica).

Como ¢ é uma isometria local entre T' x R, e M, podemos concluir entao que

existe uma isometria local entre T? x R, e a variedade Riemanniana M. O]
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5 Consideracoes Finais

Em suma, o presente trabalho desenvolveu os teoremas provados por Mazet e
Rosenberg em (Mazet; Rosenberg, 2014). Tais resultados permitiram caracterizar uma
variedade Riemanniana completa M tendo informagoes a respeito de sua curvatura seccional
e de uma superficie Riemanniana mergulhada em M (esfera, no primeiro teorema, e toro,
no segundo). Vimos a riqueza do estudo das variedades diferenciaveis, em particular, das
superficies e das variedades Riemannianas; tanto como preliminares como mesclados no
decorrer da demonstracao dos teoremas 3.0.2 e 4.0.1. Destacamos, por fim, a importancia
do trabalho de Mazet e Rosenberg, (Mazet; Rosenberg, 2014), para a linha de pesquisa da

Geometria Diferencial, com énfase nas Superficies Minimas.
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