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“Se eu vi mais longe, foi por estar sobre ombros de gigantes.”
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Resumo

A filtragem adaptativa tem sido extensivamente estudada para uma ampla gama de apli-
cagdes como economia, engenharia biomédica, equalizacdao de canais, sistema de controle e
telecomunicagoes. O problema de sinais nao estaciondrios constitui um dos maiores desafios
no contexto de filtros adaptativos, uma vez que exige simultaneamente alta velocidade de
convergéncia, boa capacidade de rastreamento e estabilidade sendo motivagao de propostas
novos algoritmos de filtragem e variantes de algoritmos bem estabelecidos. A variabilidade
das propriedades estatisticas do sinal impoe a necessidade de mecanismos de deteccao para
variacoes abruptas do sinal de entrada, aumentando a complexidade computacional dos
algoritmos. Este trabalho apresenta o algoritmo Recursivo Nao Quadratico Autorregulado
(RNQA) que deriva de uma familia de algoritmos baseados em potencias pares de erro onde
a regularizacdo dindmica da matriz de autocorrelagao é feita continuamente pelo quadrado
do erro instantaneo do algoritmo, caracterizando um mecanismo de ajuste adaptativo na
fase de atualizacao da matriz, capaz de responder efetivamente em ambientes nao estacio-
narios. Uma configuracao de identificacao de sistemas foi realizada em um ambiente nao
estacionario, caracterizado por mudancas abruptas no parametro desconhecido, permitiu
avaliar a capacidade de rastreamento do algoritmos proposto. O RNQA apresentou melhor
resultado de desempenho em termos de velocidade de convergéncia em comparagao ao

RNQ padrao e algoritmo do filtro de Kalman numa estrutura de identificacdo de sistemas.

Palavras-chaves: Filtro adaptativo, Regularizacao, Velocidade de convergéncia.



Abstract

Adaptive filtering has been extensively studied for a wide range of applications such as
economics, biomedical engineering, channel equalization, control systems, and telecommu-
nications. The problem of non-stationary signals constitutes one of the greatest challenges
in the context of adaptive filters, since it simultaneously requires high convergence speed,
good tracking capability, and stability, motivating the proposal of new filtering algorithms
and variants of well-established algorithms. The variability of the signal’s statistical prop-
erties imposes the need for detection mechanisms for abrupt statistical variations in the
input signal, increasing the computational complexity of the algorithm. This work presents
the Recursive Non-Quadratic Self-Regulated (RNQA) algorithm, which derives from a
family of algorithms based on even-power errors where the dynamic regularization of
the autocorrelation matrix is continuously performed by the square of the instantaneous
error of the algorithm, characterizing an adaptive adjustment mechanism in the matrix
update phase, capable of responding effectively in non-stationary environments. A system
identification configuration was performed in a non-stationary environment, characterized
by abrupt changes in the unknown parameter, allowing the evaluation of the tracking
capability of the proposed algorithm. RNQA showed better performance results in terms
of convergence speed compared to the standard RNQ and Kalman filter algorithm in a

system identification framework.

Keywords:Adaptive filter, Regularization, Convergence speed.
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1 Introducao

1.1 Um contexto histérico

A teoria da filtragem adaptativa emerge da convergéncia entre diferentes areas
do conhecimento, incluindo estatistica, engenharia elétrica, controle e neurociéncia. Sua
evolucgao reflete uma mudanca profunda na forma de tratar problemas de estimagao em
ambientes incertos, passando de abordagens estaticas para métodos recursivos capazes de

operar em tempo real.

O ponto de partida dessa trajetéria remonta ao trabalho de Carl Friedrich Gauss, no
inicio do século XIX, no contexto da astronomia e da geodesia. Ao estudar a determinagao
de orbitas celestes a partir de medicoes ruidosas, Gauss introduziu o método dos minimos

quadrados, baseado na minimizacao da soma dos erros quadraticos.

Durante grande parte do século XIX e inicio do século XX, esse método foi
amplamente utilizado em aplicacgoes cientificas e de engenharia, sendo resolvido por meio
de manipulacoes algébricas diretas, frequentemente com auxilio de tabelas numéricas e
calculos manuais. Nesse periodo, o problema era tipicamente formulado de forma estatica:
um conjunto completo de observagoes era coletado e, somente entao, processado em bloco
para obtencao da solugao. Mesmo com os avancos promovidos por autores como Pierre-
Simon Laplace, que aprofundaram a interpretagdo probabilistica dos erros, a abordagem

permanecia essencialmente manual.

Nos primérdios da computacao particularmente entre as décadas de 1930 e 1940,
0 cenario tecnolégico era marcado por limitagoes severas de hardware, inexisténcia de
arquiteturas padronizadas e uma predominancia quase absoluta de abordagens analiticas.
Com o trabalho de Alan Turing (TURING, 1936), matemético e légico britanico, Sobre
Numeros Computédveis, com uma Aplicacao ao problema de decisao, introduziu o conceito
tedrico de uma maquina universal (maquina de Turing). Reconhecido como um dos pais
da computacao moderna, liderou esfor¢os no centro de Bletchley Park para decifrar
mensagens criptografadas pelo sistema Enigma, utilizado pela Alemanha nazista. Esse
fato antecipa conceitos fundamentais que mais tarde seriam centrais no processamento
de sinais, como a automacao de procedimentos algoritmicos, o tratamento sistematico de

dados e a necessidade de solugoes eficientes sob restrigoes computacionais severas.

Na década de 1940, Norbert Wiener, atuando nas areas de engenharia elétrica,
controle e comunicagoes, em instituicoes como o MIT Radiation Laboratory, desenvolveu
a teoria da filtragem 6tima. Seu trabalho consolidou a aplicagao da estatistica no processa-

mento de sinais, formulando o problema de estimagao em problemas como predic¢ao de
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sinais e controle sob ruido. Seu trabalho seminal esta consolidado no livro Eztrapolation,
Interpolation, and Smoothing of Stationary Time Series (WIENER, 1949), no qual o

problema de estimacao é formulado como a minimizacao do erro quadratico médio,

Essa formulagao conecta diretamente estatistica e algebra linear por meio das

equacoes matriciais normais,

Rw, =p

Esse ponto marca a consolidagao da estrutura matematica que ainda hoje define a
filtragem adaptativa e a base da estimacao linear 6étima. Entretanto, sua aplicagao pratica
é limitada, pois requer o conhecimento prévio das estatisticas dos sinais, como a matriz de
autocorrelacao e o vetor de correlagao cruzada, além de envolver a inversao de matriz, o
que pode ser computacionalmente oneroso e inviavel em tempo real ou em ambientes nao

estacionarios.

A teoria da filtragem adaptativa possui raizes profundas na tentativa de modelar
matematicamente os mecanismos de aprendizagem observados em sistemas biologicos.
Desde as primeiras formulagdes de neurdnios artificiais até os modernos algoritmos de esti-
magao recursiva, observa-se uma evolugao conceitual que conecta diretamente neurociéncia,

inteligéncia artificial e processamento estatistico de sinais.

No campo interdisciplinar emergente da cibernética, em 1943, McCulloch e Pitts
(MCCULLOCH; PITTS, 1949) e Hebb (HEBB, 1949) estabeleceram os fundamentos
da aprendizagem em sistemas artificiais. Esses trabalhos introduziram conceitos que
conectavam biologia, matematica e engenharia, especialmente a idealizacao de adaptacao
baseada em dados. Eles propuseram um modelo abstrato de neurénio baseado em uma
combinacao linear de sinais de entrada seguida por uma operacao de decisao nao linear.
Essa formulacao introduziu a concepg¢ao de que sistemas complexos poderiam emergir da
interconexao de unidades simples cujos parametros, denominados pesos sinapticos, podem
ser ajustados. Hebb introduziu um principio de aprendizagem baseado na correlacao entre
atividades neurais. Nesse modelo, o neur6nio realiza uma combinacao linear das entradas

seguida por uma funcao de ativagao

L
y=1r sz‘xi
i=1

sendo que x; representam os sinais de entrada, w; sao os pesos sindpticos e f(-) é uma
fungao nao linear que modela o mecanismo de disparo do neurénio. De forma simplificada,

esse principio estabelece que conexdes entre neurdnios devem se fortalecer quando os sinais
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de entrada e saida ocorrem simultaneamente. Embora originalmente proposto no contexto
da neurociéncia, esse principio antecipou um conceito central da filtragem adaptativa: a

atualizagdo de parametros baseada em relacoes estatisticas observadas nos dados.

Esse modelo introduziu dois conceitos fundamentais: a representacao linear pon-
derada das entradas, a possibilidade de adaptacao dos pesos sinapticos estabelecendo a
base matematica para a modelagem de sistemas capazes de aprender a partir de dados.
Embora originalmente proposto no contexto da neurociéncia, esse principio antecipou um
conceito central da filtragem adaptativa: a atualizacao de parametros baseada em relagoes
estatisticas observadas nos dados. Hebb propos um principio de aprendizagem baseado na
correlagdo entre atividades neurais. A chamada regra de Hebb pode ser expressa de forma

simplificada como

Aw; < Ty

sendo a representacao da atividade do neurdénio pré-sinaptico dada por x; e y a atividade
do neur6nio pés-sindptico. Esse principio estabelece que a for¢ca de uma conexao sinaptica
aumenta quando os neuronios conectados sao ativados simultaneamente. Do ponto de
vista matematico, essa regra representa uma forma primitiva de adaptacao baseada em

correlacao estatistica.

A regra de Hebb exerceu forte influéncia sobre o desenvolvimento posterior de
algoritmos de aprendizagem adaptativa, pois introduziu o conceito fundamental de que os
parametros de um sistema podem ser ajustados automaticamente em fungao dos dados

observados.

Na década de 1950, Rosenblatt (ROSENBLATT, 1958), no artigo “A Probabilistic
Model for Information Storage and Organization” , apresentou o perceptron, um sistema
capaz de aprender a classificar padroes por meio do ajuste iterativo de pesos. O perceptron
introduziu conceitos fundamentais de aprendizagem supervisionada e mostrou que sistemas
artificiais poderiam modificar seus parametros automaticamente em resposta ao erro

observado durante o processo de aprendizagem, modelado por

Yy = sign (WTX)
sendo x o vetor de entrada e w representa os pesos sinapticos.
Apesar de sua simplicidade, o perceptron introduziu conceitos fundamentais para o

desenvolvimento posterior de algoritmos adaptativos, incluindo a de atualizacao iterativa

de parametros com base em um erro observado.

A histéria da aprendizagem adaptativa teve inicio no inicio da década de 1960,
com o trabalho de Widrow e Hoff (WIDROW; HOFF, 1960). Buscando desenvolver

sistemas eletronicos capazes de aprender diretamente a partir de dados, os pesquisadores
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introduziram o modelo conhecido como Neur6nio Linear Adaptativo (Adaptive Linear
Element - ADALINE). Diferentemente do perceptron, esse modelo utilizava uma saida
linear, y(n) = w’ (n)x(n), e definia o processo de aprendizagem por meio da minimizacio

do erro quadratico médio, J = E[e?(n)] entre o sinal desejado e a saida do sistema.

O ADALINE estabelece a formulagao do problema como a minimizagao do erro
quadratico médio. Uma abordagem alternativa foi proposta por Widrow e Hoff por um
algoritmo baseado em um método de descida do gradiente V.J(w) aplicado a funcao custo

do erro quadratico médio.

O insight central de Widrow foi perceber que como a esperanga estatistica, que na
pratica nao é conhecida, ela poderia ser aproximada utilizando apenas o erro instantaneo
disponivel em cada iteracao. Essa observacao levou ao Algoritmo dos Minimos Quadrados
Médios (Least Mean Squares—ILMS), no qual os coeficientes do sistema sao atualizados

iterativamente utilizando uma estimativa estocéastica do gradiente do erro médio.

Essa formulagao resultou em um algoritmo simples e recursivo capaz de aprender
diretamente a partir dos dados observados, permitindo adaptacao continua em ambientes
dindmicos. Isso transformou um problema de otimizacao estatistica que nao exigiria
o conhecimento explicito de esperancas estatisticas e matrizes de correlacdo em um
algoritmo simples e recursivo capaz de aprender diretamente a partir dos dados observados.
Mais importante ainda, essa estrutura permite que o sistema se ajuste continuamente a
medida que novos dados sao observados, caracteristica essencial em ambientes nos quais

as propriedades estatisticas dos sinais nao permanecem constantes ao longo do tempo.

Apesar de sua simplicidade, o LMS pode apresentar convergéncia lenta quando os
sinais de entrada possuem forte correlacdo estatistica ou quando o sistema a ser estimado
varia rapidamente no tempo, comprometendo sua capacidade de rastreamento. Essas
limitagoes motivaram o desenvolvimento de algoritmos mais sofisticados baseados no
critério de minimos quadrados. Entre eles destaca-se o algoritmo dos Minimos Quadrados
Recursivos (Recursive Least Squares-RLS) surge como a sintese natural da evolugao a
fundamentacio estatistica que implementa uma solucdo recursiva para o problema de
minimos quadrados ponderados utilizando um fator de esquecimento que permite dar

maior peso as observacoes mais recentes.

A introducao desse fator de esquecimento, 0 < A < 1 , fornece um mecanismo
natural para lidar com ambientes nao estacionarios, permitindo que o algoritmo adapte seus
parametros de forma mais rapida as mudancas nas propriedades do sistema. O algoritmo

RLS busca minimizar a funcao custo

n

Jo(w) =Y Nle;

=1

Esse algoritmo apresenta convergéncia significativamente mais rapida que o LMS e
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melhor capacidade de rastreamento em sistemas variantes no tempo (HAYKIN, 1991).

Relacdo histérica entre o filtro de Kalman e o algoritmo RLS

Um aspecto fundamental na evolugao da teoria de estimacao adaptativa diz respeito
a relacao historica e conceitual entre o filtro de Kalman e o algoritmo RLS. Embora
frequentemente apresentados como métodos distintos na literatura de processamento de

sinais, sua origem revela uma conexao profunda.

O filtro de Kalman, introduzido por Rudolf Emil Kalman (KALMAN, 1960), surgiu
no contexto da estimacao de estados em sistemas dindmicos, motivado por aplicagoes
em navegacao, controle e rastreamento. Seu objetivo consistia em estimar de forma
otima o estado de um sistema linear sujeito a ruido, utilizando uma formulacao recursiva
que permitia atualizar a estimativa a cada nova observacao. Kalman observou que a
solucdo 6tima de um problema de minimos quadrados poderia ser implementada de forma

sequencial, eliminando a necessidade de processamento em lote.

Paralelamente, o problema de estimacao de parametros baseado no critério de
minimos quadrados ja era conhecido desde os trabalhos classicos de Gauss e posteriormente
formalizado no contexto estatistico por Wiener. No entanto, essas abordagens eram
essencialmente nao recursivas e, portanto, pouco adequadas para aplicagoes em tempo

real.

A conexao entre essas duas linhas de desenvolvimento tornou-se evidente quando se
considerou o problema de estimacao de parametros constantes dentro da estrutura do filtro
de Kalman. Ao modelar o vetor de pardmetros como um sistema dindmico trivial, descrito
w(n + 1) = w(n), e a relagdo de observacao como d(n) = x* (n)w(n) + v(n), obtém-se
um caso particular do filtro de Kalman cuja solugao resulta em equacoes estruturalmente

idénticas as do algoritmo RLS.

Sob essa perspectiva, o algoritmo RLS pode ser interpretado como uma especi-
alizagdo do filtro de Kalman para o problema de estimacao de pardametros constantes.
Historicamente, isso implica que o desenvolvimento do RLS foi fortemente influenciado
pelo surgimento da estimagao recursiva proposta por Kalman, ao mesmo tempo em que
incorpora diretamente o critério de minimos quadrados herdado da tradicao estatistica.
Essa dupla origem confere ao RLS uma posicao singular na teoria de filtragem adaptativa:
ele representa simultaneamente a forma recursiva exata do método dos minimos quadrados
ponderados e um caso particular de um estimador 6timo mais geral. Como consequéncia,
o algoritmo combina elevada eficiéncia estatistica com capacidade de adaptacdao em tempo
real, caracteristicas que o tornam particularmente adequado para aplicagoes em ambientes

dindmicos e ndo estacionarios.

Do ponto de vista histérico, pode-se afirmar que o filtro de Kalman precede o RLS,
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tendo estabelecido o paradigma da estimacao recursiva.

O RLS surge, entao, como a materializacao desse paradigma no contexto especifico
do processamento de sinais. Essa relacao evidencia que o avango da area nao ocorreu por
substituicdo de métodos, mas sim por progressiva integragao, culminando em algoritmos

capazes de unir optimalidade tedrica e viabilidade computacional em aplica¢oes praticas.

1.2 Estado da arte

Em processamento de sinais aleatérios quando as caracteristicas estatisticas desses
sinais nao sao conhecidas a solugao é o emprego de filtros adaptativos para efetuar suas
predicao e estimagao (HAYKIN, 2014).

O termo filtro é usado para descrever um sistema de hardware ou software, cuja
finalidade pode ser tanto para recuperar informagao contaminada por ruido ou simplesmente
selecionar partes de interesse de um sinal, como por exemplo, componentes de uma certa
banda de frequéncia. Filtros usados para tais propésitos podem ser de parametros fixos ou

adaptativos.

Os filtros adaptativos operam com algoritmos recursivos, cuja principal vantagem
consiste no ajuste automatico dos parametros do filtro de acordo com as mudangas no sinal
de entrada, tornando possivel o funcionamento satisfatério destes filtros em ambientes
nao-estacionarios. Dependendo da aplicagao, um filtro pode executar tarefas basicas de
processamento de informagoes (HAYKIN, 2014): a predi¢do, que consiste em estimar valores
futuros de uma grandeza de interesse com base nas observagoes disponiveis até o instante
corrente; a filtragem, que busca estimar o estado atual utilizando medic¢es presentes e
passadas; e a suavizagdo, na qual se procura reduzir a variabilidade induzida pelo ruido
nas estimativas de estados passados por meio do uso adicional de observagoes futuras.
Nesse udltimo caso, admite-se um atraso na producao do resultado, em contrapartida a

estimativas geralmente mais precisas do que aquelas obtidas apenas por filtragem.

Algoritmos adaptativos baseados em minimos quadrados recursivos sdo amplamente
utilizados devido a sua rapida convergéncia. No entanto, em certas aplicagoes, em que
apresenta variacoes bruscas dos parametros do sinal de entrada a reagao do algoritmo

pode ser insuficiente para responder rapido a essas variagoes.

Em ambientes nao estacionarios o algoritmo deve ser capaz de rastrear continua-
mente essas variacoes sem introduzir flutuagoes excessivas na estimativa, nesse cenario
algoritmos adaptativos classicos apresentam limitagoes significativas. Um aspecto fun-
damental é o compromisso intrinseco entre precisao e capacidade de rastreamento do
algoritmo. Intuitivamente, esse fendmeno pode ser compreendido por meio de uma analogia

simples: o parametro que controla a adaptacdo do algoritmo atua como um "cobertor
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curto”, ao melhorar uma caracteristica do algoritmo, inevitavelmente se degrada outra.
Esse fenomeno é um desafio que evidencia uma limitagao operacional dos algoritmos

adaptativos classicos.

O problema de sinais nao estacionarios constitui um dos desafios para algoritmos
adaptativos para rastrear de forma rapida e estavel. Exemplos representativos de sinais

nao estaciondrios sao eletrocardiograma (ECG) e eletroencefalograma (EEG).

Algoritmos com passo de adaptagao reduzido apresentam excelente desempenho
em regime estacionario, caracterizado por baixo erro de estimacao. No entanto, tais
configuragoes implicam baixa capacidade de rastreamento (tracking) em ambientes nao

estacionarios, especialmente diante de variagoes abruptas dos parametros do sistema.

Esse comportamento é andlogo ao observado em algoritmos RLS com fator de
esquecimento préximo da unidade (A — 1), conforme discutido em (HAYKIN, 2014), nos
quais a longa memoria temporal reduz a sensibilidade a novas informacgoes. De forma
semelhante, no filtro de Kalman, a adocao de covariancias de processo reduzidas implica
menor ganho de Kalman, limitando a capacidade de adaptagao a mudancas rapidas e

degradando o desempenho de rastreamento.

A literatura propoe diversas estratégias que garanta um comportamento estavel do
filtro, dentre elas é adicionar um termo referenciado na literatura um “pequeno nimero
positivo” & matriz de covariancia (HAYKIN, 1991). Por outro lado, configuragoes para
melhor a resposta transitoria aumentam a sensibilidade ao ruido aumentando a variancia

do erro e o risco de instabilidade.

Esse compromisso motivou propostas de extensoes de algortimos e novos algoritmos
tém sido em filtragem adaptativa para aplicacoes diversas. Uma técnica para melhorar
a taxa de convergéncia do algoritmo RLS, é apresentada por Ali (ALI; REHMAN; ALI,
2010), onde o vetor de ganho leva em consideracao o valor de |1/¢|, sendo £ uma estimativa

a priori do erro.

Passo variavel formulado como VSS-LMS (MOMOH O. C. UBADIKE, 2020) é
comparados com o algoritmo LMS convencional em termos de MSE e velocidade de con-
vergéncia. O mecanismo em (CAI; LAMARE, 2013) é proposto empregar um componente
atualizado relacionado a média temporal da correlagdo de erros para ajustar automatica-
mente o fator de esquecimento, garantindo convergéncia rapida e bom rastreamento da

interferéncia do canal.

O trabalho em (ZHU et al., 2021) considera a estimagao de estado com ruido de
processo e medicao desconhecido, nao estacionario em experimentos com dados sintéticos e
dados reais de veiculos inteligentes. Numa variacao desse aspecto o artigo On Regularization
in Adaptive Filtering, (BENESTY; PALEOLOGU; CIOCHINa, 2011), no contexto do

cancelamento do eco, objetiva uma regularizagao constante considerando a variancia do
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sinal de entrada, apresentando uma versao componente de correcao do algoritmo Minimos

Quadrados Médios Normalizados (Normalized Least Mean Square NLMS) regularizada.

Conforme analisado por Slock (SLOCK, 1996), o comportamento de convergéncia
dos algoritmos LMS e NLMS evidencia um compromisso entre rapidez de adaptacao e
estabilidade, frequentemente interpretado como um trade-off entre velocidade de conver-
géncia e sensibilidade ao ruido. Esse compromisso motiva o desenvolvimento de estratégias
adaptativas capazes de ajustar dinamicamente os parametros desses algoritmos em funcao

do grau de nao estacionaridade do sinal, resposta rapida versus estabilidade.

E comum na literatura a avaliar desempenhos entre algoritmos segundo algum
critério para uma dada aplicacao. Filtros bem conhecidos, como o RLS, o LMS e o Filtro
de Kalman, utilizam fungoes de custo de segunda ordem, sendo seus desempenhos 6timos
geralmente associados a ambientes com estatisticas Gaussianas. Em destaque, cita-se o
algoritmo Recursivo Nao Quadratico (RNQ) (SILVA et al., 2015), como uma classe do

RLS que ajusta os pesos de um filtro adaptativo.

No artigo “An algorithm based on non-squared sum of the errors”, no qual os autores
modificam as equacoes recursivas do RLS ao utilizar como superficie de desempenho uma
soma ponderada de poténcias pares do erro que nao se restringem ao quadrado tradicional.
O algoritmo RNQ obteve desempenho superior em comparacao com algoritmo Minimos
Quadrado Recursivo (RLS), no cendrio identificacao sistemas, mostrando maior velocidade

de adaptacao em relagdo ao RLS padrao.

O filtro de Kalman é conhecido por sua capacidade de rastrear pardmetros variantes
no tempo com resposta assintotica adequada, porém tem alto custo computacional e requer
sintonizacao cuidadosa das matrizes de covariancia para garantir desempenho robusto no
mundo real(HAYKIN, 1991).

Em (SADIKI; SLOCK, 2006) é feita comparacao entre o filtro de Kalman do ponto
de vista bayesiano e a filtragem adaptativa padrao em termos do excesso de erro médio

quadrético (EMSE—Excess Mean Square Error) das estimativas em estado estacionério.

Recentemente, diversas estratégias de regularizacao para algoritmos adaptativos
tém sido investigadas visando melhorar a robustez numérica e o desempenho em ambientes
variantes no tempo. Essas abordagens incluem mecanismos de regularizacao variante no
tempo, reutilizacao de dados e técnicas de penalizagao, buscando aprimorar a estabilidade,
a velocidade de convergéncia e a capacidade de rastreamento dos algoritmos da familia
RLS (LI, 2022; SCHMIDT, 2022; OTOPELEANU et al., 2025). Entretanto, observa-se
que tais métodos, em geral, introduzem parametros adicionais ou estratégias especificas de

ajuste para a regularizacgao.

Neste trabalho apresentamos algoritmo autorregularizado, onde o erro instantaneo

do préprio algoritmo ¢é usado explicitamente como parametro de regularizacao dinamica
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da sua matriz de auto covaridncia que conduzem a um melhor desempenho, em termos
de velocidade de convergéncia, quando comparado com o RNQ e filtro de Kalman para
identificagao de sistemas apresentado em (SODERSTR6M, 1989).

1.3 Motivacao

Algoritmos adaptativos sao geralmente avaliados segundo critérios principais de
desempenho como velocidade de convergéncia, erro em regime permanente, capacidade
de rastreamento, complexidade computacional. Em geral, esses critérios nao podem ser
simultaneamente otimizados dentro de uma mesma estrutura algoritmica, dando origem

ao conhecido compromisso entre desempenho e estabilidade.

Em consulta a literatura constata-se que é comum resultados superiores do Filtro

de Kalman sobre o RLS e de seus variantes, principalmente na precisao e convergéncia.

Recentemente em (SILVA et al., 2015), o algoritmo Recursivo Nao Quadratico
(RNQ) apresentou melhor convergéncia do que o RLS numa estrutura de configuracao de
identificacao de sistemas com custo computacional igual do algoritmo RLS. Entretanto
nenhuma andalise comparativa de desempenho do algoritmo RNQ é considerada em relagao

a algoritmos classicos considerados superior, como o algoritmo de filtro de Kalman.

Neste trabalho apresentamos o algoritmo Recursivo Nao quadréatico Autorregulado
(RNQA) com caracteristica de ajuste adaptativo onde o erro instantaneo é o parametro
de regularizacao na atualizagao da sua matriz de autocovariancia. Essa estratégias na
regularizagao resultou na melhoria do desempenho da adaptagao do algoritmo em regime
nao estacionario, na capacidade de rastreamento (tracking ability) que conduzem a um

melhor desempenho quando comparado com outros filtros.

1.4 Objetivos

1.4.1 Objetivo Geral

Propor autorregularizacao da matriz de autocovariancia no algoritmo RNQA, com
o objetivo de acelerar a convergéncia na estimacao de parametros e aprimorar a capacidade
de rastreamento em ambiente nao estacionario. Tal abordagem visa mitigar o compromisso
entre velocidade de convergéncia e capacidade de rastreamento, especialmente em cenarios

nao estacionarios.
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1.4.2 Objetivos Especificos

o Propor um mecanismo de autorregularizagao adaptativa na matriz de autocovariancia
do algoritmo RNQA, baseado no erro instantaneo, em substitui¢do a regularizacao

classica de valor constante.

o Analisar a influéncia da autorregularizacao adaptativa na dindmica de aprendizagem
do algoritmo, especialmente sobre a velocidade de convergéncia e a capacidade de

rastreamento.

o Comparar o desempenho do algoritmo RNQA com o algoritmo RN(Q) convencional e
com o filtro de Kalman, considerando métricas como velocidade de convergéncia em

uma configuracao de identificacao de sistemas.
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2 Filtragem adaptativa

2.1 Introducao

Historicamente, a abordagem paramétrica de sinais tem sido explorada com su-
cesso em problemas de comunicagoes, controle, robotica, radar, sismologia e engenharia
biomédica. Os chamados problemas de filtragem podem ser identificados e caracterizados

mais especificadamente pelos termos de filtragem, suavizagao, predigao(HAYKIN, 2014).

O principal objetivo da filtragem de sinais é melhorar a qualidade do sinal de
acordo com um critério de desempenho. Os sinais podem ser considerados no dominio do

tempo ou no dominio da frequéncia.

Muitos algoritmos adaptativos se utilizam do erro quadrado médio (MSE - mean
squared error) como fungdo de custo que se deseja minimizar. O erro quadratico médio
define uma funcao convexa no espaco dos parametros, cuja superficie de custo assume a
forma de um paraboloide quadratico estritamente convexo, assegurando a existéncia de
um unico minimo global. O ponto minimo desta superficie representa a solu¢do de Wiener
conforme (FARHANG-BOROUJENY, 2013) representada na Figura (2). O problema
consiste em determinar procedimentos de tal forma a encontrar esse minimo, de maneira

rapida e com menor erro final.

A escolha de um algoritmo em detrimento de outro é determinada por um ou mais
dos seguintes fatores: taxa de convergéncia (Rate of convergence), desajuste (Misadjustment)
Rastreamento (Tracking) (HAYKIN, 2014). A taxa de convergéncia é definido como o
numero de ciclos de adaptagao necessarios para que o algoritmo, em resposta a entradas
estaciondarias, convirja “suficientemente proximo” da solugdo Wiener 6tima no sentido
do erro quadratico médio. Uma rapida taxa de convergéncia permite que o algoritmo se
adapte rapidamente a um ambiente estacionario de estatisticas desconhecidas. O desajuste
é um parametro que fornece uma medida quantitativa do valor pelo qual o valor final
do erro quadratico médio, calculado em média sobre um conjunto de filtros adaptativos,
se desvia da solugdo de Wiener. O rastreamento refere-se a habilidade do algoritmo
em acompanhar variacoes estatisticas quando opera em ambiente nao estacionario. O
desempenho do algoritmo, entretanto, é influenciado pelo compromisso entre a taxa de
convergéncia e a flutuagdo em estado estacionario. Em particular, um algoritmo adaptativo
com boa propriedade de convergéncia nao necessariamente possui uma rapida capacidade
de rastreamento, e vice-versa (HAYKIN, 1991)

Para que um filtro adaptativo seja robusto, pequenas perturbacoes (ou seja, per-

turbagdes com pequena energia) s6 podem resultar em pequenos erros de estimativa. As
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perturbagoes podem surgir de uma variedade de fatores, internos ou externos ao filtro.
O requisito computacional é o nimero de operagoes (ou seja, multiplicagdes, divisoes e

adigbes/subtragoes) necessarias para fazer um ciclo completo de adaptacao do algoritmo.

Os filtros sdo classificados como lineares ou nao lineares. Um filtro é linear se a
quantidade filtrada, suavizada ou prevista na saida do filtro, for uma funcao linear das

observagoes aplicadas a entrada do filtro. Caso contrario, o filtro é nao linear.

Na abordagem estatistica para a solucao do problema de filtragem linear de modo
a minimizar os efeitos do ruido na saida do filtro de acordo com algum critério estatistico
para minimizar o valor quadratico médio do sinal de erro definido como a diferenca entre
alguma resposta desejada e a saida real do filtro (HAYKIN, 2014) .

Uma importante medida de desempenho para um filtro adaptativo é seu erro

quadratico médio (mean square error-MSE ) em estado estacionério, definido como (2.1),
(YOUSEF; SAYED, 2001):

Joo 2 lim E{Je(n)?) 1)

onde e(n) = d(n) —y(n) representa o erro de estimativas instantaneo entre o sinal desejado

d(n) e a saida do filtro y(n), e E{-} denota o operador esperanca.

2.2 O Combinador linear adaptativo

A estrutura mais usada na implementacao de filtros adaptativos é o combinador
linear adaptativo, Figura 1, observa-se que o filtro adaptativo de ordem L com uma entrada
tnica u; (no tempo i), definida como:

_ T
W = (W, Uim1, -y Ui 41 (2.2)
O vetor peso w,,, dado por
W, = [wn()u Wptyy .- an(L—l)]T (23)
e a saida y,, é dada pelo produto interno de u; por w;
Yi = uiTwn,l = nglui (2.4)
Conforme a Figura 1, o sinal de erro no instante i é dado por:

e =d; —y; (2.5)
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Figura 1 — Estrutura transversal do combinador linear adaptativo.

u(n) -1 ]
il u(n-1) ,1 il u(n-L+1)

_ vy
e(n) + d(n)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Substituindo (2.4) nesta expressao, temos:

€, = dz — llZTWn_l = dz - Wz_lui (26)

Existem varios algoritmos e abordagens que podem ser utilizados em filtragegm
adaptativa, dependendo dos requisitos do problema, No entanto, existem duas abordagens
principais para o desenvolvimento de algoritmo de filtros adaptativos, discutidos nas

proximas segoes.

2.3 Algoritmos de gradiente estocastico

O MSE é uma funcao convexa dos componentes do vetor peso e gera uma superficie
paraboloide que garante a existéncia de um minimo global, o que representa uma solucao
de Wiener (WIENER, 1949). Essa solugao pode ser encontrada pelo método de descida
mais ingreme, que utiliza o vetor gradiente para descer passo a passo para um minimo da
funcao de erro. Para determinar a solugao étima a partir do critério do erro quadratico
médio, conforme apresentado em (WIDROW; STEARNS, 1985),

£ = E|e?| = FE(d; — qui)Q (2.7)

considerando um ambiente estacionério, podemos desenvolver a eq. (2.7) como

E=di—wlpwl —2z"w (2.8)

sendo ¢ a matriz de autocorrelacao do sinal de entrada u; e z o vetor de correlacao cruzada

do sinal de entrada u; e o sinal desejado d;.
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Pode-se observar que o MSE é uma funcgao quadrética dos pesos, cujo grafico é uma
superficie conica paraboloide, da forma representada na Figura, (2), onde sao considerados

apenas dois pesos wyg, wy. Esta funcao, obviamente, nunca pode ser negativa.

Figura 2 — Uma superficie quadratica tridimensional. O erro quadratico esta plotado na
vertical, wy e wy no intervalo -1 a 1

Erro

Fonte: Elaborado pelo autor.

O gradiente da superficie de desempenho do erro quadrado médio, designado por

V, pode ser obtido derivando a eq. (2.8) para obter o erro quadrado médio minimo:

Para desenvolver o algoritmo LMS, é usado o proprio erro e? como estimativa de
&;. Para cada interacao no processo interativo é obtido uma estimativa do gradiente na

forma :

de?
aw%
Vo=1 1 | =2pw—2z, (2.9)
de?
Bur

O vetor peso é ajustado para seu valor 6timo, w,, onde o gradiente ¢é zero:
w,=¢ 'z (2.10)

Esta equacao ¢ a forma matricial da equagao Wiener-Hopf.

Um sistema modificado da equacao Wiener-Hopf, usado para adaptar os pesos do
filtro em dire¢ao ao minimo é o algoritmo chamado de minimo quadratico médio (LMS-

Least Mean Squares). Este algoritmo calcula o gradiente da fungdao de erro de valores
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instantaneos da matriz de correlacao das entradas e do vetor de correlacao cruzada entre

as entradas e a resposta desejada.

As derivadas de e;, em relagao aos pesos, seguem diretamente da eq. (2.5). A partir
da eq.(2.9), temos o algoritmo LMS (WIDROW; HOFF, 1960).

W, = W,_1 + ue,u, (2.11)

sendo p o passo de adaptagdao. Tal pardmetro é uma constante que comanda a velocidade

de convergéncia do algoritmo.

2.4 Algoritmos de minimos quadrados

No método dos minimos quadrados os pesos do algoritmo adaptativos sao sao

calculados, nos instantes n>0, tal que a quantidade
¢=>pilel (2.12)
i=1

¢ minimizada, sendo p; um fator de ponderagao, dai o nome de minimos quadrados.

Um algoritmo muito popular da familia dos minimos quadrados recursivo (Recursive
Least Square-RLS). Tal algoritmo tem vantagem de baixa sensibilidade & natureza do sinal
de entrada e uma maior velocidade de convergéncia quando comparado com os algoritmos

de gradiente estocastico.

2.5 Algoritmo de minimos quadrados recursivo

Em implementacgoes recursivas do método dos minimos quadrados, comegamos com
condicOes iniciais conhecidas e utilizamos a informacao contida em novas amostras de
dados para atualizar as estimativas passadas, assim, encontramos que o tamanho do dado
observavel é variavel. Desta forma, expressamos a funcao de custo para ser minimizada
como £,, sendo n o tamanho variavel do dado observavel. Portanto é comum introduzir

um fator peso na definicao da func¢ao custo.

2.5.1 Deducao do algoritmo RLS

No algoritmo RLS o fator de ponderagao p; é escolhido como sendo

pi=A""" (2.13)
sendo 0 < A < 1 uma constante positiva a ser escolhida.

O método dos minimos quadrados padrao visto anteriormente corresponde ao caso

em que A = 1. O pardmetro A é denominado fator de esquecimento. Quando A < 1, os



Capitulo 2. Filtragem adaptativa 16

fatores de ponderagao definido em (2.13) dao um peso maior as amostras mais recentes
das estimativas do erro (e assim, as amostras recentes do dado observado) comparado com

as amostras mais antigas.

Substituindo (2.13) em (2.12) obtém-se a equacao de custo a ser minimizada na

deducao do RLS:
en = N'"'le;l?, (2.14)
i=1

Supondo que ¢ seja uma matriz nao singular, o valor 6timo do vetor peso, w,,
para que a funcao de custo atinja este valor minimo é definido pela equagdo normal escrita
na forma matricial

W, = ¢ 'z (2.15)

sendo
on = X A" uuit (2.16)

a matriz de autocorrelagao do sinal de entrada u; e
Z, — Z’f:l/\"*luidi (217)
o vetor de correlagdao cruzada do sinal de entrada u; com o sinal desejado d;.
Expandindo a eq. (2.16) e isolando o termo correspondente a i = n , temos:
On = )\[Z?:l)\”’luiuﬂ +u,u’ (2.18)

Pn = Alpn1] + uyul (2.19)

e da mesma forma em (2.17),

Zy = A[Zn—l] + dnun (220)

2.5.2 A Regularizacao

A estimagao por minimos quadrados, no contexto de algoritmos adaptativos, pode
ser interpretada como um problema inverso no qual se busca estimar o vetor de parametros
desconhecido a partir das observacoes do vetor de entrada u, e da resposta desejada d,,.
O desempenho desses métodos esta diretamente relacionado as propriedades estatisticas
do sinal de entrada, em particular & matriz de autocorrelagio R = E[u,ul] (HAYKIN,
2014; LJUNG, 1999).

O mal condicionamento desse problema esté associado a elevada correlagdo entre os

componentes do vetor de entrada, frequentemente decorrente da autocorrelagdo do sinal de
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excitacao, o que implica redundéancia de informacao nas observacoes. Como consequéncia,
a matriz R apresenta autovalores altamente dispersos, caracterizados por um elevado

ntimero de condigao (GOLUB; LOAN, 2013; BJORCK, 1996).

No contexto de algoritmos adaptativos, como o LMS e o RLS, essa dispersao dos
autovalores impacta diretamente a velocidade de convergéncia. Em particular, no algoritmo
LMS, a taxa de convergéncia é limitada pelo espalhamento dos autovalores de R, de modo
que diregoes associadas a autovalores maiores convergem mais rapidamente, enquanto
direcoes associadas a autovalores pequenos apresentam convergéncia significativamente
mais lenta (HAYKIN, 2014). Esse fenémeno resulta em convergéncia ndo uniforme entre os
modos associados aos autovalores, aumentando o tempo necessario para atingir o regime

permanente.

No caso do algoritmo RLS, embora a convergéncia seja, em geral, mais rapida e
menos sensivel ao espalhamento espectral, o mal condicionamento ainda pode afetar a
estabilidade numérica e a robustez da estimacao, especialmente em presenca de ruido e
limitagoes de precisao computacional (LJUNG, 1999; HAYKIN, 2014).

Dessa forma, a elevada correlacao entre os regressores — frequentemente induzida
pela autocorrelagao do sinal de entrada constitui um fator critico que degrada tanto a
estabilidade numérica quanto a velocidade de convergéncia dos algoritmos adaptativos,

justificando o uso de técnicas de regularizacdo e estratégias de pré-condicionamento
(TIKHONOV; ARSENIN, 1977).

A natureza mal condicionada da estimagao por minimos quadrados se deve aos

seguintes motivos:

« Ha informacoes insuficientes nos dados de entrada para reconstruir o mapeamento

entrada-saida de forma tnica.

o A presenca inevitavel de ruido ou imprecisao nos dados de entrada adiciona incerteza

ao mapeamento entrada-saida reconstruido.

Para tornar o problema de estimacao “bem condicionado”, alguma forma de
informacao prévia sobre o mapeamento entrada-saida é necessaria. Isso, por sua vez,
significa que a formulagao da fun¢éo de custo deve ser expandida para levar em consideragao

as informagoes prévias.

Para atingir esse objetivo, é expandida a funcao de custo a ser minimizada como a

soma de dois componentes,

En = > AN"'|e? + 0N || [? (2.21)

i=1

1. A soma dos quadrados dos erros ponderados,
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n n

Z)\n_i|€i|2 = Z /\n_i|di — WZHZ‘|2

i=1 i=1
que depende dos dados. Este componente mede o erro ponderado exponencialmente entre
a resposta desejada d; e a resposta real do filtro, y;, que esta relacionada ao vetor de

entrada u; por ¢; = d; — wiw,

2. O termo de regularizacao,

SN |wo||? = ON"Wlw,
onde 9 é um numero real positivo chamado parametro de regularizacao. Exceto pelo fator
dA™, o termo de regularizagdo depende exclusivamente do vetor de pesos w(n). O termo
de regularizacao é incluido na fungdo de custo para estabilizar a solucao do problema de

minimos quadrados recursivo, suavizando a solugao.

Reformulacao das Equacoes Normais

Expandindo a equagdo (2.21) e agrupando os termos, mostra que o efeito da
inclusdo do termo de regularizaciao dA"||w,||* na fungao de custo ¢, é equivalente a uma
reformulagao da matriz de correlacao média temporal L x L do vetor de entrada u,,
(HAYKIN, 1991):

n
Op = Z N hgu® 4 00", (2.22)

i=1
onde I é a matriz identidade L x L . A adicdo do termo de regularizagao também tem o
efeito de tornar a matriz de correlagdo ,, nao singular em todos os estagios do célculo, a

partir de n = 0.

O vetor z,, L x 1, de correlagdo cruzada média temporal entre as entradas do
filtro de resposta ao impulso finita (FIR, do inglés Finite Impulse Response) e a resposta

desejada nao é afetado pelo uso da regularizagdo, conforme a eq.(2.20).

Calculos recursivos de ¢, e z,

Isolando o termo correspondente a © = n do restante da soma no lado direito da

eq.(2.22), podemos escrever,

n—1
i /\{ SN ] + 6/\”_11} +u,ul (2.23)
i=1
Por definigao, a expressao dentro dos colchetes no lado direito da eq.(2.23) é igual
a matriz de correlagao ¢, 1. Portanto, temos a seguinte recursao para atualizar o valor da

matriz de correlacao da entrada, da forma da eq.(2.24),
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Op = )\{gpn_l] + unuz (2.24)

sendo ¢, ¢ o valor anterior da matriz de correlagao, e o produto matricial unug
desempenha o papel de um termo de “correcao” na operacao de atualizacao. Observe que

a recursao da eq.(2.24) é vélida, independentemente da condicao de inicializacao.

Da mesma forma, podemos usar a eq.(2.20) recursiva do vetor de correlagao cruzada

entre a entrada e a resposta desejada:

Z, = A[zn_l] +d,u, (2.25)

Lemma de inversao de matrizes

Lema 1 - Sejam A e B matrizes definidas positivas de dimensao L x L, definimos

A=B"'+coD 0" (2.26)

Da eq.(2.26) obtemos :

A'=B-BC(D+CTBC)'C'B (2.27)
sendo D matriz positiva definida de dimensao N x L e C' uma matriz L x N.

A demonstragdo desse Lema é estabelecida pela multiplicacao da eq. (2.26) por
(2.27). Na préxima se¢do mostraremos como o lema da inversdo de matrizes pode ser

aplicada para obter uma equagao recursiva.

2.5.3 Algoritmo RLS ponderado exponencialmente

Considerando que a matriz de correlacao positiva definida positiva e nao singular,
aplica-se o lema de inversao de matrizes para equagao recursiva (2.24), onde sao feitas as

seguintes atribuicoes:

A=y,
Bl=\p, , = B=X"1p 1,
Pn-1 Pn—1 (2.28)
C=nu,,
D=1

Substituindo (2.28) na eq.(2.27) do lema de inversao das matrizes, obtemos a

relacao de recursividade da matriz ¢,,,
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1, —1 T -1
—1_ 1,1 AT, uau,

_ 2.29
Pn n—1 1 +)\_1u2905i1un ( )

Por conveniéncia computacional, escreve-se as seguintes igualdades,
P,=¢. (2.30)

e
)Fan_lun
k, = 2.31
1+ A talP, ju, ( )
Assim podemos escrever a eq.(2.29) como

P,=\"P, ;-\ 'k, ulP, ; (2.32)

sendo P, a inversa da matriz de autocorrelagao de dimensao L x L e k,, o vetor ganho de

dimensao L x 1. Reorganizando a eq.(2.31), temos,

k, + kn)\_luZPn_lun =\"'P,_qu,

(2.33)
kn = (AP — kAl Py,
Substituindo eq. (2.32) na eq.(2.33), segue,
k, = P,u, (2.34)
ou
k, = ¢, 'u, (2.35)

2.5.4 Atualizacao do vetor peso

No desenvolvimento de uma equagao recursiva, utilizaremos as eq.(2.15), (2.17) e
(2.30) para expressar a estimativa do minimo quadrado do vetor peso, W,,, no instante n

Como segue

W, =P, [Azn,l + undn]

(2.36)
Wn :)\Pnzn—l + Pnundn
Substituindo a eq.(2.32) na eq.(2.37) obtemos
W, =P, 12,1 —k,u'P, 1z, + P,u,d, (2.37)

Da eq.2,29 e 2.31 segue-se
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Wy = W1 + Knn (2.38)

sendo €, a estimativa do erro a priori definida por,
_ T
€n = d,, — U, Wy, (2.39)

2.5.5 Convergéncia do algoritmo RLS

Estudaremos nesta se¢ao a convergéncia do algoritmo RLS no contexto de um
problema de modelagem de sistema. Como planta consideramos um regressor multiplo

linear caracterizado pela equagcao

d, =wlu, +e, (2.40)

sendo w, o vetor regressor, u, o vetor de entrada, e, o ruido da planta e d,, a saida da

planta. O ruido do processo é branco com média zero e variancia o2.

O comportamento médio do vetor peso no algoritmo RLS
De (2.15) e (2.17)
=1

substituindo (2.40) em (2.41) e usando (2.16), temos

Wn =W, + ¢, Y AN ud; (2.42)

i=1

Aplicando o operador esperanga em ambos os lados da eq.(2.42) e reconhecendo
do principio de ortogonalidade que todos os elementos do vetor u,, sao ortogonais ao erro

én, obtemos

ElW,] = W, (2.43)

Matriz de correlacao do vetor desvio

Definimos vetor desvio

V, =W, — W, (2.44)

Da eq.(2.42) temos

VvV, = QO,;I Z )\”_iuidi (245)
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Definimos a matriz de correlacdo do vetor desvio da seguinte forma

K, = E[v,vl] (2.46)

n

Substituindo (2.45) em (2.46) e sendo [, ] = ¢,

~Le AT = A1 obtemos

K,=F [(cp’l zn: )\”’iuiei) ( zn: /\"’iuie,-)go’l} (2.47)
i=1 i=1

Pra rigoroso cédlculo da eq.(2.47) devemos fazer as seguintes hipdteses, (FARHANG-
BOROUJENY, 1999):

o O vetor de entrada u; possui amostras de um processo ergotico. Assim podemos usar

as médias do tempo ao invés do conjunto de médias.
o O fator de esquecimento A é muito préximo de 1.

e O tempo n na qual K,, é calculado é muito grande.

Notamos que eq.(2.15) que ¢ é uma soma ponderada dos produtos internos.

T

T T
u,u,,,u, U, ;,U, o, o....

Assim, considerando as hipdteses acima, encontramos
1—A"

P, ~
1=

sendo R = F[u,ul] é a matriz de correlagao dos dados de entrada.

R (2.48)

Substituindo eq.(2.48) na eq.(2.47) e sendo Ele,el] = o2, obtemos

1-\" 14 A2y
K”:OQ<1_)\)2(1_)\2>R1
D N I N (249)
— <1+A)<1—An>R

Curva de aprendizagem do algoritmo RLS

Para o algoritmo RLS é conveniente usar o erro € para definir o MSE, podemos

expressar a curva de aprendizagem do algoritmo RLS em termos do erro a priori como,

& = E[e)] (2.50)

Da eq.(2.44) e eq.(2.40) podemos escrever o erro a priori da seguinte forma
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€n =€, — Vi _u, (2.51)

Substituindo eq.(2.51) na eq.(2.50)

&n = ]E[eﬂ + E[unv;l:flv;fflun} - E{viﬁlunen] - E[enufvn,l} (2.52)

O primeiro valor esperado do lado direito da eq.(2.52) é a varidncia de e,. Para os

demais valores esperados, podemos fazer as seguintes observacoes:

1. A estimativa W, 1, e portanto o vetor desvio v,_; , e independente do vetor de entrada
u,. O ultimo é assumido como sendo derivado de um processo estacionario no sentido
amplo de média zero. Consequentemente podemos usar esta independencia estatistica
junto com os resultados conhecidos de algebra matricial para expressar o segundo valor
esperado do lado direito da eq.(2.52), como segue,

E {unVE_IVE_lun} :E[TT{unVE—lvg—lun}]
:E[Tr{ugunvn—lvg—l}]
=Tr{E[u, w,)E[va-1v4_4]}
=Tr{RK,_1}

(2.53)

sendo que na ultima linha utilizamos as defini¢des de médias da matriz de correlacao

R = E[u,u}] e da matriz de correlagio de desvio K,, = E[v,v!].

2. O vetor de medicao e, depende do vetor de entrada u,. Isto segue de uma simples

T

a1 € portanto independente de u, e e,.

manipula¢do da eq.(2.40). O vetor desvio v

Entretanto, podemos mostrar que o terceiro valor esperado da eq.(2.52) é zero. Assim,

E [nglunen] =F {VZ;J E [unen}(2.54)

Reconhecendo a ortogonalidade que todos os elementos do vetor u,, sao ortogonais ao erro

de medicao e,, isto é,

B[V juue,] =0 (2.55)

3. O quarto valor esperado do lado direito da eq.(2.52) tem a mesma forma matemaética

considerada no item 2. Entretanto podemos dizer que este valor esperado ¢ igual a zero,

Eleavi ju,] =0 (2.56)

Assim, reconhecendo que E[e?] = &,in, € usando os resultados das eq.(2.53) ate
eq.(2.55) na eq.(2.52), obtemos a seguinte expressao para o erro quadratico médio no

algoritmo RLS:
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&n = Gain + Tr (RK, ) (2.57)

sendo &, 0 minimo MSE do filtro quando uma estimativa perfeita de w, é calculada.
Substituindo eq.(2.49) na eq.(2.57) obtemos:

1— XAy 14 At
)

énzgmm"i_(l_i_/\ 1 — -1

JR™ Léin (2.58)

Este resultado descreve a curva de aprendizagem do algoritmo RLS.

Tempo de aprendizagem do algoritmo RLS

O segundo termo do lado direito da eq.(2.58) é um valor positivo que indica o
desvio de &, de &,,;,. Notamos que a velocidade que os termos convergem ¢é determinado
pelo termo exponencial A"~!, ou equivalentemente \*. Desta forma definimos o tempo de

aprendizagem 7,;5 associado com o algoritmo RLS usando a seguinte equacao:

At = emis (2.59)
Resolvend a eq.(2.59) obtemos,
—1
s = ——— 2.60
s = (2.60)

Para simplificar (2.60) usaremos a seguinte aproximagao,
In(A)=In(l—(1-=X)~—(1-=2M). (2.61)

Substituindo (2.61) em (2.60) temos:

1

am (2.62)

Tris =

Deste resultado, notamos que o comportamento da convergéncia do algoritmo RLS

¢ independente dos autovalores da matriz de correlagao das entradas.

Excesso do erro quadratico médio e desajuste

Sabendo que quadratico médio (§,) é maior que o erro quadratico médio minimo
(&min) temos, entdo, um excesso no erro erro final e podemos definir o execesso do erro
quadratico médio (EMSE), como a diferenca entre o erro quadréatico médio atual e o erro
quadratico médio minimo (FARHANG-BOROUJENY, 1999).
Usando (2.58) obtemos:
1—A

EMSE = (m)Lgmm. (2.63)
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Definimos também o ExzcessoM SE normalizado pelo erro médio minimo, como o

desajuste Mgrs:

EMSE
Mpps = —22. (2.64)
é-min
Substituindo eq.(2.63) na eq.(2.64) temos
1—A
=(——)L 2.65
s = (122) 265)

sendo L a ordem do filtro.

2.5.6 Conclusao

Neste capitulo, realizamos uma revisao da superficie quadréatica gerada quando se
utiliza o erro quadratico médio como critério aplicado sobre o erro em filtro adaptativo.
Mostramos a deducgao dedugao do algoritmo RLS e descrevemos as equagoes que deter-
minam sua condi¢ao de convergéncia. O tempo de aprendizagem e o desajuste também
foram enfatizados pois os mesmos sao utilizados como referéncia comparativa de outros

algoritmos adaptativos.
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3 Algoritmo Baseado em uma tnica poténcia
par do erro (RNQ)

3.1 Introducao

Neste capitulo é apresentado o desenvolvimento um algoritmo adaptativo baseado
em uma potencia par do erro, inspirado no algoritmo RLS padrao, denominado de recursivo
nao quadratico RNQ, a qual é escolhido uma func¢do baseada em uma tnica poténcia
par do erro como critério a se minimizado. O objetivo é determinado por um algoritmo
que ajusta os pesos de um combinador linear adaptativo de forma tal que minimiza a
funcdo custo. E mostrado, também, que a superficie de desempenho obtida por esse critério
oferece maior convergéncia, bem como um menor desajuste na busca do peso 6timo quando

comparado com algoritmo .

3.2 Deducao do algoritmo

A estrutura bésica do filtro adaptativo é composta do sinal desejado d;, um vetor
de entrada w; = [u;, w;_1,...,u;_1+1] € um vetor erro usado para atualizar o vetor peso
W, = [Won, Win,- .- ,wL,Ln]T do filtro com objetivo de alcancar uma aproximacao de d;
pela estimacdo do sinal de saida y; = w!_,u; apés calcular o erro, ¢; = d; — w._ u;, sendo

0 <i < n representa a amostra atual e L é a ordem do filtro.

Para desenvolver o algoritmo RNQ baseado em uma poténcia par do erro, utilizamos

como func¢ao de custo uma funcao par , continua e simétrica , representada por :

T = S e, (3.1)

sendo j e n numeros positivos sendo 7 > 1 e 0 < A < 1, fator de peso exponencial ou fator
de esquecimento. Podemos observar que para j = 1 obtemos o mesmo critério (funcao de

custo) utilizado no algoritmo RLS padrao, deduzido no capitulo anterior.

Objetivando encontrar o peso 6timo, devemos calcular o gradiente da fungao J,,.

Assim, derivando a eq.(3.1) em relagdo a w, obtemos,

VJn = — Z{An_iui[ei]zj_l}
o (3.2)
= —> {\"";2j[d; — wiw ¥}

i=1
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T

Desenvolvendo o binoémio [d; — wlu,]¥ ™!

u] , e negligenciando as poténcias de alta

ordem, podemos reescrever a eq.(3.2) como,

Vi~ = N2 {d? ™ — (2 = DdY (wiw)}
= n (3.3)
~ =25 ST ] = (25— 1) Y g Tw,
i=1 =1
sendo o vetor de correlagao cruzada, z,, entre aas entradas e as resposta desejada de

dimensao L x 1, definido pelo primeiro termo do lado direito da eq.(3.3) dado por:
Zn = Y [N ] (3.4)
i=1

E a matriz de correlacao do vetor de entrada de dimensdo L x L definida pelo
segundo termo da eq.(3.3),
®, = (2j —2) Y \"d7  wuf (3.5)

)
=1

Dessa forma, podemos escrever a eq.(3.2) como,

Vi, ~ —2jlz, — ®,w,] (3.6)

Assim, o valor étimo do vetor peso, W, para a eq.(3.1) atinja o valor minimo é

definido pela equac¢ao normal escrita em forma matricial

W, = o 'z, (3.7)

A regra de atualizagdo para o peso w,,, segue o desenvolvimento:
Isolando o termo correspondente a ¢ = n na eq.(3.5), podemos escrever

&, = \P,_, +[(2j — DY Huu! (3.8)

Analogamente podemos escrever a eq.(3.4) como,

z, = /\Zn—l + [d?j_l]lli (39)

A forma das equagoes (3.8) e (3.9) facilita o célculo da matriz de correlagao ®,,

que ¢ necessério de acordo com a eq.(3.7).

Considerando que a matriz de correlagao positiva definida positiva e nao singular,
aplica-se o lema de inversdo de matrizes, eq.(2.26), para equacao recursiva (3.8), onde sdo

feitas as seguintes atribuigoes:
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A=9, (3.10)
B'=)\®, (3.11)
C=u, (3.12)
D' = (25 — 1)d¥? (3.13)

Substituindo (3.13) na eq.(2.27) do lema de inversao das martrizes, obtemos a

relagdo de recursividade da matriz ®,,:

—1g-1 Ty—1g-1
ATe S iuu, NP

o l=)\"P ! — A 3.14
’ T D) A e, 1)
Por conveniéncia computacional, escreve-se as seguintes igualdades,
P,=® 1 (3.15)
e
AP, i,
g, = 1 (3.16)

((2) = 1)) + A" ulP, u,
sendo P,, a inversa da matriz de autocorrelacao de dimensao L x L e g, o vetor ganho de

dimensao L x 1.

Assim podemos escrever a Equagao (3.14) como

P,=\"'P, ;- \lg,uP, (3.17)

Para facilitar futuras manipulagoes matematicas, podemos reescrever a eq. (3.16)

CcOomo segue:
(2 — Dd¥ ") 'g, = Pou, (3.18)

3.2.1 Atualizacao do vetor peso

No desenvolvimento da estrutura de adaptagdo do algoritmo RNQA proposto
utilizaremos as equagoes (3.7), (3.9) e (3.15) para expressar a estimativa vetor peso w,.

Assim,

w, =®,7,
. (3.19)
Wn =AP,z,_1 +d7 " 'P,u,
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Substituindo a eq.(3.17) na eq.(3.20) obtemos

A

Wn :Pn—lzn—l - gnPn—lzn—l + Pnun
, (3.20)
:Wn—l + gzwn—l + dij_lpnun
Usando o fato de que P,u, é uma fatoracao de g,, como mostrado na eq.(3.18),

obtemos a seguinte equagao,

V,Vn :wn—l — ggug\i’n_l + ﬁgn
(3.21)
=W+ [L —ul W,
n—1 gn (2] — 1) n YWn—1

Podemos ver que o termo entre colchetes na eq.(3.21) é a estimagao a priori do

erro, o qual denotamos por,

dn
(25 = 1)

Assim a estrutura de atualizacdao do algoritmo é dada por:

€n = —ulw, (3.22)
V,Vn = ‘?Vn—l + g,.6n (323)

3.2.2 Resumo do algoritmo

Na Tabela (1) temos o resumo do algoritmo.

Inicializagao do algoritmo RNQ
PO = O'_II Wo = 0

Para cada instante no tempo n = 1, 2.., computar

gn = : Las1un
[(2j-1)diﬁ1} +A~1uIP,_qu,
_ _dn T
= e Va1l

Wn = anl + 8nén
P, = )\_1Pn71 — A_lgnuzpnfl

Tabela 1 — Resumo do Algoritmo RNQ para uma poténcia par do erro

3.3 Convergéncia do algoritmo

Esta secao apresenta estudo da convergéncia do algoritmo RN(Q no contexto de
um problema de de identificagdo de sistemas adaptativos, da mesma forma que estudamos
a convergéncia do algoritmo RNQ. A primeira analise serd encontrar as condigbes de

convergéncia do algoritmo e descrever como ele se comporta até atingir o estado estacionario.
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Isso pode ser realizado através do estudo do comportamento dos pesos. Em seguida

analisaremos o desajuste e o tempo de aprendizagem do algoritmo proposto.

Como planta consideramos um regressor multiplo linear caracterizado pela equagao
eq.(3.24),
d, = wiu, + e, (3.24)

sendo w, o vetor regressor, u, o vetor de entrada, e, o ruido da planta e d,, a saida da

planta.

3.3.1 O comportamento médio do vetor peso no algoritmo

De (3.4), (3.7) e (3.24) obtemos

W, = @, {

n
1=

[)\”_iui (quz + ei)Zj_l} } (325)

Utilizando o desenvolvimento binomial do termo (wlu; + ¢;)%~!, e desprezando os
termos de alta poténcia (considerando que esses termos sao préximo de zero), podemos

reescrever a eq.(3.25) como

Wo & w, @Y A e (3.26)

i=1
Aplicando o operador esperanca em ambos os membros da eq.eqrefeq:reglRnql e

sendo u; e e; sao independentes para todo i, sendo de media zero, obtemos,

E[W,| = w, (3.27)

Desse resultado temos que W,, ¢ uma estimacgao nao enviesada de w,. Em outras

palavras, podemos afirmar que o algoritmo proposto converge em torno da média.

3.3.2 Matriz de correlacao do vetor desvio

Para descrever a curva de aprendizagem do algoritmo nés estudaremos a matriz de
correlagao do vetor desvio. Assim, iremos fazer uma mudanca de variavel para definir o
vetor desvio como,

V), =W, — W, (3.28)
sendo w, a solucao 6tima.

Da eq.(3.26) e eq.(3.28), obtemos

v =@ Y (e . (3.29)

n
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Definindo a matriz de correlacdo do vetor desvio da seguinte forma

K, = E[v,v!] (3.30)

n

Substituindo a eq.(3.28) em (3.31) e sendo que (®,')T = ¥, sabendo que o

n >’

2

erro de medicao neste processo é um ruido branco com varidncia ¢® e que o vetor de

entrada e o vetor desvio sao independentes, essa tltima afirmacgao tem sido uma pratica
comum na andlise de algoritmos em filtragem adaptativa, (ELEFTHERIOU; FALCONER,
1986)(SAYED, 2003), obtemos,

K, = o’E[®,'(U,AA,UL) @, (3.31)

sendo A, uma matriz diagonal formada pelos fatores exponenciais \»~ 1, A\"72 ... e U, é

a matriz dos dados de entrada:

U, = [wuy...u,l. (3.32)

Pra rigoroso célculo da eq.(3.31) devemos fazer as seguintes hipdteses (FARHANG-
BOROUJENY, 2013):

o O vetor de entrada u; possui amostras de um processo ergotico. Assim podemos usar

as médias do tempo ao invés do conjunto de médias.
« O fator de esquecimento A é muito préximo de 1.

e O tempo n na qual K,, é calculado é muito grande.

Sendo que a matriz ®,, na eq. (3.5) é uma soma ponderada dos produtos internos

T
n—1

T T
u,u,,u, U, ;,U, U, o....

Assim, considerando as hipdteses acima, temos que

ol = A"
®, ~ (2j — 1)dff’2ﬁR (3.33)
sendo R = F[u,ul] a matriz de correlacio dos dados de entrada.

Analogamente, obtemos,

1 — /\2n
R (3.34)

(UnAnAnUg) ~ R

Substituindo eq.(3.34) e eq.(3.33) em (3.31) temos
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, 1 L= Ay LA
K”:U{[(2j—1)d%j—2]2(1+A><1—An>R } (3.35)

No estado estacionario, isto é, n — 0o, e usando a eq.(3.35), obtemos,

, 1 1= Ay
Ro =0 {[(2]‘ 1) 3 + SR } (3:36)

3.3.3 Curva de aprendizagem

Das equagoes (3.22), (3.24) e (3.28) obtemos

1 T
€ = W(en -V, ju,) (3.37)

sendo v,_1 o vettor desvio no tempo n — 1. O indice de desempenho estatistico para o
algoritmo é o erro de estimativa a priori €, para definir o valor esperado do erro de grau
27,

& = Ellenl”], (3.38)

sendo j um ntmero positivo. Substituindo eq.(3.36) em (3.38), obtemos,

1

gn = (2]—1)2]E[|6n - VT un|2j} (339)

n—1

Utilizando o desenvolvimento binomial e observando que v,_; é proximo de zero,
apods o estado transitorio, podemos desconsiderar alguns termos do lado direito da eq.(3.39)
que incluem poténcias altas de v,,_;. Entretanto, supondo que a distribuicao de densidade

do sinal erro, e, é simétrica e que E[]en|2j} ¢ 0 2j — ésima poténcia de e,, temos,

1 . o - 1 .
(3.40)
Substituindo eq.(3.35) em eq.(3.40) e definindo &,,;, = wE [€27] como 0 minimo
de e,, quando w = w,, obtemos a seguinte expressao do algoritmo,
P i+ o yeig (T3 G ) Lo el
. (1 _ )\)] (1 n )\n_1>J . (3.41)

L(o?)’

+— — 4 -
(25 — 1)4161%J 4 (1 + )\)] (1 _ )\n71>]
sendo L a ordem do filtro.

A eq.(3.41) descreve a curva de aprendizagem do algoritmo RNQ para uma potencia

par de erro.
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3.3.4 Andlise do tempo de aprendizagem

Analogamente a andlise feita na deducdo da constante de tempo do RLS, no
capitulo anterior, podemos verificar que a velocidade na qual segundo e terceiro termos
do lado direito da eq.(3.41) convergem é determinada pelos termos exponenciais A" e A\
respectivamente. Assim, podemos obter o tempo de convergéncia associado ao algoritmo ,
definido por Tryg1 € Trng2, da seguinte forma: primeiro, para o segundo termo do lado

direito da eq.(3.41) temos,

—n

A" = eTRNQ (3.42)
que nos da,
_ (3.43)
TRNQ, = (V) TRLS .

Analogamente obtemos para o dltimo termo do lado direito da eq.(3.41),

—n

AW = ¢ RNQ, (344)
_ -1 (3.45)
TRNG2 = () '

Assim, definindo-se os tempos de convergéncia associados como Tryg, € TRNQ,,

obtém-se:

A" = e M/TRNG, (3.46)
de onde segue
-1
TRNQ: = o) = TRLS (3.47)
De forma analoga,
A = /RN G, (3.48)
resultando em
-1
S 3.49
TRNQ: = T (3.49)

Como j > 1, conclui-se que Trng, < TrNQ,, caracterizando um modo transitério

adicional mais rapido no algoritmo RNQ.
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3.3.5 Desajuste

O desajuste do RNQ, Mgnq, ¢ definido como a diferenca dimensional entre o
erro quadratico médio MSE | e o MSE minimo. Em outras palavras, esta ¢ uma medida
normalizada do custo de adaptagdo (WALACH; WIDROW, 1984).

O desajuste M do RLS é daddo por (FARHANG-BOROUJENY, 1999),

1—A
ms = (3L (3.50)
Para o algoritmo RNQ),
Mgng = Emin ~ (1 + )\) (25 — 1)2j+1dij—4 (3.51)

3.3.6 Analise comparativa

Nesta se¢ao uma analise comparativa da velocidade de convergéncia e dos desajuste

associados aos algoritmos RLS e RNQ para uma poténcia par do erro erro.

A curva de aprendizagem dada por (SAYED, 2003):

EnRLS :()'2_|_ (1 _)\><1+)\n1

-1 2
vl /\n_l)R Lo (3.52)

Conforme a eq.(3.52), observa-se que o erro minimo do algoritmo RLS é o2 e que o

estado transitério é governado pelo segundo termo dessa equagao.

Por outro lado, na eq.(3.41), observa-se que a curva de aprendizagem do algoritmo
RNQ é composto por trés por trés estagios durante o aprendizado. O estagio estacionario
¢é dado &,,,;,. Os outros dois estao associados a diferentes estatisticas do erro. Um esta
associado com 0% e o outro estd associado com |e,|* 2. A soma desses dois termos tende

para zero masi rapido que o segundo termo na eq.(3.41) quando n tende para o infinito.

Para comparar a velocidade de adaptacao dos dois algoritmos fazemos a relagao

entre TRLS € TRNQ-

TRLS _ 4 (3.53)
TRNQ2

sendo j positivo.

Da eq. (3.53), para j = 1,Trrs = TrnQ, € DPara j > 1. Trng, < Trrs. Portanto
observamos que a velocidade de convergéncia do algoritmo RNQ ¢ mais rapida que a do
algoritmo RLS.

Das eq.(3.50) e eq.(3.51) temos que o desajuste Mryg = Mprs para j = 1 e
MRNQ = MRLS, paraj > 1.
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3.3.7 Complexidade computacional

Da eq.(3.23) é extraida a complexidade computacional do algoritmo para uma
poténcia par do erro RNQ (SILVA et al., 2015). O algoritmo requer duas divisoes, L? +
5L + 2j multiplicacoes, L? + 3L adicdes por interacdo, para um filtro de ordem L. Assim,
esse algoritmo requer 25 — 1 multiplicagoes é uma divisao escalar extras por interacao
quando o comparado com o algoritmo RLS padrao (HAYKIN, 1991). A complexidade

computacional é da ordem de O(L?) que é comparével com o do algoritmo RLS.
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4 Algoritmo RNQ baseado na soma de potén-

cias pares do erros autorregulado (RNQA)

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos o Algoritmo Recursivo Nao Quadratico Autorregulado
(RNQA), derivado do algoritmo RNQ (SILVA et al., 2015). O RNQA baseia-se em uma
fungdo custo composta por somas ponderadas das poténcias pares do erro, utilizada
como critério de minimizacao na deducao do algoritmo proposto. O aspecto chave da
abordagem ¢ que além de incluir o erro instantaneo na determinacao do vetor ganho , que
controla efetivamente a velocidade de adaptacao do algoritmo, é a inclusao explicita do
erro como termo adicional na atualizacao da matriz de auto covariancia caracterizando

uma regularizacao adaptativa que potencializa a taxa de convergéncia do algoritmo.

4.2 Deducao do algoritmo

A estrutura bésica do filtro adaptativo é composta do sinal desejado d;, um vetor
de entrada u; e um vetor erro usado para atualizar o vetor peso do filtro com objetivo
de alcangar uma aproximacio de d; pela estimacao do sinal de saida y; = wl u; apds
calcular o erro, e; = d; — w!_ju;, sendo 0 < 7 << n representa a amostra atual e L o

comprimento do filtro.

Seja .J,, uma func¢ao par, continua e simétrica baseada na soma das poténcias pares

dos erros definida por

Jp = fj EmIE e | (4.1)
j=1

sendo m, 7, k inteiros positivos. Outra caracteristica dos elementos deste conjunto de
fungoes é que para um valor fixo de m, podemos determinar intervalos [—d, ¢, onde as
curvas destas fungoes apresentam inclinacdo maior do que a curva da fun¢do quadratica,
nesse mesmo intervalo. Esta caracteristica é observada na Figura(3) onde estao plotadas
os gréaficos das funcoes (€% + e + €%) e €2. Observar que estas fungoes ndo possuem um

minimo local, possuem apenas um minimo global.
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Figura 3 — Gréficos das fungoes (e? + ¢! + €%) e €2, onde podemos ver a maior inclinagio
da primeira, no intervalo [—1; 1]

-05
w1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para desenvolver uma generalizagao do algoritmo RNQA, definimos da eq.(4.1) os

seguinte risco empirico,

Jp = ikm—j é (X e¥} (4.2)

sendo m, j, k inteiros positivos. Se j = 1, k =1, m = 1 a expressdo (4.2) equivale fungao
custo MSE. O fator peso exponencial A é o fator de esquecimento convencional selecionado
menor que zero e préximo de um, 0 < A < 1. A ponderacao ™7 ¢ um termo multiplicativo
que acelera a convergéncia do algoritmo. Para j > 1 define a poténcia par do erro e m
adiciona diferentes poténcias do erro determinando a fun¢do custo como uma soma das
poténcias pares do erro. Quanto maior o 7 mais inclinada é a a fungdo de custo e maior o
gradiente, exceto perto do minimo cuja a inclinac¢ao se torna basicamente plana. Portanto
um algoritmo de gradiente descendente utilizando um tnico valor de j tera uma diminuicao

muito rapida do erro, mas em seguida é feito uma busca do valor minimo.

Esta intuicao pode ser traduzida matematicamente da seguinte maneira: a medida
que a poténcia do erro aumenta, o espalhamento dos autovalores da matriz de autocorrelagao
de entrada aumenta proporcionalmente. Portanto se j = 2 e m = 1 essa func¢ao de custo se
iguala a fungao média do quarto erro (least mean fourth - LMF) (WALACH; WIDROW,
1984). A funcao custo do algoritmo do LMF apresenta, basicamente, uma grande inclinagao
quando comparada com a funcao de custo MSE em que todas as areas da curva, com
excecao de uma vizinhanca do minimo. Se 7 > 1 efetivamente escolhe uma poténcia par

do erro e m adiciona as diferentes poténcias do erro. Quanto maior o valor j, mais ingrime
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¢é a funcao de custo e maior o gradiente, exceto perto do minimo cuja inclinacao se torna
basicamente plana. Portanto um algoritmo de gradiente descendente utilizando um tnico
valor de j terd uma diminui¢ao muito rapida do erro, mas em seguida é feito uma busca

do valor minimo.

Em (SILVA et al., 2015) é mostrado que a fungao de custo com k=1, m =1e
j > 1 pode ser vista como um algoritmo RLS padrao, mas onde observa que esse algoritmo
utilizando uma tnica poténcia par do erro nao é 6timo, pelo fato dessa funcdo apresentar

na vizinhanga do minimo uma inclinacao basicamente plana, como discutido acima.

Em seguida, é mostrado como da eq.(4.2) pode ser usada para obter uma nova
a familia de algoritmos do tipo RLS ainda mais rapidos em relagao a velocidade de

convergéncia.

Para obter o vetor peso 6timo W,,, é calculado o gradiente instantaneo da funcao

Jy. Assim derivando a eq.(4.2) em relagao a W, obtemos,

V=Y { 9k Z[A”ie?jlui]}

j i=1

<
—

n

{ —2a; > [\’ eiui]}

1 =1

J

sendo a; = k™7 e aj = 25 — 2.

Assim, igualando v7J a zero para que a fun¢ao da eq.(4.2) atinja o valor minimo,

definimos o valor 6timo do vetor peso,w,,, pela equacao na forma matricial

W, = ®,'z, (4.4)

sendo ®,, a matriz de autocorrelacdo do vetor de entrada de dimensao L x L definida por,

m n
n—i o5, T
®,=>" {aj > e uz} (4.5)
j=1 i=1
e o vetor de correlagdo cruzada z,, entre as entradas e a resposta desejada com

dimensoes L x1 , é definido por,

m n

=Y {aj Z[A"‘ief‘idiuf]} (4.6)

j=1 i=1
Tanto a fungdo de autocorrelagdo, eq. (4.5), quanto o vetor de correlagao cruzada,
eq.(4.6), sdo agora fungoes explicitas do erro instantaneo, diferentemente das grandezas
convencionais em filtragem adaptativa, o que implica que o erro instantaneo afeta a forma

da superficie de desempenho, mas a solucao 6tima ainda é independente do erro e a solugao



Capitulo 4.  Algoritmo RNQ baseado na soma de poténcias pares do erros autorrequlado (RNQA) 39

de Wiener, o que implica maior controle sobre a dinamica da aprendizagem sem afetar a

solugao final.

Isso significa que o erro instantaneo agora influencia o formato da superficie de
desempenho, embora a solucao 6tima permaneca independente do erro e continue sendo a
solugao de Wiener (SILVA et al., 2015). Isso implica que o algoritmo ganha mais controle

sobre a dindmica de aprendizado sem afetar a solucao final.

As equagdes recursivas para @, e z,, sao obtidos isolando o termo correspondente a

i = n do restante da soma no lado direito das equagoes. Da eq.(4.5), podemos escrever

b, =0, + Z[ajenﬁi]unuf (4.7)
j=1

Zy = NZp_1 + Z[ajenf{i]dnun (4.8)
j=1

sendo ®,,_1, o valor anterior da matriz de autocorrelagao e z, o valor anterior do vetor de
correlagao cruzada. Portanto, temos a seguinte recursao para atualizar o valor da matriz

de correlagao das entradas

As dedugoes das equagdes (4.7) e (4.8) facilita o cdlculo da inversa da matriz de
autocorrelagao ®,,, que é necessario para determinar o valor estimado, w,,, do vetor 6timo

de acordo com a eq.(4.4).

Como a matriz de autocorrelagao é positivamente definida e nao singular, podemos
aplicar o lema de inversdao de matrizes para equacao recursiva (4.7), fazendo as seguintes

atribuigoes,

A =9,
Bl=)\"1® 1
C =u, (4.9)

m
D'!= > {ajen
j=1

Substituindo as defini¢des (4.9) na eq. (2.27) obtemos a relagdo de recursividade

para a inversa da matriz de autocorrelacao ®,,

-1H-1 TH-1
A (I)nflunun (Pnfl

m L0511 T&H—1
AZL ajen’ |+ uf @, "y,

(4.10)

L

Por conviniéncia de notagao, escreve-se as seguintes igualdades

P,=®.", (4.11)
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P —1Uy,

g, = (4.12)

AZT ajen’] +ulPy_u,

sendo g, o vetor ganho de dimensao L x 1.

Em comparagao com o vetor ganho convencional do algoritmo RLS, observa-se que
a informacoes de erro instantaneo, que aparece no termo do somatério, modula diretamente
o fator de esquecimento A. O ganho nao é apenas dependente da dindmica do sinal de

entrada, mas também uma funcao da resposta desejada através do erro.

Assim podemos escrever a eq.4.10 como

P,=\'P, 1 —gulP, ) (4.13)

Para facilitar futuras manipulagoes mateméticas, podemos reescrever a eq.(4.12)

como segue:
g, =P, 1u, { (ajen’ ] (4.14)
7j=1

4.2.1 Atualizacdo do vetor peso

No desenvolvimento da estrutura de adaptagdo do algoritmo RNQA proposto
utilizaremos as equagoes (4.4), (4.8) e (4.11) para expressar a estimativa vetor peso W,

do vetor peso no instante n como segue:

w,, = <I>;L1zn

m 4.15
Wn :)\Pnzn—l + |:Z g :| nUp, ( )
Substituindo a eq.(4.13) na eq.(4.15)
w, = P,z,_1 — gnUZPnzn_l + {Z{ajegj }] P,u,d,
o (4.16)
=W, 1 —g,ulW, |+ [Z{ajegj }} P,u,d,
j=1

Das Equagoes (4.49) e (4.16), obtemos a estrutura de atualizacdo do algoritmo
RNQA dada pela seguinte equacao,
Wn = Wn—l + £,.6n (417)
sendo e, uma estimacao a priori do erro dada por:

en = dp — Woul (4.18)



Capitulo 4.  Algoritmo RNQ baseado na soma de poténcias pares do erros autorrequlado (RNQA) 41

4.2.2 Matriz de autocorrelacao normalizada

Diferentemente muito algoritmos que utilizam como método bésico modificar a
matriz de autocovariancia para nao tender a zero somando fator de regularizacao, (HAYKIN,
1991). como uma escolha de projeto que desloca o ponto de operagao ao longo do trade-off
entre erro em regime permanente e capacidade de rastreamento . O algoritmo RNQ, (SILVA
et al., 2015), onde define

P,=)\"'P, ;- \'gulP,  +3I (4.19)

sendo  é uma constante positiva muito pequena e I matriz identidade.

Esse o fator ajuste atua diretamente na matriz na inversa da matriz de autocorre-

-1

lagao, conforme a notagao em (4.11), P, = ®,~,, que representa a inversa da matriz de

autocorrelagao.

No algoritmo proposto RNQA a modificacdo consiste em atuar de maneira dinamica
no processo de atualizagao da inversa da matriz autocorrelacao usando seu erro instantaneo
como pardmetro de ajuste, tornando o ajuste adaptativa da matriz. Escrevendo (4.19)

COINoO:

@, =210l N lgu @l + 51 (4.20)

e multiplicando ambos os lados da eq.(4.20) por €2 /j:

(en/B) @, = A" en/B) @0y — A gy (en/B) @1y + (e5,/B)BT (4.21)

assim introduzimos o erro a priori e, na atualizacao da inversa da matriz , normalizando
a matriz resultando a eq.(4.20), onde definimos @' = (e2/5)®, .

Sl = \1oL — N lguldt 4+ 2 (4.22)

Por conviniéncia de escrita P,, = ®,!, representa a inversa da matriz de autocor-
relagao auto ajustada. Sendo €2 > 0 segue que €3I = 0 = P,, = 0, ou seja, a matriz de

correlacdo P,, é positiva definida positiva e ndo singular
P, =P, + )\ 'g,u P, | + (4.23)

Podemos entao, escrever a equacao de ganho, Eq.(4.12):

m

g, =P, u,[> a;e%] (4.24)

j=1

a estrutura de atualizacao final é dada por:
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Wn = VAVn_l + g,6n, (425)

Essa forma dindmica nao sé regulariza mas também ajusta a matriz de autocovarian-
cia permitindo seguir variagoes de entradas nao estaciondrias garantindo um compromisso

entre o estado de alerta e a capacidade de rastreamento.

As equagoes (4.12), (4.23), (4.18), (4.25) respectivamente, constituem o algoritmo
Recursivo Nao Quadratico Autorregulado (RNQA) baseado na soma das poténcias pares

do erro com autorregularizacao, resumido na Tabela 2

Inicializacao do algoritmo

Py=7"Twy,=0

Para cada instante no tempo computar n =1, 2..
en = dyp — Wp_qul

=
gn = Proqu, [ MXTL, ajeni} + u'P, ju,

V/Vn - Wn—l + 8nén
P,=X'P,; —\lgulP, ; + €l

Tabela 2 — Equagoes do Algoritmo RNQA

4.2.3 Analise do vetor ganho do algoritmo RNQA

O vetor ganho do RNQA ¢é efetivamente modulado nao apenas pela dindmica do
sinal de entrada mas também pelo erro instantaneo. Da reescrita da somatoria do vetor

ganho da eq.(4.24) como

> ] = [ 47 = U (] = S () = 2 (Y (a20)

Quando o termo que compreende o quadrado do erro sobre k é muito grande, como
normalmente acontece nos momentos iniciais de aprendizagem, o ganho g, torna-se muito
grande porque a base é elevada a j, portanto quanto maior a poténcia na funcao custo

mais rapida pode ser a convergéncia esperado.

Quando o erro quadrado sobre de k se torna muito menor a somatoria dos termos
entra em acao, e k é sempre elevado para a poténcia m, o qual balanceia o efeito do erro
se tornar exponencialmente pequeno. Portanto o ganho g, é sempre grande tanto para

erro grande quanto para erros pequenos.

A estrutura de atualizagdo do RNQA similar a do algoritmo do RLS padrao, mas
com mais flexibilidade em termos de velocidade de convergéncia, onde o erro incluido

no vetor ganho g, e na matriz de autocovariancia P,,, fornece uma maior velocidade de
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convergéncia ao algoritmo. Esse fato é muito importante para entendermos sobre quais
condigoes o algoritmo RNQA atingird a solugao 6tima do MSE. Dessa forma, podemos

rescrever as Equagoes (4.7) e (4.8) em termos de valor valor esperado como segue

o, = fjl{ajAE[egiunuZ]} (4.27)
Z, = il{aj)\E[eﬁidnun]} (4.28)

Se assumirmos que o erro € estatisticamente independente do sinal de entrada e do

sinal desejado, temos

P, = i{aj)\E[egi]E[unug]} (4.29)
Zn, = fjl{ajAE[ezi]E[dnun]} (4.30)

A solucao 6tima torna-se

Eldnun] 335, {a; AE[e ]}
Yiti{aAElen ]}

que, de fato, é a solugao MSE. Entretanto, o algoritmo RNQA, seguird, na maioria das

@;1zn = E[unun]_1

=R'P (4.31)

vezes, a solucao MSE durante a adaptacao.

4.2.4 Interpretacdo do efeito da matriz de covariancia normalizada pelo qua-

drado do erro no algoritmo RNQA

Nesta se¢ao o objetivo é analisar o mecanismo de ajuste adaptativo na matriz de
autocovariancia no algoritmo RNQA, mais especificadamente a influéncia do erro instanta-
neo sobre a dinamica de atualizacao da matriz, como contribui para o comportamento
adaptativo do algoritmo, afetando sua velocidade de convergéncia e estabilidade. Para isso,
parte-se da expressao da curva de aprendizagem média, a qual relaciona o desempenho do

algoritmo com a evolugao do erro de estimagao ao longo do tempo.

A curva de aprendizagem pode ser expressa como a soma entre o erro minimo
alcancével e um termo adicional associado ao traco do produto entre a matriz de covariancia

do sinal de entrada e a matriz de correlagao do erro de estimacao, isto é:

£(n) = &uin + Tr (RK(n — 1)), (4.32)
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T

onde &y representa o erro minimo alcangavel pelo algoritmo, R = Efu,u,] é a
matriz de covariancia do sinal de entrada u,, e K,, denota a matriz de correlagdo do erro

de estimacao.

Nesse contexto, a matriz de correlacao do erro de estimacao ¢ definida como

K, =E [v,vl], (4.33)

n

em que o vetor de desvio é dado por

Vi, =W, — W,. (4.34)

Observando a fungao da curva de aprendizagem em (4.32), nota-se que ela é expressa
em termos do trago do produto entre as matrizes R e K,,_;. Nessa forma, a velocidade
de convergéncia do algoritmo esta diretamente relacionada a matriz de correlacdo do
erro de estimacao. De maneira mais geral, verifica-se que as curvas de aprendizagem sao
governadas pelo termo Tr(RK,,_1), cuja magnitude reflete a projegao do erro de estimacao
ponderada pela estrutura estatistica do sinal de entrada. Consequentemente, a dindmica de
convergéncia do algoritmo pode ser analisada a partir da evolugao temporal da matriz K,,.
A matriz K,, esta associada a covariancia do erro de estimacao do algoritmo e relacionada

a inversa da matriz de correlacdo ®, utilizada no calculo da atualizagao dos pesos.

Para capturar o efeito do termo e(n)?I na atualizacio de sua matriz. Da equagao

da atualizacdo da inversa matriz (4.35):

Ol =\1o7 — N lguldt 4+ 2 (4.35)

consideramos apenas a contribuicao associada ao erro instantaneo, escrevemos forma
compacta

A

PSR S e | (4.36)

Substituindo (4.36) na definigdo da matriz K,, em (3.31):

K, =o’E|®,' (U,A,A, UL ), | (4.37)

De maneira andloga ao desenvolvimento feitos nas equagoes (3.33), (3.34) e (3.35),

obtem-se

A 1 1—X 1+
OBy S : : : R+ €21 4.38
n n (2] . 1) 721‘]71(1 . )\n) 1 + )\ 1 _ >\n n ( )

e reescrevemos K, na eq.(4.37) como:
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1 1—X 1+
2/ —D)d7 (1 —An) 14X 1-A"

K, =0?[{ R + el (4.39)

Efetuando a multiplicagao expressao de K,,, (4.39), pela esquerda pela matriz R.:

1 1—X 14+A"

RK, = R[o? : : :
[U{(2j—1) 1= 14X 1-X"

R +e1}] (4.40)

sendo RR™! =1 e RI = R, resulta em:

1 T—X 14"
(27 —Dd? "1 =) 14X 1—-x"

RK, = o*{ I +eR} (4.41)

Para escrita simplificada tornando

1 1—XA 14"
(2j —D)d7 ' (1—An) 14X 1—)n

II"L:

RK, = o*{ul +e2R} (4.42)

Aplicando o trago a matriz produto (4.42), temos :

Tr(RK,) = oc*{uL +2Tr(R)} (4.43)

onde R = E[u,ul] e matriz de autocovariancia , L = Tr(I) o comprimento do filtro. Sendo
u’u, = Tr(u,ul), a relagio entre energia média e trago da autocorrelagao pode ser escrita

COINoO:

Elllu,|?] = E[ulu,]
= E[Tr(u,u)]
= Tr(E[u,u;))
=Tr(R),

(4.44)

Substituindo a equivaléncia da eq. (4.44) na eq.(4.43) podemos reescrever a eq.
(4.32) como:

€(n) = &min + *{[nL + €2 E|[u,|]} (4.45)

Avaliando o traco do produto matricial RK,, em termos de autovalores, retornando

T
n

HAYKIN, 2014), sua decomposicio espectral ¢ dada por R = QAQT, sendo Q é uma
( ¢

a eq.(4.43), temos a matriz de autocovaridncia R = E|u,u,,] simétrica e definida positiva
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matriz ortogonal, isto ¢, QTAQ =1 e A = diag{\, \s,...., A} matriz diagonal de

autovalores \; da matriz R. Assim:
L
Tr(R)=>_\ (4.46)
i=1
e substituindo eq.(4.46) na eq.(4.43) escrevemos:
L
Tr(RK,) = o*{uL + e > N} (4.47)

=1

Entao modo alternativo, escrevemos a eq.(4.32)

L
E(n) = &min + 0-2{ML + ei Z /\i} (4'48)

=1

onde \; sao os autovalores de R.

425 Conclusao

Conforme as expressoes eq.(4.50), (4.47), observa-se de forma equivalente que o
efeito de incluir o €2 como termo de regularizagdo na atualizacio da matriz de autocovari-
ancia do algoritmo RNQA, esse termo atua como fator multiplicativo na energia média
do sinal de entrada, €2 E[||u,||?], equivale a potencializar a velocidade de convergéncia,

caracterizando uma autorregularizagao adaptativa:
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4.3 Resultados

O algoritmo proposto baseado na fungao (4.2), contém além dos trés parametros
livres: m, a ordem mais alta da funcao de custo, que também controla o niimero de
termos na soma; o parametro k que funciona como um termo de ganho extra, bem como
um parametro de escala para o erro; e o fator de esquecimento A. Possui também uma
regularizacao continua de sua matriz de covariancia P atualizada pela informacao de erro

instantaneo e2.

4.3.1 lIdentificacao de sistema usando um filtro FIR

Para as simulac¢bes criamos uma configuracao, conforme na Figura 4, um filtro
passa-baixa FIR com resposta ao impulso dada por h, comprimento L = 30, frequéncia de
corte fc = 0,57 e fc = 0,2n. Usamos o sinal u; com uma distribui¢do gaussiana, a ser
filtrado por h. O sinal desejado d; é obtido filtrando o sinal de entrada wu; por h. A saida
do filtro adaptativo denotado por y;.

Figura 4 — Estrutura do filtro adaptativo RNQA com configuracao identificacao de sistemas,
sendo u; o vetor de entrada, h um filtro FIR, d; o sinal desejado, e; o sinal de
erro e y; a saida do filtro.

Entrada u; Sinal desejado d;
h
+
Saida y;
W, P z
erro g;
RNQA

Fonte: Elaborado pelo autor.

O desempenho do algoritmo RNQA ¢ avaliado em termos da velocidade de conver-
géncia, utilizando-se a curva de aprendizagem como ferramenta de andlise. Define-se como
instante de convergéncia o nimero de iteragoes necessario para que o erro médio atinja
uma faixa de 5% em relagdo ao erro em regime permanente. A inclusao do algoritmo RNQ
(SILVA et al., 2015), baseado em termo de regularizagdo constante, permite evidenciar

o mecanismo de autorregularizacao proposto no RNQA. Emprega-se também como refe-
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réncia comparativa o algoritmo de estimagao paramétrica baseado no filtro de Kalman

proposto por Soderstrom (SODERSTR6M, 1989), amplamente utilizado em problemas de
rastreamento adaptativo.

Condigobes iniciais e parametros :

e« RNQA: Py =10"°1,A = 0,96, (m =5,10 e 15), termo de regularizagio e,
e« RNQ: Py =10""1,A = 0,96, (m=15), termo de regularizacio constante = 1074,

« Kalman: P, =10"°I, R, = 10*

Nessa estrutura de identificacao de sistemas, temos os resultados analisados na na
Figura 5.

Figura 5 — Comparacao das curvas de aprendizagem do RNQA com m = 5 com base em
e2, o Filtro de Kalman para identificagao do sistema e o0 RNQ com (m = 15),
usando um fator de regularizagio fixo de 8 = 107 a) As simulagdes foram
conduzidas com um sistema livre de ruido. b) As simulagoes foram conduzidas
com ruido gaussiano aditivo com SNR = 60 dB.

T
Kalman
—#—RNQ (m=15) | ]

ARNQ (m=5)
—A— ARNQ (m=10)|
—— ARNQ (m=15)

Mean Squared Error (dB)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Number of iteractions

a) Sistema sem ruido.

T T T
Kalman —A— ARNQ (m=10)
—@—RNQ (m=15) —#— ARNQ (m=15)

ARNQ (m=5)

n
o

o

Mean Squared Error (dB)
)
o

A
o
T

I 1 _ 1 0 L L 1
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Number of iteractions

3
o Th

b) Sistema com ruido.
Fonte: Elaborado pelo autor.

4.3.2 Discussao

O RNQA com diferentes quantidades de poténcias pares, m =5, m =10e m =15

com matriz autorregulado por e(n)? | resultam em diferentes taxas de convergéncias. Na
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Figura 5(a), as curvas de aprendizado dos algoritmos com sistema sem ruido, 7; = 0,
sendo que na interagdo n = 1000, os parametros foram alterados. Enquanto o algoritmo de
Kalman (SODERSTRO6M, 1989) levou 700 iteragoes para alcancar seu estado estaciondrio
o RNQA alcanca entre 100 e 500, ou seja, o RNQA foi muito a mais rapido, apresentou
maior velocidade de convergéncia do que o algoritmo RNQ e o algoritmo de Filtro de
Kalman com destaque ao RNQA para m=15, Tabela (3).

Tabela 3 — Nuimero aproximado de iteragoes para convergéncia dos algoritmos RNQA,
RNQ e Kalman. Sistema sem ruido

Meétrica RNQA RNQ Kalman
m=5 m=10 m=15 m=15

Iteragoes para convergéncia ~ 500 ~200 ~ 100 ~ 300 ~ 700

Fonte: Elaboragao do autor.

Na Fig. 5(b) as simulagdes foram realizadas com ruido aditivo gaussiano com SNR
60dB. O mesmo comportamento ocorreu com a simulagao com ruido, isto é o algoritmo

RNQA apresenta desempenho melhor em relagao ao RN(Q) e Kalman.

Na simula¢do com ruido, Fig. 5(b), nas primeiras interagdes é interessante notar
certa oscilagao do comportamento o RNQA onde perde em convergéncia em relagdo ao RNQ
padrao com m=15 com fator de regularizacao constante 3 = 10~%. Isso justifica porque o
RNQA nos instantes iniciais o erro instantaneo e? atuando na matriz de autocovariancia,
P, = A‘l(Pn,lGnuZPn,l) + eil , ¢ bastante grande, como esperado, e as caracteristicas de
parametros iniciais do RNQ com maximo parametro m esta com os melhores parametros
iniciais apresentar melhor desempenho, Tabela (4). A vantagem do RNQA ocorre quando
acontece a mudanca brusca dos parametros. As variagoes do erro ja adaptado atuando
dinamicamente no ajuste da matriz P,, em conjunto com a maior poténcia, m = 15, torna
o RNQA em maior estado de alerta convergindo mais rapido superando os algoritmos
Kalman e RNQ em convergéncia conforme visualizado a Fig. 5(b), onde evidencia o melhor
desempenho do RNQA nos ciclos de mudanca de parametros nas iteragoes 500, 1000 e
1500.

Tabela 4 — Nuimero aproximado de iteragoes para convergéncia dos algoritmos RNQA,
RNQ e Kalman. Sistema com ruido

Meétrica RNQA RNQ Kalman
m=5 m=10 m=15 m=15

Iteragoes para convergéncia =~ 70 ~ 80 ~ 80 ~ 40 ~ 170

Fonte: Elaboragao do autor.

O fato da vantagem RNQA as mudancgas brusca dos parametros, sao avaliadas
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pelas eq.(4.26), (4.50):

ig(f)]) (4.49)
£(n) = Euin + 0*{ [nL + €2 B[, ||} (4.50)

» Fase de aprendizagem(mudancas brusca dos pardametros, (n = 500,n = 1000, n =
1500)
Valores elevado €2: o ganho g, é grande , o termo €2 F|||u,||?] torna-se dominante

potencializa a convergéncia mais rapida acelerando o processo de adaptacao.

+ Regime permanente
Valor reduzido de e€2: o ganho g, mantém grande o termo e2 E[||u,,||?] ¢ atenuado. Isso

resulta em atualizagoes mais suaves, contribuindo para a estabilizagdo do algoritmo.

O ajuste dinamico da matriz de autocovariancia em fun¢ao do erro permite ao algo-
ritmo alternar entre regimes de rapida adaptacao e baixa variancia. O mecanismo confere

ao RNQA capacidade rapidez adicional de rastreamento em cenarios nao estacionarios.

O termo €2 pode ser interpretado como um mecanismo automatico de detecgio de
regime de operacao do algoritmo: durante o regime transiente, valores elevados de erro
promovem maior regularizagao, enquanto no regime permanente, a reducao do erro implica

uma atenuacao natural do termo regularizador.

4.3.3 Conclusao

Nesse capitulo apresentamos o desempenho do algoritmo RNQA onde observamos
que o erro instantaneo aparece na atualizagao do vetor ganho e na atualizacao da matriz

de autocovariancia que controla efetivamente a velocidade de adaptacao do algoritmo.

Os testes foram realizados tanto para o caso em que o algoritmo é capaz de
identificar o sistema com um erro desprezivel (identificacao perfeita) quanto quando o erro
é muito grande. Através dos resultados apresentados mostramos que o algoritmo RNQA
como funcao de custo baseado na soma ponderada das poténcias pares do erro e mecanismo
de autorregularizacao adaptativa teve um desempenho melhor do que o algoritmo RNQ
padrao (SILVA et al., 2015) e Kalman proposto por Soderstrom (SODERSTR6M, 1989)

em ambas as condicoes, em termos de velocidade de convergéncia.
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5 Conclusao e trabalhos futuros

Nesse trabalho propomos o algoritmo RNQA com regularizacao dindmica na
atualizacao da matriz inversa de autocorrelagao de maneira simples que proporciona
convergéncia mais rapida, mantendo custo computacional equivalente ao RNQ e RLS. No
algoritmo RNQA o erro instantaneo tem fungao dupla, atuando na atualizagdo do vetor
ganho e na autorregulariza¢do da matriz de autocovariania controlando e potencializando

efetivamente a velocidade de adaptacao do algoritmo.

Apresentamos uma andlise comparativa do RNQA com o RNQ padrao (SILVA
et al., 2015) e o algortimo de Kalman (SODERSTROM, 1989) no que se diz respeito a

velocidade de convergéncia nos casos de sinais puros e corrompidos por ruidos gaussiana.

Os testes foram realizados tanto para o caso em que o algoritmo é capaz de
identificar o sistema com um erro desprezivel (identificacio perfeita) quanto o erro é muito

grande.

Os resultados apresentados mostram que o algoritmo RNQA é uma escolha alter-
nativa muito 1util na condicao de aprendizagem, onde a estatistica do sinal muda com
o tempo, uma vez que tem um melhor desempenho na velocidade de convergéncia sem

aumento consideravel na complexidade computacional.

Em relacao a trabalhos futuros, algumas possibilidades merecem ser investigadas.
A primeira é um estudo mais detalhado do fator de ponderacao apresentado no somatorio
do algoritmo RNQA, considerando a base desse fator como um nimero real qualquer. Uma
possibilidade de extensao do estudo é a realizagdo da analise de convergéncia do algoritmo

proposto.
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ANEXO A - O filtro de Kalman como

estimador de parametros

O filtro de Kalman como estimador de parametros

Um dos métodos usados para estimar os parametros é o Filtro de Kalman. Se o
vetor de pardmetros for considerado como processo de caminhada aleatéria a equacao de

modelo de espaco de estado pode ser escrita como

b1 = 0(t) + (1) (A1)

Y1 = 1 O(t) +n(t) (A.2)

Aqui, o vetor de estado sdo os vetores de parametros {W (t)} e {e(t)} sdo os processos
de ruido branco; E[w(t)w?(s)] = R1(t)d , Ele(t)e(s)] = R2(t)dis, Elw(t)e(s)] = 0,
E[0(0)] = 6(0), E[(6,°00)(0,"6y)"] = P(0) e (0) foram assumidos como independentes de

w(t) e v(t).A matriz de transi¢do do sistema é unitéria.

O filtro de Kalman como estimador de pardmetros é apresentado em (SODERS-
TRo6M, 1989). A estimativa dos coeficientes do filtro, nesse caso o estado X,, = h,, onde
observagoes Y, = y, sao feitas através de um vetor de medicao H = u,,. Utilizando um
filtro de resposta ao impulso finita (FIR) como sistema artificial, definido na forma a

Equacao ?77.

Considerando o modelo de pardmetros constante

Ynt1 = @' 0+ 1 (A.3)
descrito no espacgo de estado
Tpil = Tp (A.4)
T
Yn+1 = Tn + Tin (A5)

sendo , o vetor de estado z,, = [a; ... anab1 ... byt = 0. A estimativa do estado 6timo

ZTny1 pode ser calculado em funcao das medidas y; . ..y, pelo filtro de Kalman.

Aplicando o filtro de Kalman ao modelo de estado (A.4) resulta precisamente no

algoritmo minimo quadrado (LS) basico . Uma modificio na equacio (A.4) permite melhor
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rastreamento dos parametros variante no tempo:
Tpi1 = Ty + Uy (A.6)

sendo E{v,vl} = Ry

Isso implica que o vetor de parametro é modelado como um variavel de desloca-
mento aleatério (Random walk). A matriz R; somada a matriz de covaridncia do erro do
processo, P,,, pode ser usada para descrever o quanto rapido as diferentes componentes do
estado x,, = 67 espera-se variar. Aplicando o filtro de Kalman ao modelo (A.6), (A.5)

Tptl = Tn + U

Yn+1 = ¢T$n + e,

obtém-se as seguintes equacoes recursivas:

é\n = én—l + Kngn

€n = Yn — ¢T6‘n71

Kn = nfl(bn/[l + (bzpnfl]

Pn - Pn—l - Pn—l¢n¢gpn—1/[1 + ¢£Pn—1¢59] + Rl

A matriz R; no algoritmo é uma variavel de projeto definida para o equilibrio
entre o estado de alerta e a capacidade de rastrear variagoes temporais dos parametros ,
boas propriedades de convergéncia e pequenas variancias das estimativas para sistemas
invariantes no tempo. E um exemplo possivel escolher que a matriz seja diagonal com

diferentes elementos diagonais. Esta escolha de R; pode ser conveniente para descrever

diferentes variagoes de tempo para os diferentes parametros.
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