UNIVERSIDADE FEDERAL DO MARANHAO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGIA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM Fisica

DISSERTACAO DE MESTRADO

Localizacao de férmions em um Anel imerso em (3,1)
dimensoes

Genilson Vieira Martins

ORIENTADOR: ADALTO RODRIGUES GOMES DOS SANTOS FILHO

Co0-ORIENTADOR: RODOLFO ALVAN CASANA SIFUENTES

SAo Luis, AGosTo DE 2012



Localizagao de férmions em um Anel imerso em (3,1)
dimensoes

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-Graduagao em
Fisica da Universidade Federal do Maranhao, como parte

dos requisitos para a obtencao do titulo de mestre em fisica.

Orientador: Adalto Rodrigues Gomes dos Santos Filho
Doutor em Fisica - IFMA

SAo Luis, AGosTo DE 2012



Martins, Genilson Vieira

Localizagao de férmions

em um Anel imerso em (3,1) dimensoes/ Genilson Vieira Martins - 2012
82.f

Orientador: Adalto Rodrigues Gomes dos Santos Filho

Co-orientador: Rodolfo Alvan Casana Sifuentes.

Dissertacao (Mestrado) - Universidade Federal do Maranhao,

Programa de Pés-Graduacao em Fisica, 2012

1.Defeitos topologicos 2. Mecanica quantica supersimétrica 3.Localizacao de férmions. I Titulo

CDU 519.115.5




GENILSON VIEIRA MARTINS

Localizacao de férmions

em um Anel imerso em (3,1) dimensoes

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés-Graduagao em
Fisica da Universidade Federal do Maranhao, como parte

dos requisitos para a obtencao do titulo de mestre em fisica.

BANCA EXAMINADORA

Rodolfo Alvédn Casana Sifuentes (CO-ORIENTADOR)
Doutor em Fisica - Universidade Federal do Maranhao (UFMA)

Manoel Messias Ferreira Junior

Doutor em Fisica - Universidade Federal do Maranhao (UFMA)

Carlos Alberto Santos Almeida
Doutor em Fisica - Universidade Federal do Ceara (UFC)






Agradecimentos

Agradego ao meu Deus o Senhor da minha vida por ter me dado forga e &nimo nos momentos de
dificuldades e por estar sempre comigo.

Agradeco ao meu orientador Prof. Adalto Rodrigues Gomes por sua orientagao, pois desde o
primeiro ano do curso de fisica no IFMA tem sido de fundamental importancia na minha formacao.
Agradeco a ele pela paciéncia, pelas pressoes, pelas broncas, pelas palavras de animo, de confianca e
de motivagao. Agradego ao Prof. Adalto Rodrigues Gomes por ser um profissional por exceléncia.

Agradego ao Professor Rodolfo Casana pela Co-orientagdo, pelas conversas que tivemos que muito
me ajudaram no desenvolvimento dessa dissertacao.

Aos Profs. do Departamento de P6s Graduacao da UFMA, em especial ao Prof. Manoel Messias
por sua colaboragao.

Agradeco também aos colegas do mestrado da UFMA: Alysson, Carlisson, Roemir, Joao Elias,
Kleber, Wesdney, Mauro, Diego, Célio, Girlane, Guilhermo .

Aos grandes amigos de longas jornadas, Raoni, Walisson Leiliane, Thiago, Daniele e Fabiano, pelas
conversas, discussoes, risadas e pelas pressoes que suportamos juntos.

Agradeco ao Fabiano Simas pela colaboracao e pelas boas discussoes que tivemos. Agradeco
principalmente a sua contribuicao na parte numérica desenvolvida neste trabalho.

Agradeco aos meus irmaos que sempre confiaram em mim e me apoiaram nas minhas escolhas: José
Maria Filho, Francinalda, Joanice, Jailson, Gilvan, Josenaldo. Aos meu sobrinhos, Rafael, Francinara,
Milena, André, Franckson, Amister, Yasmin, Eric e Larissa pelo carinho que sempre tiveram por mim.

A meus pais José Maria Martins e Francisca de Assis, pois s@o as pessoas mais importantes na
minha vida e sem eles nenhuma linha dessa dissertacao teria sido escrita, pois sempre me apoiaram
nas decisoes e sempre me ajudaram quando eu mais precisei.

A Isaelma Cristina por seu carinho, compreensao, amor e por sempre estar ao meu lado me
incentivando em todos os momentos.

Agradeco a FAPEMA pelo suporte financeiro, que possibilitou a realizacao deste trabalho.



Aprendo um pouco a cada dia e cada

dia percebo que nunca saberei de tudo.

G.V.Martins



Resumo

Estudamos a localizacao de campos fermionicos num defeito topoldgico tipo anel construido com
um campo escalar real ¢ e imerso no espago-tempo de (3,1)—dimensoes. O processo de localizac¢ao
de férmions no anel é analisado estudando um acoplamento tipo Yukawa WF(¢)¥, onde F(¢) é uma
funcdo do campo escalar real. Utilizando as matrizes—I" usuais em (1,1) dimensoes, dividimos o
espinor de Dirac em termos das duas componentes de quiralidade de mao-esquerda e mao-direita.
As amplitudes dos férmions suportam equagoes tipo-Schrodinger possibilitando uma interpretagao
probabilistica das mesmas. Em nosso caso especifico, para analisarmos a existéncia de ressonancias
consideramos o acoplamento F(¢) = (1 — $?)%. As equacdes de autovalores sdo solucionadas usando
procedimentos numéricos. Os autovalores que caracterizam as ressonancias sao obtidas para as duas
quiralidades que se mostram exatamente iguais confirmando a analise qualitativa dos potenciais serem

parceiros supersimétricos.

Palavras Chaves: Defeitos topoldgicos, Mecanica quantica supersimétrica, Localizacao de férmions.



Abstract

We studied the localization of fermionic fields in a ring-like topological defect constructed with
a real scalar field ¢ and immersed in (3,1)—dimensional spacetime. The process of localization of
fermions in the ring is analyzed by studying a Yukawa-like coupling W F(¢)¥, where F(¢) is a function
of the real scalar field. Using the usual y—matrices in (1,1)—dimensions, we express the Dirac spinor
in terms of its chiral left-handed and right-handed components. The amplitudes of fermions support
Schrodinger-like equations allowing a probabilistic interpretation of them. In our case, to analyze the
existence of resonances, we consider the coupling F(¢) = (1 — ¢?)2. The eigenvalue equations are
solved using numerical procedures. The eigenvalues that characterize the resonances are obtained for
the two chiralities that show exactly the same, confirming the qualitative analysis of the potential are
supersymmetric partners.

Keywords: Topological defects, Supersymmetric Quantum Mechanics, Fermion localization.
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Capitulo

Introducao

Observando minuciosamente a histéria da fisica é facil concluir que equacoes diferenciais lineares
sao amplamente utilizadas para o estudo de diversos sistemas fisicos naturais. Entretanto, existe uma
classe de importantes sistemas fisicos que apresentam uma nao linearidade intrinseca, que tem sido
objeto de crescente interesse da comunidade cientifica. Em razao da nao linearidade, em geral pode-se
perder a propriedade de se obter solugoes completas. Explorando com certa profundidade tais sistemas
ou ainda modelos nao lineares vé-se uma importancia crescente das solucoes solitonicas, apropriadas
por terem importantes caracteristicas como por exemplo comportamento topolédgico, energia finita e
localizada e uma extensa variedade de aplicagoes. O carater topoldgico dessas configuracées de campo
tem se mostrado adequado para o tratamento de algumas solugoes e modelos da teoria de campos e
também no contexto das teorias de unificagdo. Alguns modelos descritos por campos escalares reais
em (1,1) dimensoes do espago-tempo, estao entre os sistemas que suportam solugoes topoldgicas [1].

Os defeitos topolégicos decorrem da quebra espontanea de simetria causada por algumas for-
mas de perturbacgoes, descritas em varios modelos e teorias. Acredita-se que durante as primeiras fases
do Universo as componentes materiais estavam em estados fisicos caracterizados por elevados graus de
simetria e pensa-se que as interacoes estariam unificadas. Com esfriamento do Universo, causado por
sua expansao, que promove as condigoes para que algumas dessas simetrias se quebrem espontanea-
mente. Observando pelo ponto de vista tedrico, a realizacao dos defeitos topolégicos decorre a partir
da quebra de simetria, onde a Lagrangiana que descreve um sistema, assim como o estado de menor
energia do sistema pode ser realizado em diversas configuracoes distintas. Essa liberdade de escolha
da configuracao de menor energia dd margem a formagao de regides com propriedades distintas que

obedecem a mesma Lagrangiana. O objeto assim formado tem energia finita e localizada. De acordo



com os tipos de simetrias que sdo quebradas podem formar-se vérios tipos de defeitos topoldgicos. O
tipo de defeito formado é determinado pelas propriedades de simetria da matéria e pela natureza da
transicao de fase.

O estudo dos defeitos topolégicos tem sido intenso também, no cenario da fisica com dimensoes
extras, pois, mesmo nao havendo nenhuma comprovagao experimental de que o universo em que vive-
mos possui mais de quatro dimensoes, cada vez mais surgem novos trabalhos com modelos de dimensoes
extras com o objetivo de resolver problemas de fisica de altas energias. O estudo de dimensoes extras
¢é consequéncia do esforco de unificar em uma tnica teoria, a gravidade e as outras forcas fundamen-
tais. A teoria de Kaluza-Klein, que surgiu a partir dos trabalhos do matematico Theodor Kaluza [2]
e O.Klein [3], sao um exemplo de que grandes esforcos ja vinham sendo anteriormente realizados na
tentativa de unificacao da gravidade com o eletromagnetismo. Nessa teoria, a relatividade geral foi
estendida para um espago-tempo a cinco dimensoes e as equagoes resultantes podem ser separadas em
conjuntos nos quais sao equivalentes as equagdes de campo de Einstein, equacoes de Maxwell e um
campo escalar extra.

Modelos de dimensoes extras também surgem da quebra espontanea de simetria. Neste cenario
surge o que conhecemos como teoria de Branas-Mundo. Esta teoria multidimensional é uma vertente
originada da teoria M, que tém recebido grande atencao da comunidade cientifica por abordar proble-
mas importantes, tais como a hierarquia de calibre [4-6], que estd relacionado ao fato de que a massa
do Béson de Higgs é instével sob corregoes radiativas e o problema da constante cosmolégica [7,8], que
ainda é um dos grandes mistérios da fisica, pois trata-se de entender porque o valor esperado para a
densidade de energia no vacuo, relacionada com a constante cosmologia A = 8IIGp, é muitas ordens
de grandeza maior do que o valor observado.

Em 1999, Lisa Randall e Raman Sundrum [9], apresentaram uma solu¢ao mais completa para o
problema de hierarquia. O espaco-tempo em torno da brana de Randall-Sundrum é anti-de Sitter
(AdS5) e vérios modelos de branas espessas, que apresentam assintoticamente esta caracteristica,
foram construidos. Segundo esse novo modelo teérico, todos os campos do modelo padrao ficam
confinados a membrana. Essa nova maneira de entender o universo com dimensoes extras, motivou a
publicacao de véarios trabalhos cientificos com o objetivo de analisar a localizacdo de campos tensoriais
na membrana. Como exemplo podemos citar o trabalho [10], onde sao estudados modos fermionicos,
acoplados a um campo de Higgs com uma estrutura de parede de dominio em um espago-tempo
5— dimensional anti-de Sitter. Apds resolver a equagao de Dirac, mostrou-se que existem estados

fermidnicos presos na parede. Em [11] é estudado a localiza¢ao de férmions nao massivos utilizando



o acoplamento de Yukawa. O estudo de localizacdo de férmions em branas tem atraido a atencao de
muitos pesquisadores nos ultimos anos. A localizacdo de férmions em branas exige um acoplamento
dos espinores (campo de Dirac) e os campos escalares na brana [12-14]. Na Ref. [15], Jackiw e Rebbi,
estudaram localizagao de férmions em sélitons no espaco-tempo plano comprovando que tal localizacao
era possivel utilizando o acoplamento de Yukawa.

Em [16], foram estudados modos fermioénicos em um kink Sine-Gordon em teorias de campo es-
calares (1 + 1) dimensao. Em [17] foram consideradas branas (4, 1)-D construidas com dois campos
escalares ¢ e x acoplados com um campo de Dirac, por meio de um acoplamento de Yukawa. Nesse
trabalho foi considerado o acoplamento mais simples Wy ¥ para o modelo de brana Bloch e a lo-
calizagao de férmions foi estudada numericamente. Modos ressonantes foram encontrados em branas
com estrutura interna e solugdo de modo zero para férmions com quiralidade esquerda. Nao foram
obtidas solugoes de modo-zero para férmions de mao-direita, pois, em teoria de branas, férmions nao-
massivos devem ter uma Unica quiralidade. A vida média das ressonancias foi relacionada com um
parametro a que controla a aparéncia de branas com estrutura interna. Foi demonstrado que branas
com estrutura interna sao mais efetivas em localizar férmions de mao-esquerda.

Em [18] os autores investigam modelos de branas com dinamica generalizada. Escolheu-se um

modelo especifico

£=K(X) - V(9), (1.1)

onde K(X) = X 4+ a|X|X. Considerando a pequeno, investigou-se a contribuigdo do termo cinético
fora do padrao, no problema de localizagao de férmions. Verificou-se que para um acoplamento simples
nW¢W e sob alguns valores para a constante de acoplamento 7, é possivel localizar modos zero na brana.

Inspirados no vasto niimero de trabalhos que estudam localizacao de campos de matéria em branas,
na ref.[19] os autores investigam uma classe de defeitos topoldgicos construidos por um campo escalar
real ¢ com simetria radial, imerso nas (3,1) dimensoes usuais (t,z,y, z). A lagrangiana desse defeito
tem dependéncia explicita com r, onde r = \/m . A localizacao de campos de spin-0 foi analisada.
Um dos pontos de interesse foi a andlise de estados ressonantes e sua dependéncia sobre o raio do anel
rg e um parametro de acoplamento do modelo. Nesta proposta, analisamos as probabilidades de
localizacao de campos fermidnicos com uma determinada massa dentro do defeito tipo anel variando
alguns paramentros, como o raio do anel e a constante de acoplamento. Analisamos o tempo de vida
das particulas dentro da estrutura de defeito antes do vazamento para a regiao exterior.

De acordo com o descrito a cima, este trabalho esta desenvolvido da seguinte forma: No capitulo 2



fizemos uma breve revisao do estudo de defeitos em teoria de campos, explicando de maneira sucinta
a definicao de quebra espontanea de simetria e como a mesma se origina. Fizemos uma andlise
de modelos com um campo escalar real em (1,1) dimensées com dindmica padrao e com dinamica
generalizada. Para o estudo de defeitos com dindmica generalizada, levando em consideragao o estudo
de solugoes de defeitos em dimensoes superiores, fez-se necessario um breve estudo sobre o teorema de
Derrick. Este teorema limita a existéncia de solugoes tipo sélitons quando trabalhamos em cenarios
com dimensoes espaciais maiores que 2, ou seja, as solugoes sao instaveis em D > 2. Mas, nés sabemos
que sistemas reais sao estudados de maneira mais abrangente em D > 2. Logo, formas de contornar
esse teorema serao mostrados de acordo com a utilizagao neste trabalho.

No capitulo 3 estudamos a teoria dos espinores e a algebra de Clifford em dimensoes arbitrarias.
Estudamos as matrizes de Dirac e sua formulagao em D dimensoes, bem como o operador de Dirac.
Estudo este, importante devido a utilizagao do mesmo no cerne deste trabalho.

Finalmente, no capitulo 4, analisamos de forma inédita a localizacao de férmions (particulas de
spin-1/2) em um defeito tipo anel. Considerando uma dependéncia explicita com a distancia na
lagrangiana, defeitos imersos em um espago tempo quadridimensional sao construidos e analisamos
a capacidade de localizacao de campos de spin-1/2 em tais estruturas. Obtemos uma equagao tipo-

Schrédinger para modos massivos e estudamos os modos ressonantes.



Capitulo

Estruturas de defeitos em teoria de campos

O conceito de defeito em um sistema fisico, pode ser descrito como o resultado da quebra de
simetria deste [20]. Usualmente a nocao de simetria estd associada a alguma lei de conservacao do
sistema fisico. Como exemplo, podemos citar que a conservagao do momento angular orbital em um
movimento de uma particula sob a acdo de uma forga central estd associada a nocgao de simetria do
sistema sob a rotacao no espaco ordinario. De um modo mais geral, essa simetria pode ser expressa
como a invariancia de um sistema de equacdes ou de uma grandeza fisica do sistema sob um dado
conjunto de transformacgoes espaco-temporais. Logo, um sistema fisico sé apresentara um defeito se
ele tiver uma determinada simetria e esta puder ser quebrada.

Uma quebra de simetria resultard num defeito topoldgico, quando, nao for possivel eliminar o
defeito e consequentemente restaurar a simetria do meio sem modificar completamente as propriedades
e caracteristicas topoldgicas do sistema fisico que o contém. Como exemplo de defeitos topoldgicos
podemos citar as paredes de dominio em matéria condensada. De fato, em um sistema ferromagnético
aquecido, as diregoes dos spins distribuem-se de modo aleaté rio, pois cada spin tem liberdade de
apontar para qualquer direcao. Contudo, quando o material é resfriado, a liberdade de orientacao dos
spins é quebrada e a orientacao de um determinado spin é fortemente influenciada pela orientacao
do spin vizinho. Desse efeito surge a parede de dominio como uma interface de espessura finita que
interpola entre duas configuragoes distintas de spin (os chamados dominios magnéticos).

Segundo algumas teorias, no comeco da formacao do universo, existiam regides com diversas confi-
guracoes ou em fases diferentes, sendo os limites entre essas regides, ou diferentes fases, denominados

como defeitos topoldgicos [20-23].



2.1 Quebra espontanea de simetria

Para entendermos o conceito de quebra de simetria, consideremos um sistema fisico constituido de
um ndmero infinito de agulhas em um plano conforme a fig.(2.1). Essas agulhas tém liberdade para
girar em torno de seus proprios eixos e, na presenga de um campo magnético externo, todas as agulhas
buscarao se orientar na direcao do campo.

Agora, supomos que esse campo magnético externo seja afastado ou desligado. Nessas condicoes,
as agulhas continuarao apontando na mesma diregao Fig.(2.2). O estado de orientacao das agulhas é o
estado de menor energia do sistema ou estado fundamental. Na auséncia de qualquer campo magnético
externo, hé infinitos estados fundamentais, cada um deles correspondendo a uma direcao, & qual todos
os magnetos estao colocados paralelamente. Todos tém a mesma energia e todos sao fundamentais. A
interacao que descreve magnetos com este comportamento é invariante por rotagoes, logo, isotrépica.
Isto se reflete no fato de que a orientacdo dos magnetos é esta, mas poderia ser qualquer outra. A

isotropia do sistema é uma simetria escondida [24].

™\

Figura 2.1: Agulhas imantadas na auséncia de campo magnético externo. FElas tém liberdade de

orientagao e podem movimentar-se em torno de seus pontos médios

Quando o sistema descrito pelas agulhas magnetizadas nao estd no estado fundamental, tem a sua
disposicao um nimero infinito de estados de menor energia, pois, a escolha de orientacao é inumeravel.
A quebra de simetria ocorre quando um desses estados é escolhidos. Se essa escolha for feita sem a

interferéncia de nenhum agente externo, dizemos que ocorreu uma quebra espontanea de simetria.



Figura 2.2: Agulhas imantadas na presenca de de campo magnético externo. Todas buscam orientar-se

na direcao do campo.

Pode-se ter quebra espontanea de simetria em uma teoria com um campo escalar, dependendo do

sistema descrito pela teoria em questao. A lagrangiana nessa teoria pode assumir a forma [25,26]
1 1 A
£=1wer+le (ﬁ - 2¢2). (2.1)

esta lagrangiana é invariante sob uma transformacao de simetria Zy ¢ — —¢, e o estado fundamental
nao quebra a simetria do modelo. Em (2.1), u é a massa do campo escalar e A é o termo de acoplamento,
sendo A >> 0 com vacuo da teoria em ¢ = 0, e essa configuracio é estavel. Considerando p? < 0,
temos um modelo com campo escalar massivo, mas o termo de massa nao pode ser interpretado por

|4 pois, esta seria imagindria. Contudo, podemos escrever um potencial

V(9) = —2¢? <M2 + A¢2) (2.2)
2 2

no qual a configuracao de menor energia, é aquela que minimiza V' (¢). Com isto, a lagrangiana nao
possui minimos em ¢, = 0. Os minimos agora sdo ¢y = 4. Neste caso, se o sistema estiver no
estado ¢ = 0, ocorreria uma transicao para o estado estavel ¢ = ¢, ou seja ele caird em um dos
minimos mencionados sem que saibamos qual dos minimos serd escolhido. Uma questao relevante é
sabermos que tipo de teoria resultard apds a quebra de simetria. Para uma andlise mais detalhada,
introduzimos uma mudanga de varidvel, que é uma transformacao do campo ¢ num campo ¢ sendo

uma perturbacao em torno do minimo ¢,. Logo, temos

= ¢y + e (2.3)



Dessa transformagao na equagao (2.1), obtemos

1, pu?

1 2 2 2 3_)‘724 K2
ﬁ—QW@ pop” £ pAg 4¢+4QQ

(2.4)

Em (2.4) percebe-se uma quebra de simetria, pois a lagrangiana agora, nao possui simetria Z. A

teoria continua dependendo dos parametros p e A e o campo ¢ é massivo na fase de simetria quebrada.
. . . ; .- . 4

Para uma teoria que descreva uma quebra de simetria continua, podemos utilizar a teoria ¢* com

um campo escalar com duas componentes. Considerando, entao, a lagrangiana

L= S(0u0)(0"67) — m?66" + N§"0)". (25)

temos uma quebra de simetria do potencial pelas solucoes que além de ter um campo com massa,

exibem uma outra particula nao massiva.

Figura 2.3: Potencial tipo chapéu mexicano de uma teoria com dois campos escalares. Depois de

quebrar a simetria e escolher uma direcao no espaco interno, nao hé perda de energia para a particula

em seu movimento no vale do chapéu.

A lagrangiana para este modelo é invariante sob uma transformacao global

b — e\ (2.6)

Minimizando o potencial, obtemos o estado fundamental de modo que m? > 0, o mfnimo é ¢* =



¢ = 0. Tomando m? < 0, temos um minimo

m2

2__2 =

a. (2.7)

Os minimos do potencial estao localizados ao longo do circulo |¢| = a e as excitagoes sobre o vacuo
sao realizadas por perturbagoes também em |¢p| = a. Podemos representar o campo complexo em

termos de dois campos escalares reais p e «

o(x) = p(x)e™®) (2.8)

o que possibilita analisar a densidade lagrangiana apds uma perturbacao na forma ¢(x) = [p'ia(z).
Logo,

V =X¢*¢ — a®)* — \a? (2.9)

e obtém-se para o campo p’ uma massa dada por
2 2
my = 4Xa (2.10)

enquanto, o é um campo sem massa chamado de bdéson de Goldstone que se movimenta em torno dos
minimos, ou seja, o béson de Goldstone pode ser pensado como uma particula que se propaga no vale

do chapéu mexicano Fig.(2.3) sem gastar energia.

2.2 Solitons

Apébs descrevermos os conceitos bésicos de defeitos topolégicos e quebra espontanea de simetria
vamos analisar uma classe de solugoes de equacoes diferenciais nao-lineares, os sélitons, que sao modelos
passiveis de serem utilizados para a descrigao de defeitos topoldgicos. Por serem estaveis, os defeitos
topoldgicos podem ser caracterizados por modelos quase-estaticos, esta que é outra caracteristica
marcante dos sélitons.

Os sélitons, sao um tipo especifico de ondas solitarias. Ambos obtiveram muita atencao nos ultimos
trinta anos e aparecem em diversas areas, tais como ondas em aguas rasas e profundas, comunicagoes
Opticas e modelos biolégicos. As ondas solitarias sao ondas que mantém a sua forma quase inalterada
a medida que se propagam, devido a baixa atenuacao e dispersao que sofrem. Geralmente surgem de
alguns tipos de equagobes diferenciais parciais. Os sdlitons, mas especificamente, sao ondas solitarias
que interagem elasticamente, ou seja, preservam a sua forma em colisoes|27].

O primeiro relato de observagdao de uma onda solitaria foi feito em 1834 pelo engenheiro ndutico

John Scott Russell, que observando um barco sendo puxado por dois cavalos no canal de Edinburgh,



Glasgow, verificou que quando o mesmo era subitamente freado, surgia uma grande onda solitaria
com uma forma arredondada bem definida. Seguindo a onda formada, ele observou que a mesma
continuava seu curso ao longo do canal sem mudar a sua forma e sem diminuir sua velocidade por um
longo trecho. Russell relatou tal observacao em um jornal da Associacao Britanica em 1844:

” Acredito poder melhor introduzir o fendémeno descrevendo as circunstancias em que se procederam
0 meu primeiro contato com ele. Fu estava observando o movimento de um barco que foi rapidamente
retirado do canal por um par de cavalos, quando o barco parou de repente, mas nao a massa de dgua
do canal que este havia colocado em movimento; ela se acumulou ao redor da proa da embarcacao em
estado de agitacao violenta, e entao subitamente, deizando-o para trds, deslizou com grande velocidade,
assumindo a forma de uma grande onda solitdria, uma elevacdo arredondada, suave e com um pico bem
definido, que continuou o seu curso ao longo do canal aparentemente sem mudar de forma ou diminuir
a velocidade. Eu sequi montado no cavalo, e alcancei-o ainda viajando a umas oito ou nove milhas
por hora, preservando sua forma a uns trinta pés de distancia. Sua altura diminuiu gradativamente,
e apds uma persequicao de uma ou duas milhas perdio-o numa das sinuosidades do canal.”

Apbs observar esse fenémeno, Russell realizou varias experiéncias e foi capaz de verificar empiri-

camente que a velocidade v da onda era dada por:
v = Vgl 5 A, (211)

onde A era a amplitude da onda, h a profundidade do canal ndo-perturbado e g a aceleragdo da
gravidade. A partir da expressao da velocidade, conclui-se que quanto maior for a amplitude da onda,
maior serd sua velocidade de translagdo. Como a velocidade depende da amplitude da onda, entédo a
equacao ¢ nao-linear. Da equacao classica de onda, temos:

2 2

?)TTZ = vQ%, (2.12)

Na equacgao acima a velocidade da onda, v, nao depende da amplitude, pois a equagao de onda é
linear: se u(z;t) é uma solugao, entao também Au(x;t) serd, para qualquer valor de A e o mesmo valor
de v. Ondas solitarias que sempre se recompoem apos colidirem entre si sao conhecidas como soélitons
[28,29]. devido essa caracteristica estdvel os sélitons tém grande utilidade no estudo dos defeitos
topolégicos. Como exemplo, podemos citar a teoria sine-Gordon que exibe o comportamento de onda
solitaria (em um processo de colisao kink-antikink ocorre apenas uma mudanga de fase nas solugoes
que caracterizam kink ou antikink) e a teoria A — phi*, que exibe o comportamento soliténico de

densidade de energia localizada, mas o processo de colisdao é intrincado, acarretando apenas mudanca

de fase.
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Podemos também, descrever os sélitons como solucoes de uma classe de equagoes diferenciais
nao-lineares e como ji mencionamos neste trabalho, a importancia do estudos dessas solucoes se da
porque muitos sistemas fisicos complexos podem ser aproximadamente descritos por estas equacoes,
e mesmo sendo nao-lineares, possuem solugoes analiticas [30]. Para exemplificarmos equagdes desta

classe citamos KdV (Korteweg-de Vries Equation):

o¢ ¢ ¢

De maneira geral, sélitons podem representar fendmenos de caracteristicas nao-lineares, localizados e
estéveis [1].Essas caracteristicas mencionadas, sao as caracteristicas principais de defeitos topolégicos.

O modelo ¢* é exemplo de modelo tipo so6liton[1]. podemos encontrar esse tipo de solugao, de duas
maneiras diferentes: postulando a equagao diferencial para um dos modelos mencionados acima ou

entdao podemos langar mao de uma lagrangiana para descrever o sistema fisico em questao.

2.3 Modelos de um campo com dinamica padrao

Em mecanica cléssica, a formulagao lagrangiana que descreve sistemas discretos de particulas é
estabelecida pelo principio variacional. Para a descricao de sistemas continuos, as func¢oes de coordena-
das ¢;(t),7 = 1,2...n, que descrevem o movimento do sistema fisico em consideracao, sao trocadas por
uma fungao ¢(z;t) mediante a substituicao da varidvel discreta ¢ pela varidvel continua z. Essa funcao
descreve um sistema com uma quantidade infinita e inumeravel de graus de liberdade e denomina-se
campo. H4 uma variedade de sistemas fisicos que sdo descritos por campos, como exemplo temos o
eletromagnetismo, onde as interagoes entre cargas e correntes sao descritas em termos de um campo
designado campo eletromagnético. E hé vérios tipos de campo. Por exemplo, a densidade p(z;t)
de um fluido escoando é um campo escalar. O campo eletromagnético é um campo vetorial[31]. H&
também campos tensoriais como o campo gravitacional na relatividade geral; campos espinoirais como
o campo de Dirac, etc., cada um caracterizado por uma lei de transformacao especifica frente a um
grupo de transformacdes espago-temporais apropriado ao contexto da teoria em questao. Por exemplo
o grupo de Lorentz no caso de teorias relativisticas. Os campos escalares sao notavelmente os mais
simples, do ponto de vista da lei de transformacao, pois sao invariantes. E varios sistemas fisicos
estudados em dinamica nao-linear podem ser descritos em termos de campos escalares.

A lagrangiana em teoria de campos em (1,1)-dimensoes que descreve a dindmica padrao de um

sistema fisico com um campo escalar é [1]

L= %8u¢8“¢ ~V(6). (2.14)
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Onde ¢ é um campo real e V(¢) é uma funcao nao negativa de ¢, o potencial. A lagrangiana é
invariante sobre uma transformacao ¢ — —¢, conhecida como simetria Zs. Aplicando o principio de
minima ac¢do, encontramos uma equagao diferencial que possibilita determinar o campo ¢:

2 2
6 o, dV(9)

——— =0 2.15
ot2  0x? d¢ (2.15)

Aqui temos uma equacao diferencial parcial de segunda ordem e nosso interesse é encontrar as
solugoes dessa equagao que representam os minimos do potencial. Como um defeito topolégico apre-

senta estabilidade, é natural estudar a equacao (2.15) sem dependéncia temporal. Logo, considerando

apenas as configuragoes de campos estaticos, ou seja, ¢ = ¢(z) a Eq. (2.15) fica

d*¢(x) _ dV(¢)

= 2.1
dz? do (2.16)
Utilizando o método de quadratura na equagao, obtemos a equacao de primeira ordem
9@ _ oy, (2.17)

dr
O potencial V(¢) deve ser essencialmente positivo pois trabalhamos com campos escalares reais.

Agora, definimos a corrente topolégica por

u = €0’ 0. (2.18)

Nessa equagao, o termo ¢, ¢ dado em 1 + 1 dimensoes e representa pseudo-tensor de Levi-Civita
anti-simétrico. A conservacao da corrente topoldgica 9,,j# = 0 é um fator importante, pois, favorece

a existéncia de uma carga () que depende das propriedades assintdticas do campo

Q= /_OO drj® = /_00 d:vg—i = ¢(x — 00) — Pp(x = —00) (2.19)

Aqui, Q depende das propriedades assintéticas do campo. Quando Q = 0 temos solugbes nao
topoldgicas e para solugoes topolégicas devemos ter () # 0. As solugdes que tenham @) # 0 devem
apresentar comportamento ¢(z — 00) # ¢(xr — —o00). A existéncia de energia finita estd limitada
ao comportamento assintético do campo. Esse comportamento assintdtico deve levar aos minimos do

potencial, logo o potencial necessariamente deve ter mais de um minimo

2.3.1 Modelo \¢*

Quando propomos um modelo para o estudo de defeitos topold gicos, o que fazemos é propor a

fungao V(¢), o potencial. No modelo A\¢? o potencial é expresso da seguinte formal[l]:
1
V(6) = HMa? - )2 (2.20)
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Observa-se que a fungao V(¢) é nao-linear em ¢ e quando usada na lagrangiana, fornecerd uma
solucao chamada defeito topoldgico, pois apresenta uma solugdo que tem as caracteristicas de um
séliton. Como se pode ver na figura (2.4), o potencial da equacao (2.20) tem os estados estacionarios
degenerados, ou seja, uma transformacao ¢ — —¢ leva um estado de equilibrio estédvel no outro[28].

O potencial da equagao (2.20) terd minimos em ¢ = +a somente se A > 0, ou seja, a constante A
é um parametro que determina a configuracao do modelo. Se substituirmos na equacao do potencial
A < 0, o modelo nao apresentara quebra espontanea de simetria, ja que ird apresentar apenas um estado
de equilibrio estavel, em ¢ = 0. A constante a, sendo real, ndo terd papel decisivo na configuragao
do modelo, influenciando somente na forma da solugao da equagao (2.21), com o potencial do modelo

pYo

1V(e)

Figura 2.4: Grafico do potencial do modelo A¢*, para diversos valores de A > 0

O modelo A¢* possui caracteristicas bem especificas, como:

(i) invariancia ¢ — —@, ou seja, esta é a simetria do modelo, relacionada aos estados de equilibrio
estavel,

(ii) a constante A tem papel importante na configuragao do modelo. Pode assumir apenas valores
positivos para que apresente quebra espontanea de simetria;

(iii) representa um modelo tipo séliton, pois apresenta nao linearidade em ¢.

Para verificarmos que tipo de séliton o modelo fornece, primeiro vamos escolher o sinal positivo
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Figura 2.5: (esquerda) Solugao do Kink para A\ = 1; (centro) Solucao do Kink para A = 10 e(direita)
Solucao do Kink para A = 50.

na equagao (2.17). Encontramos para o campo ¢ a seguinte solugao:
¢(x) = tanh(aV Az + K), (2.21)

Por conveniéncia, serd tomado o valor de K = 0. Dessa forma, a equagao (2.21) é reduzida na

forma:

¢(x) = tanh(aVAz). (2.22)

Essa solugdo denomina-se “kink”. Na figura (2.5) observa-se que a variagdo do campo ¢ ocorre
apenas em uma faixa do eixo x. Esta faixa é denominada regiao de transicao e o “kink” é a transicao
entre dois estados de minima energia. O modelo ¢* é utilizado para descrever defeitos, tais como as
paredes de dominio em cosmologia [21,23,32].

Para uma teoria de campos como a (2.14), considerando apenas solugoes estiticas, a densidade de

energia é descrita pela equagao:

€(x)

(st

2
) + V(o). (2.23)
Considerando o potencial do modelo ¢*, temos para a densidade de energia
e(z) = a’dsech?(avAz). (2.24)

e atribuindo a = 1 e A =1, ¢(z) fica:

e(z) = sech(x)™. (2.25)
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A equagao para a energia total, utilizando (2.24) é

Ey = ze(x) (2.26)

z(a* Asech* (av/\x))

(o ¢]
/ d
—00
o0
/ d
—00

E tem como solugao

3
B, = da 3‘&. (2.27)

Este resultado é uma demonstracao de que a energia total para o kink e o anti-kink é minima e se
considerarmos o caso mais geral onde a =1 e XA = 1, o resultado obtido é Fy = %.

Agora vamos analisar a invaridncia relativistica dessa teoria. Para isso, primeiro vamos submeter

1
1—-v

a solugdo ¢(x) a uma transformacao de Lorentz [28]. Nessa transformacao, x — y(z —vt) e v = —.

Logo, a solugao fica

¢(x,t) = atanh{aVIy(z — vt)} (2.28)

A partir desta expressao, podemos encontrar a densidade de energia

(o) = (‘f;f)Q +s <Zﬁ)2 +V(9). (2.29)

onde ¢ tem dependéncia em z e t, e é expresso por (2.28). Logo, a equagao para a densidade de

energia torna-se

2 2
e(z) = % — a?[1 — tanh(av/\y(z — mﬂﬁw} + % [&(1 — tanh(aVAy(z — vt)>)VAy| + V()

1 1 1
= §a4/\fyvzsech4(aﬁ’y(a; —wt))?) + §a4/\fysech4(aﬁ’y(a: —wt))?) + §a4)\286ch4(aﬁ’y(:c —t))?)

1 2.2 2 1
§a4>\sech4 [V y(z — vt)] [W] .

2

E rearrumando os termos, obtemos para a densidade de energia,
e(x) = ya*Asech*[aV Ay (z — vt)]. (2.30)

De posse da densidade de energia desta teoria, vamos analisar como se comporta a energia total

quando submetida a uma transformacao de Lorentz. A energia total é escrita como:

o
E = / ya*hsech*[av/ \y(x — vt)|dx (2.31)
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Para resolver essa integral, faz-se a seguinte mudanga de variaveis
p(z) = aVry(z — vt) (2.32)

Da derivada de p(x) em relagdao a x encontramos uma expressao para dzx:

dp
dr = 2.33
Ve (2.33)
Substituindo (2.30) e (2.33) em (2.31), temos
E = aty sech? 2.34
[t S sect(o) (234)
alh 1 © dp
2.35
% L i 239
_ 1 4a3VA (2.36)
Vi—o2 3 .
ou seja, a energia total é
Ey
E=——. 2.37
— (2.37)

Algumas observagoes devem ser feitas a partir deste resultado. Primeiramente, percebe-se que a
estabilidade deste modelo estd no fato de que a onda solitaria ou séliton se comportar como uma
particula relativistica. Quando aplicamos uma transformacdo de Lorentz em sua energia total, a

mesma se transforma como a energia total de uma particula livre.

Agora, para uma comparacio, consideremos o modelo conhecido com ¢* invertido, cujo poten-

cial é dado por
1 1
V(g) = 59" — =¢*. (2.38)
2 2
Aqui, consideramos as constantes A = 1 e a = 1 para obtermos resultados mais simples. Este

potencial apresenta uma solucdo constante ¢ = 0. Esse fato implica na existéncia de um minimo local
com V(¢) =0.

Esse modelo tem para solucoes estéticas a seguinte equacao de movimento

d*¢ 3
—=¢—2 2.39
=02 (2:39)
Nessas condigoes, as solugoes para o campo ¢
¢(x) = +sech’(z) (2.40)

sao solugoes nao-topoldgicas chamadas lumps. A solugao desde modelo nao representa transicao entre

estados de minima energia, o que pode ser visto na figura (2.6). Uma importante aplicagao nesse tipo
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0,2

-0,24

-044

-0,64

-0,84

Figura 2.6: (esquerda) Potencial do modelo ¢* invertido. Este modelo nao apresenta dois minimos o
que ndo o caracteriza como defeito topoldgico. Este modelo é chamado de ¢* invertido pois apresenta
uma inversio do potencial ¢*. (centro) Grafico de ¢ do modelo ¢* invertido. Representando solucio

nao-topoldgica. (direita)Densidade de energia do modelo ¢* invertido.

de solugao estd no uso de lumps para a descrigao da teoria de branas com uma tnica dimensao extra.
Nesse caso, recentes investigagoes mostram a presenca de estados taquidnicos presentes na brana [25].
A densidade de energia

e(z) = sech?(x) tanh?(z) (2.41)

obtida para este modelo nao é localizada.

E para uma comparagao entre as solugoes Kinks e lumps, temos

1

~054

Figura 2.7: Kink e lump para a = X = 1.
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A solucao tipo-lump, apresenta apenas um minimo o que caracteriza como uma solugao nao-
topoldgica e, este fato também pode ser observado no gréfico do potencial ¢* invertido. Observa-se

também que a densidade de energia do lump é nula no centro e em seguida atinge valores maximos.

2.3.2 Estados BPS

Os estados PBS foram obtidos apds considerar uma maneira alternativa de procurar solucoes para
defeitos topoldgicos a partir do principio de que o potencial é essencialmente positivo. Este principio
foi formulado por Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfeld [52].

Escolhendo uma fungao W, tal que

1
V(g) = iwg. (2.42)
A derivada deste potencial tem a forma
av(¢)
= WVeWos, (2.43)

que substituida na equacao de movimento para solugoes estéticas, temos

d%¢
T2 = WeWos. (2.44)
A partir das solugoes de primeira ordem
do
=+W, 2.45
e % (2.45)

podemos perceber que estas equagoes de primeira ordem sao solucoes das equagoes de segunda ordem

pois, a partir da equagao de primeira ordem, aplicando a segunda derivada em funcao de x, obtemos

d>¢ _d
2 = e We)
_d(Wy) do
N do dx
= WyeWe. (2.46)

As solugoes das equagoes de primeira ordem sao chamados de estados BPS. A densidade de energia

para campos estdticos é escrita por
1 [ do ’ 1({dW ’
E = - d - il A
2/_00 x[(m) +2<d¢> ]

- [ rae(%e @) = [ a(VveL)

© 1 /d 2 o d
= /_oo 2dl‘<d(£:FW¢> :E/_OO d.%'(W(bdi) (2.47)
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O primeiro termo da Eq.(2.47) nao pode ser negativo. Logo, a energia minima para este modelo

corresponde ao segundo termo de Eq.(2.47).
Enin = +(W(6(x = 00)) = W(6(x — ~x))) = |AW| (2.48)

Esta expressao representa simplesmente o limite na energia que pode ser alcancada para as solugoes
estaticas que obedecem as equagoes de primeira ordem. Os estados BPS aparecem muito naturalmente
no ambiente supersimétrico, preservando a supersimetria. Na presenca da supersimetria, W é nomeado

superpotencial.

2.3.3 Estabilidade Linear

Nesta subsecao, faremos uma breve revisao da estabilidade linear. Aqui, mostraremos que a
equagao de movimento (2.15) é estavel considerando o espago-tempo em que estamos trabalhando, ou
seja, uma dimensao espacial e uma dimensao temporal.

Primeiramente vamos utilizar a equagao de movimento (2.15) e introduziremos uma pequena per-

turbagao n(x,t) [1]. Usaremos ¢ para a solugdo estatica e n(z,t) tem dependéncia temporal, ou seja,

o(z,t) = o+ n(z,t) (2.49)

Substituindo em (2.15), temos

P(p+n) (o+n)  dV

2T 2.
ot 92 i - (2:50)

ou seja,

————— +—=0. (2.51)

Expandindo em série de Taylor o termo %,

2
BV

v _av nd2V ‘
de® 14—

A |4y AP lo—p  do? ’qs:&

+ T (2.52)

Considerando apenas poténcias de primeira ordem em 7, a eq.(2.51) fica

o2y 826 Py AV &V
W o e T a gy (2:33)

Substituindo (2.16) na equacao acima, obtemos

0y 0% a?v
1 - =0. 2.54
92 g2 +nd$2 0 (2.54)
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Escrevendo a solugao desta equagao como
n = n(z) cos(wt), (2.55)

A equagao (2.54) pode ser reescrita como:

& A’V 9 9
——+—|n= ) 2.56
( d$2+d<_ﬁ2>n wn (2.56)
Fazendo,
d’v
d¢
temos:
- d—2 +u(x) |n = wn? (2.58)
= n=wn”. .
Essa, é uma equacgao tipo-Schrodinger onde,
. d?
H = — oz + u(x) (2.59)
Sendo assim,
Hn(z) = wn(x). (2.60)

2 530 os auto-valores da equacio e 1(x) sdo os auto-vetores. Como w é real, w?

Pode ser visto que w
deve ser maior que zero (w? > 0), o que garante a estabilidade das solucdes tipo kink. Ao contrario,
as solugoes tipo lump o menor auto-valor é menor que zero, logo, lumps sao instaveis.

Agora, vamos analisar a estabilidade dos estados BPS. Fazendo isso, estaremos mostrando que
existe uma conexao entre as teorias de campo em uma dimensao e a mecanica quantica supersimétrica.

Como ja foi dito anteriormente, o potencial W aparece no cendrio da supersimetria.

Primeiramente, derivamos duas vezes a eq.(2.42) e obtemos:

a2V

7d(;52 = W¢%¢ + W¢W¢¢¢. (2.61)
Essa equacao pode ser reescrita como

u(x) = Wq%(b + W¢W¢¢¢. (2.62)

Logo, podemos escrever um Hamiltoniano de acordo com (2.59), ou seja,

2

- d
H = T2 + thtb + WeWess, (2.63)

onde ¢ = ¢, para solucdes estéticas.
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Esse operador hamiltoniano é bem conhecido na mecéanica quantica supersimétrica e pode ser
fatorado em um produto de dois operadores Hy = SlSi, onde S e St sao operadores auto-adjuntos

descritos por

d
Sy=—L 1w 2.64
+ dx ol ( )
€
st— 9 iy, (2.65)
+ dx o]

E importante lembrar que pelo fato do operador hamiltoniano ser descrito em termos de dois
operadores auto-adjuntos, garante que seus autovalores sejam positivos.

Podemos agora, obter os operadores H,, aplicando-os em um auto estado ¥, da seguinte forma

HY = (815w

d2

Igualmente para fLr, temos

- (@) (- )
— <_ el W2, — W¢)\I/ (2.67)

Das equagoes (2.66) e (2.67), obtém-se os seguintes resultados:

. d?
H, = ( — o5 T Wost W¢>, (2.68)
. d? 5

Os dois hamiltonianos acima sao parceiros supersimétricos. Isso significa que quando propomos
uma teoria de campos, podemos encontrar um parceiro supersimétrico, ou seja, uma teoria espelho

em mecanica quantica supersimétrica.

2.4 Sobre o Teorema de Derrick

Na se¢ao anterior discutimos o formalismo de campos escalares em apenas (1, 1) dimensdes. Mas,

podemos estudar modelos de campos escalares mais complexos com mais dimensées. O teorema de
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Derrick-Hobart nos diz que solugoes de ondas solitarias estaticas ndo podem existir em D-dimensoes

(D > 1) [34,35]e quando a acao que descreve o sistema tem a seguinte forma,

_ d+1 1 Al 2
§= / d*la (2 > _(0udy) V(@-)) (2.70)
i=1

e o potencial V(¢;) é essencialmente positivo. Considerando a existéncia de solugdes estéticas e com
energia finita dadas por ¢;(z), define-se uma familia de parametros de configuracoes de campos dadas
por ¢(x, \) = ¢;(xz\) onde A é um nimero positivo. Para o célculo da energia dos campos, considerando

a familia de parametros, utilizamos a expressao:

Bloi) = [ a¥e (V600 + Vi) ) 271)
A equacgdo acima pode ser escrita em termos da energia gradiente e da energia potencial,

B@) = [ dPaV(oi0) + [ dPavi600)) (2.72)

onde V; = (3 [dPz(V¢;(Ax))?) é a energia gradiente e [ dPzV,(¢;(Az)) é a energia potencial.

Por uma mudanga de varidavel y = Az, temos:

2—d
E) = [ dy <A2 (Vo(y))? + A—dei(y))) . (2.73)

e finalmente,
E(¢:i(y)) = A7V (¢3()) + A Vp(o5()). (2.74)

Derivando a energia em relagao ao parametro A e considerando A = 1, podemos estudar a estabi-

lidade das solugoes. Dessa forma, temos

GE)\:E
O\

— (2= D)Vy(y()) — DVj(gy()) = 0 (2.75)

Dai conclui-se que
(2 = D)Vy(¢4(x)) = DVp(9;(x)) (2.76)

Deste resultado, percebe-se ndo obtemos solugoes estaveis para D > 2. O que podemos afirmar

deste teorema é que s6 existem solugoes estaveis em uma dimensao espacial. Logo,

e D = 1. solugoes estdticas sao possiveis com V,;, = V), e sao solucoes tipo kink;

e D = 2. solugoes estdticas sao possiveis com V), = 0. Isso ainda pode levar a teorias de campo

nao-lineares. Estes modelos serdao estudados mais adiante;
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Aqui, uma observacao importante deve ser feita: este resultado é vélido apenas para solugoes
estaticas e para lagrangeanas usuais como a descrita na agao (2.70). Logo, podemos encontrar formas
de contornar esse teorema, na busca de solugoes estéveis em (3, 1)-dimensoes. Existem vérias formas
de contornar o teorema de Derrick. Mencionaremos aqui o modelo O(3) nao-linear que consiste em
incluir vinculos entre os campos escalares [33] e dependéncia explicita da distancia na lagrangiana

36-37].

2.4.1 O modelo O(3) nao-linear

O modelo O(3) nao-linear consiste de trés campos escalares reais, ou seja, as componentes & =
(®q, Py, P3), descrevendo assim um tripleto de campos escalares . O campo ¢ pode ser considerado
como um vetor em um espago interno de 3 dimensoes.

A Lagrangiana para este modelo em D dimensdes espaciais é escrito por [35,38,39]
1
L= 5(8u¢’) - (0u®) (2.77)

com vinculo ® - ® = 1. A Lagrangiana e o vinculo sdo invariantes sob rotagoes globais O(3) no espago
interno. Em duas dimensoes o modelo admite solugoes chamadas skyrmions. Essas solugoes possuem
energia finita e localizada. Em [40], Belavin e Polyakov estudaram a natureza topoldgica desse modelo
em referéncia aos magnetos de Heisenberg classicos.

A acdo é descrita por
S(g) = / do / dt E(a@) (0u®) + A(@ - D — 1) (2.78)
e a equacao de movimento obtida a partir do principio variacional é
0,0"® + AP = 0. (2.79)

Para solugoes estaticas e restringindo-nos ao espago bidimensional a equacao de movimento assume
a forma

V20 — (- V20)d =0, (2.80)

onde usamos

ANz, ) =X - &= —0-00 =0 (2.81)

para eliminar o multiplicador de Lagrange. Essa equagao gera interessantes solugoes nao singulares

em duas dimensoes.
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Consideremos primeiro as solugoes da energia-zero. Para todo x, elas devem satisfazer a condigao
0,® = 0. Isto significa que qualquer vetor unitario no espaco interno poderd apontar em qualquer
diregao. Logo, temos uma familia continua de solugoes degeneradas com energia E = 0 correspondentes
as diferentes direcées em que o vetor pode apontar.

Para solugoes tipo sélitons com energia diferente de zero, usando coordenadas polares (r,0), essas
solugoes devem satisfazer a condicao

lim ®(x) = ®g (2.82)

T—00
onde P é um vetor unitario no espaco interno. Quando r — oo no espago de coordenadas em diregoes
diferentes, ®(z) deve aproximar ao mesmo limite de ®( e dependera da coordenada angular # mesmo
quando r = o0

A carga topoldgica de ® é escrita como

1

Q= &T/El‘”@ (0 % 0,)d*x. (2.83)

Solucoes topoldgicas para a acao euclidiana, que correspondem a solugoes estaticas para o modelo

O(3) nao-linear em 3D sao chamadas de instantons.

2.4.2 Dependéncia explicita com a distancia na Lagrangiana

Na lagrangiana padrao em teoria de campos, substituimos o potencial por[41, 42]

U(p) = %%Wj. (2.84)

Percebe-se no potencial acima, a dependéncia explicita da distancia. Logo, a lagrangiana também

terd dependéncia explicita da distancia e é descrita por

1 1

Aqui, coordenada radial r = (23 + 23 + ...acZD)l/ 2. A equacdo de movimento obtida para o campo

escalar ¢ a partir do principio variacional é
5 . 1
E para as solucoes estdticas, temos:

1
V3¢ = TWW¢W¢¢' (2.87)
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Para o calculo da energia, consideramos na integral a soma da energia gradiente com a energia

potencial, ou seja:

1 1 _
O préximo passo é escrevermos a energia considerando a seguinte transformacao
N(r) = p(Ar). (2.89)
O que resulta em
1 2 2 1D 1 D
B o= 5 [ ¥ [ Svosats
2-Dy,D N-Dy,D
= \ZDyD g \N-PyD, (2.90)

Agora, fazendo a derivada de primeira ordem de (2.90) em relagao a A,

E
CjTA = (2- DNV L (N — D)AN=P=Dy D (2.91)
obtemos a seguinte condicao
2-D)WVS +(N-D)V,) =0 (2.92)

E derivando duas vezes (2.90) em relacao a A,

d’E _ D
o (2— D)1 - D)X PV + (N - D)(N - D — 1)AW-L=2yD (2.93)
obtemos a condicao
(2—D)(1-D)EP + (N - D)(N-D-1)E? > 0. (2.94)

Vamos analisar a estabilidade das solugoes de acordo com as condig¢oes acima:

e D=1e N =0. As solucdes estaveis sao obtidas. Aqui temos o caso padrao. Tal modelo, nos

garante a igualdade das energias gradiente e potencial, ou seja, V, = Vj;

e D =2e N = 2. Neste caso, nao existe relagao entre V;]D e V;DD ;

e D > 3. Existe a igualdade V, = V], apenas para N = 2(D — 1).

Agora vamos obter a energia total a partir do método de Bogomol'nyi. Ja vimos que a equacao

para a energia é escrita por

e = (@) () ]

1 dp 1 dw\? 2 dWde] p_,

- 2/[<d7‘:FrN/2d¢> irN/2d¢dr]7’ dr (2.95)
_ [ AWV poi-ny2

- / dr dr. (2.96)
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Na eq.(2.95), consideramos o primeiro termo igual a zero para obtermos (2.96). Logo, a energia

de Bogomol'nyi obtida é

dr
NN

= |[Wlg(c0)] — We(0)].,

d
B = [

para N = 2(D — 1). Considerando a equacao de primeira ordem

d¢ AL

— =t ——. 2.97

dr rN/2 dg (2.97)
Substituindo N = 2(D — 1), obtemos a equacao

d 1 dw

o _ + — (2.98)

dr ~rP-1 d¢ -’
Esta equacao corresponde a energia de Bogomol'nyi. Aqui, D representa as dimensoes espaciais e W
é o superpotencial.
Vamos investigar a presenga de defeitos, considerando D = 1. A equagado de movimento agora é:
2o _aw dw
dz?  do d¢?

(2.99)

Precisamos escolher a forma da funcao superpotencial para substituir na equacao acima. Entao,

vamos usar a seguinte expressao para W que é bastante conhecida na literatura:

pr—1/p  H2p+1)/p
W(p) = — 2.1
@=(G—1 ~5ir ) (2.100)
Calculando a primeira derivada do superpotencial acima em relagao a ¢, obtemos
W, = ¢<¢,—1/p _ ¢1/p). (2.101)

Logo, a equacdo do potencial (2.84), para este modelo de superpotencial e considerando N =

2(D —1) fica

— 1 2(4=1/p 1/p 2
U6) = sap® (07— 6) (210
1 2
= 20— Ve (2.103)

E possivel perceber que assumindo p = 1 em (2.102), o potencial obtido representa o modelo o,
Observe que o parametro p e assume apenaas valores impares, pois, para valores pares , o modelo

torna-se instavel devido ao modo zero ser nao-normalizavel. As equagoes de primeira ordem séo

Zﬁ — g D/p = gD/
X
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Figura 2.8: Solugoes topoldgicas para (esquerda) p = 3, (centro) p =5 e (direita)p = 7.

cujas solucoes assumem a forma

¢(z) = + tanh? (2) (2.104)

O grafico obtido no Maple para essas solugoes, assumindo p = 3,5 e 7, é exposto em fig.(2.8):

Quando assume os valores p = 3,5 e 7 nés obtemos solugoes denominados 2-kink. Essa nomen-
clatura origina-se pelo fato dessas solugoes serem uma composicao de dois kinks. Observa-se ainda,
que considerando p = 3, 5... sdo encontrados novos modelos capazes de suportar os minimos +1, tendo

como centro do defeito z = 0.

2.5 Modelos com Dindmica generalizada

Para um tnico campo escalar real ¢ com dinamica padrao a lagrangiana é governada por
L=X-V(p), (2.105)

onde X = %8M¢8“¢ representa o termo cinético e V(¢) o potencial. Devido aos resultados inspirados
em teorias de supercordas, o campo escalar também pode evoluir sob a dindmica taquionica. Neste

caso, a lagrangiana é modificada para [43]
L=V($)VI—2X. (2.106)

A partir destas duas possibilidades, sao investigados na literatura especializada, duas classes dis-

tintas de modelos. No primeiro caso, sao consideradas extensoes da dindmica taquidnica:
L=-V(p)F(X), (2.107)
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onde F(X) é, em principio, uma funcao arbitraria de X e considera-se também extensoes da dinamica

padrao, isto é, modelos formulados por
L=F(X)-V(9). (2.108)

A andlise que serd feita a seguir é uma revisao dos trabalhos [44-45]. Aqui, faremos uma breve revisao
de extensoes da dindmica padrao.

A acdo mais geral que preserva simetria de Lorentz é

S = /d%ﬁ(qﬁ,X), (2.109)

pois a lagrangiana é uma funcdo dos campos e das derivadas dos campos. A variacdo da acao é

expressa por

oL oL
1 oL

aplicando a métrica g"” na variacao do termo cinético 60X = 9§ <58H¢8“¢) obtemos
0X = 0"p0,(09) (2.112)
e substituindo em (2.111) encontramos
08 = /dtdx [ — 0, (ﬁxa"(b) + £¢] 0. (2.113)
Do principio variacional 45 = 0, encontramos a equagao de movimento na forma
Ou(Lx0'p) = Ly, (2.114)
onde usamos Ly = g—f( e Ly = %. Expandindo esta equagao obtemos:
Ou(Lx)0' o+ LxOp = Ly, (2.115)
que consequentemente pode ser reescrita como
Lx30,00" ¢ + Lxx0, X0 + LxOp = Ly. (2.116)
Sabendo que a derivada 9, X = 0, <%8a¢80‘¢> = 0,0,90%¢, a eq.(2.116) assume a forma
Lx$0,0p0" ) + Lx x O p0“ 90,000 + LxOp = L. (2.117)
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O Tensor Energia-Momento é escrito na forma
™ = Lx0 0" — " L. (2.118)
A densidade de energia T entéo
TO = p=Lxd — L. (2.119)

Para modelos gerais precisamos impor a condi¢ao de energia nula que faz o modelo obedecer a
relacao

Lx > 0. (2.120)
A equagdao de movimento (2.117), considerando as configuragoes estaticas, pode ser escrita em
/2
termos de X = —%, logo

(2Lx,x,Xs + Lx,)¢" =2Lx,3Xs — Ly (2.121)

Para a energia total, usamos o teorema de Derrick. Isso sera importante para andlise da estabilidade

das solucdes estéticas e introduzimos ¢* = ¢(Az). Logo, a energia total F) é escrita como

0o A
E\ = —/+ daL {w,—;(ﬁi)} (2.122)

—0oQ
Derivando F) em relagdo a A e considerando A = 1, a energia total é minimizada garantindo a
condi¢ao

Ls—2Lx. X, =0. (2.123)

A equacao de primeira ordem acima é necessédria para estabilidade.

2.5.1 Estabilidade Linear

Para andlise da estabilidade linear, sao introduzidas flutuacoes gerais para o campo escalar na forma
¢(x,t) = ¢(x) + n(x,t) e para uma notagido mais compacta, usamos ¢ — ¢ + 1. Aqui ¢(z) representa
a solucao estatica. A partir das flutuacoes para o campo escalar, o termo cinético X assume a forma
X = 06+ 0@+
= 20u00" D+ 0,00 + S0umd

= - 1
= X +0,00"n + 5@/170"77 (2.124)
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Usando as flutuagoes e a equagao acima, obtém-se por expansao em série a seguinte agao

8£ 10°L oL — 1 0°L -
2 = 24 = X—X)4+-——(X - X)?
5= /d { T 90l 200, T ox |y )T 5ot '+
1 0°C - 1 0°C _ .
- - (X -X)+= X-X 2.12
390, P~ D)+ gasto— S0 - X (2.125)
que resulta em
- 1 1
S = /d2${£(gb,X) + Lyn + §£¢¢7]2 + Lx (0,90"n + §8un8“n)+
1 1
5 Lxx (8,00 + S0um0"n)? + Loxn(0u00"n + auna“m} (2.126)
Mantendo apenas os termos de segunda ordem
50 = / d x{cxa 00"+ Lxx (960" 1) + [Lop — au(cd)xa%)]n?}. (2.127)
A equacgao de movimento resultante para 7 é dada por
8M(EX8“77 + EXX(?“c;S&aqS&“n) = [£¢¢ — 8“(£¢X8M¢)]77. (2.128)

Novamente o nosso interesse esta nas solugoes para ¢ independente do tempo. Logo, a equagao de

movimento torna-se

/
Lxh — (QX,CXX + ,Cx)T]/:| = |}C¢¢ + (£¢X¢I)/:| 1. (2.129)
Em (2.129) n = n(x,t). Podemos fazer a seguinte transformagao:
n(z,t) = n(x) cos(wt), (2.130)

que substituindo em (2.129), obtemos
!/
—12X)Lxx —l—ﬁx)n/] = [£¢¢ + (£¢X¢/)/2»CX n. (2.131)

Fazendo mudancas apropriadas, definimos

dx = Adz, (2.132)
u
n = . (2.133)
VELxa

Essas transformacoes de varidveis nos permitem escrever uma equacao de primeira ordem tipo-
Schrodinger
—u,, + U(2)u = w?u. (2.134)
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O potencial U(z) dado por

U(z) = (\(/fﬁ;)); - ﬁlx [£¢¢ + ,Z(E‘Mqi)j (2.135)

2

¢é do tipo Schrodinger. Para estabilidade, os autovalores w* nao podem ser negativos.

Consideremos o modelo descrito pela densidade lagrangiana expressa por
L=FX)-V(¢). (2.136)

Nessa equacao, o termo cinético é representado por uma funcao de X a ser escolhida. E facil perceber
que, se F(X) = X, nés voltamos ao modelo com dinamica padrao.

A equacado de movimento para este modelo assume a forma
Ou(F'O ¢) + Vg = 0. (2.137)

Novamente, o interesse aqui é pelas solucoes estaticas. Logo, expandindo a equacao acima e
considerando ¢ = ¢(x), temos

(FL— Fl'¢™)¢" = V. (2.138)

Para a equagao de primeira ordem, precisamos considerar (2.123) que é uma condi¢ao geral para

qualquer modelo. A equacao de primeira ordem nessas condi¢oes torna-se
Fy —2F/ X, =V(9) (2.139)
A densidade de energia T% é obtida a partir de (2.119):

T = V(¢) - F(X,) (2.140)
= (F,—2F'X,) - F,

= Fl¢? (2.141)
Para resolver este problema de forma menos complicada, partimos da equagao de primeira ordem
¢’ =W(¢p) (2.142)
Logo, o potencial deve ser escrito por
V(p) = F + F?*W? (2.143)

para W = W (¢). Como F = F(X), faz-se a mudanca F' = F(—W?/2). Uma forma de exemplificar a

situagao geral, é fazendo uma escolha para a funcao F. Vamos analizar a seguinte escolha
F(X)=X —aX? (2.144)
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Aqui, o valor do parametro « a ser escolhido, controla a extensao do modelo e quando « tende para
zero voltamos ao modelo padrao.

A equagao de primeira ordem pode ser escrita por
1 2 3 /4
ZH2_ 2 -V
S# = Jad" = V(g)

Para o modelo estendido, o potencial efetivo assume a forma

1 1—12aV(9)

Verr(o) = 60 6a (2.145)

A estrutura topoldgica do potencial V(¢) permanece preservada no potencial efetivo. Esse fato ocorre,
porque os zeros de V(¢) também sao zeros de V.

Para a solucao kinklike conectar dois minimos do potencial, o centro da torgao, que corresponde
a de campo com mais elevada inclinagao, estd no maximo do potencial Vj, entre os dois minimos.
Em geral, a espessura da solucao depende do méaximo valor de Vj, portanto, serd certamente afetada
pelo parametro . Se o potencial efetivo é escolhido como o potencial para a teoria padrao, ambas as
teorias padrao e estendidas terao as mesmas solugoes.

Vamos agora considerar a muito pequeno. Neste caso, obtemos o potencial efetivo escrito na a

forma

Vers = V(@) +3aV(9)*.
Se escolhermos o modelo ¢*, o potencial efetivo é reescrito na forma,
1 22 , 3 214
Verr = 5(1=¢7)" + Ja(l — %)%

E possivel observar que quando o« — 0 voltamos ao caso padrao.

Para a muito pequeno, a solugao fica
1
¢ = + tanh(zx) (1 + ZaseChQ(x)(Q + sechQ(X))), (2.146)
e a densidade de energia tem solucao aproximada
4 2 3 4
p = sech®(x) [1 — a<2 — sech”(x) — §sech (x))} : (2.147)

Agora, considerando « genérico, e novamente, V(¢) como o potencial do modelo #*, o potencial

efetivo torna-se

1 1 —6a(l — ¢°)?
Vegs(0) = o - V N (2,149

onde a condicdo a < 1 deve ser satisfeita para que a densidade de energia seja positiva.
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0,4

Figura 2.9: Grafico do potencial efetivo para varios valores de «, todos negativos.

Recentemente, a modificagdo do termo cinétivo na lagrangeana padrao, tem sido aplicado no
cenario de teoria das branas, com o objetivo de localizagdo de campos em modelos com dinamica
generalizada. Apds a descricdo de estruturas de defeitos em teorias de campo, onde fizemos uma
breve revisao de modelos com dinamica padrao e dindmica generalizada, no proximo capitulo faremos
um breve estudo sobre espinores em varias dimensoes. Os espinores sao uma maneira de descrever
matematicamente os férmions e, esse estudo se faz importante devido ao tratamento que sera realizado

nos capitulos seguintes sobre localizacao de fémions em defeitos tipo anel.
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Capitulo

Teoria dos espinores

Em 1913 Eli Cartan desenvolveu uma teoria de espinores apds descobrir que os mesmos eram
entidades que carregavam a representacao dos grupos de rotagoes em um espago de dimensao finita
[46]. Por outro lado, os espinores foram introduzidos em fisica tedrica com o objetivo de descrever
sistemas quanticos com spin. Em 1926, W Pauli, descreveu a fun¢ao de onda de um elétron com
spin por um espinor de duas componentes em sua teoria nao relativistica. Em 1928 Dirac utilizou
um espinor de quatro componentes para descrever sua teoria relativistica. Espinores sao entidades
fundamentais em fisica para descrever a matéria, ja que os léptons e os quarks sao férmions de spin-1/2

e férmions sao descritos por funcoes de onda que sao, essencialmente, espinores.

3.1 Algebra de Clifford e as matrizes de Dirac

A algebra de Clifford leva o nome de seu criador, William Kingdon Clifford. Nascido em 1845,
Clifford foi um matematico britdnico que teve varias contribuicoes matematicas encontrados princi-
palmente no campo da geometria. Boa parte de seu trabalho teve como base os estudos anteriores
de William Hamilton, em particular seus quatérnios. Algumas de suas idéias sdo precursores para a
geometria da relatividade geral. Hoje, ele é mais conhecido pela algebra que leva seu nome. Aqui
trataremos da algebra de Clifford em varias dimensoes espago-temporais. De maneira geral, todos os
grupos de rotacao independente da dimensao, tem uma estrutura associada a eles, chamada algebra
de Clifford.

Se temos os numeros k;, tais que i = 1, 2,...N e esses nimeros satisfazem a relacao

{/il', Hj} = 251']‘, (3.1)
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entao podemos chamé-los de numeros de Clifford [47]. Esses nimeros sao responsaveis por gerar a
algebra de Clifford. Como exemplo de ntimeros de Clifford, temos as matrizes de Dirac, pois o indice
v da matriz 4* indica D matrizes geradoras da dlgebra de Clifford. Para expressar os 2V elementos
da base que expande a &lgebra de Clifford utilizamos uma representagdo minima [48] de matrizes
2% x 2%,onde N é par.

Para o espago-tempo de dimensionalidade par inicialmente consideramos a métrica de Minkowski

do espaco-tempo N =t + s representada por

G = (++ .. — —m) (3.2)

”t//

Aqui, representamos por +1 as direcoes tipo-tempo que sdo também representadas por € as compo-

""" Considerando

nentes —1 representam as diregoes tipo-espago que também sao representadas por
primeiramente que N é um numero par. As matrizes—I' podem ser representadas por matrizes com-

plexas 2% x 2% que satisfazem a relacao de anticomutacao chamada de algebra de Clifford,

{9 =2n,,. (3.3)

Podemos escrever as matrizes-I" na forma de produtos tensoriais da identidade 2x 2 e pelas matrizes
unitérias de Pauli. Logo, as matrizes-I" também serdo unitarias. As matrizes I**, I'** e T*T a menos

de fatores +1 ou —1, também satisfazem a dlgebra de Clifford, entdo podemos ter:

It = —(=1)'AT*A™!, (3.4)
" = nBI'*B™!, (3.5)
v = —p(-1)tcrHct, (3.6)

onde a matriz A é representada pelo produto de todas as matrizes I'* que satisfazem a relagao (I'*)? =
1. Estas sdo as matrizes I' tipo-tempo. Aqui, nao importa a ordem em que o produto é escrito, pois,
a matriz A sempre é definida a menos de uma fase. As matrizes A, B e C' também sdo unitarias, ja

que podemos escreve-la na forma de produtos tensoriais da identidade e pelas matrizes de Pauli.

3.2 Solucgoes da Equacao de Klein - Gordon

A equacgao de Klein-Gordon, as vezes chamada de equacao de Klein-Fock-Gordon é a versao rela-

tivista da equagao de Schrédinger.
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Ea equacao de movimento de um campo escalar que descreve particulas sem spin. Todas solugoes
da equacao de Dirac sao solugoes da equagao de Klein-Gordon, mas o inverso é falso.

Usando a defini¢do relativistica, o Hamiltoniano de uma particula livre de massa m satisfaz a
seguinte relagao

H = p?c + m2ch. (3.7)

Considerando as unidades ¢ = 1 e h = 1, e levando em conta que H e o momento p tornam-
se operadores H = ih% ep= —iha% atuando sobre a funcao de onda 1, obtém-se a equacao de
Klein-Gordon, uma equagao para a funcao de onda escrita na forma

2 2,

A sua forma é obtida desde que as solucoes de ondas planas
Y = e o (3.9)
satisfacam a relagado entre a energia e o momento linear da relatividade restrita
Ppu = m?. (3.10)
Na busca por solugoes reais, usa-se a expansao de Fourier

b(z) = / (a(p)e™ P + a*(p)e~P), (3.11)

p

onde os coeficientes a(p) e a*(p) sdo operadores hermitianos.

3.3 A equacao de Dirac

Na mecanica quantica, equagao de Dirac é uma equagao de onda relativistica proposta por Paul
Dirac em 1928 que descreve com sucesso particulas elementares de spin semi-inteiro, como o elétron.
Anteriormente, a equagao de Klein-Gordon (uma equagao de segunda ordem nas derivadas temporais
e espaciais) foi proposta para a mesma funcao, mas apresentou severos problemas na definigao de
densidade de probabilidade. A equacdo de Dirac é uma equacao de primeira ordem, o que eliminou

este tipo de problema. A equacao de Dirac tem a forma

(i’y“ﬁu - m) U =0. (3.12)
Essa equacao surgiu a partir da equacao de Schrodinger para uma particula livre
ov
— = HV 3.13
"ot ’ (3:13)
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onde o Hamiltoniano é descrito por
H =~"(y'p" +m). (3.14)
A lagrangiana para o campo de Dirac pode ser descrita por
L =V(iv"d, —m)V, (3.15)

com ¥ = ¥i~0 e as matrizes v sdo da ordem 4X4 e obedecem a &lgebra de Clifford.

Qualquer solucdo da equacao (3.12) serd chamado de campo de férmions e é representado por ¥(z).

3.4 Quiralidade e Helicidade

A quiralidade de uma particula estd relacionada com a orientacéao do seu momento angular. A quirali-
dade é uma propriedade essencialmente quanto-mecantica na qual uma particula pode ser esquerda ou
direita. Se girarmos um espinor em um angulo de 27, nao obtemos o mesmo estado quantico: obtemos
o mesmo estado com um sinal de menos. A quiralidade de um férmion nos mostra como chegar-mos
nesse sinal de menos no plano complexo. O que acontece quando vocé roda um férmion quiral esquerdo
contra um direito por 360 graus ao redor da sua direcdo de movimento. Ambas particulas terminam
com um sinal negativo, mas o férmion de quiralidade esquerda vai por um caminho no plano complexo,
enquanto o férmion de quiralidade direita vai por outro. Rodar a particula 360 graus s6 nos leva até
metade de um circulo no plano complexo por uma direcao que depende da quiralidade do férmion.
O sentido fisico dessa fase estd na funcao de onda da particula. Quando giramos um férmion, sua
funcao de onda quantica é deslocada numa maneira que depende da quiralidade do férmion. Rodar
um férmion desloca sua funcao de onda quantica. Férmions quirais esquerdos e direitos sao deslocados
em direcoes opostas. Esse é um efeito puramente quanto-mecanico.

A nocao de quiralidade, também depende de uma outra propriedade denominada helicidade. Para

uma, particula com momento p, a helicidade pode ser definida como
_2Jp
o pl

Aqui, J representa o momento angular da particula. O momento angular orbital ndo contribui

(3.16)

para a helicidade de uma particula, pois é perpendicular a direcdo do momento, ou seja, a helicidade
pode, portanto, ser descrito como duas vezes o valor da componente de spin de uma particula ao longo
da direcao do seu movimento.

Para férmions que obedecem a equacao de Dirac, escreve-se a helicidade na forma
Xp

h = T
P

(3.17)
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com %Z sendo as matrizes de rotacao dadas por

A
o 5523kajk, (3.18)

Para uma particula livre, a helicidade é conservada, ou seja, ndo muda com o tempo.

3.5 Espinores
Os espinores sao entidades fisicas que sob uma transformagao SO(s,t), assumem
T — (3.19)
onde usamos {2 = %6/“,0'/“/, €, sao parametros de transformacao e o/ é descrito por

1
o = (0417, (3.20)

~ o N ~ .
Para uma representacao espinorial, aquelas que possuem 22 componentes sdao as mais simples e o
espinor adjunto assume a forma

U = We (3.21)

3.5.1 Espinores de Weyl

Considerando N par, tal representagao é irredutivel, pois, neste caso pode-se definir operadores de
projecoes Pr, e Pr que dividem ¢ em duas partes com transformacoes uma independente da outra. Os
projetores Py, e Pr possuem duas propriedades gerais que sao a complementariedade e ortogonalidade e

ainda possuem uma outra propriedade relacionada ao espago espinorial. Essa propriedade sao descritas

na forma:
P+ Pr=1, (3.22)
P Pr = PrP;, =0, (3.23)
[Pr, Y] = [Pr, ] =0, (3.24)

A equagao (3.19) pode ser reescrita, utilizando-se da equacao (3.22). Logo, temos
I RO (G W), (3.25)

Aqui, ¥, r = PRV e Qr g = P rQ2. De posse das eq.(3.23) e (3.24), temos [Qr,Qr] = 0. Isso
nos leva a

LU, 4 SR, (3.26)
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Para dividirmos o espinor ¥ em duas partes, aplicamos os projetores Pr, g na eq. (3.26). Fazendo
isto, obtemos o espinor em termos de suas quiralidades. Agora temos dois espinores de Weyl, que séo

as quiralidades esquerda e direita (left-handed e hight-handed):

R (3.27)

VIR R, (3.28)

O importante é entendermos que particulas com quiralidades diferentes sdo realmente particulas
diferentes. Se nés temos uma particula com helicidade esquerda, entao ndés sabemos que deve existir
também uma versao da particula com helicidade direita. Contudo, uma particula com quiralidade
esquerda nao precisa ter um parceiro com quiralidade direita.

Outro fato que é importante salientar é que qualquer projetor que satisfaca as propriedades de or-
togonalidade, complementariedade e a propriedade relacionada ao espaco espinorial, pode ser reescrita
em termos de um unico operador I'n1. Este operador pertence ao espaco de Clifford das matrizes-I',

e para um espago-tempo de dimensao par, os projetores sao definidos por:

1 1
Pr = 5(1+PN+1),PR: 5(1_FN+1)' (329)

O operador 'y 41 é chamado operador de quiralidade.

Os espinores de Weyl ¥y, e Ui podem ser obtidos pelas projecoes Pr e P, e sao escritos como:

1
U= (14 TV (3.30)

1
Up = 5(1=Dyi) ¥, (3.31)

De posse das propriedades do operador quiralidade (I'y41)% e {T'ny1,T%} = 0, chegamos as se-
guintes relagoes:

Iy =9y (3.32)

FN-H\I/R =—-Up (3.33)
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3.6 Espinores de Majorana

Considerando a equacao

T — e, (3.34)

Obtemos a seguinte relagao

B'0*B=0 (3.35)
Para um operador conjugacio de carga sendo definido por W¢ = B'W* onde ¢ valida a relacio
e = e (3.36)
podemos chegar a conclusao que o espinor V¢ quando submetido a uma transformacao de SO(s, 1),
transforma-se como o espinor ¥. Logo, os espinores que obedecerem a condigao ¥¢ = W, sdo chamados
espinores de Majorana.

3.7 Representacao de Weyl

Podemos encontrar uma representagao para a matriz 'y da seguinte forma

In—2 0
1—‘NJrl = 0 —1n_9 (337)
Esta é a representacao de Weyl, onde:
{T*T N1, Py pal} = 0. (3.38)

As equagoes acima garantem para as matrizes I'* a seguinte forma

0 o
L,=1] 46 0 (3.39)
onde
1
Q= wa[I‘“,F“]. (3.40)
Que resulta em
wr 0
0= 0 wr, (3.41)
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Logo, escrevemos o espinor ¥ na forma

Na equacao acima, ¥y, e Uy representam os espinores de Weyl. Cada espinor é independente e possuem
n
22 componentes complexas cada um.
Se, na representacao de Weyl, trocarmos 'y por uma das das matrizes I', obtemos uma outra

representagao conhecida como representagao dual de Weyl.

3.8 Espinores de Dirac

Os espinores de Dirac sdo campos complexos construidos a partir de ambas as quiralidades dos
espinores de Weyl, ou seja, se tomarmos duas quiralidades independentes do campo de Weyl ¢ (z) e

9(x), e fizermos a combinagao
U(z) = ¢ (x) + o), (3.43)

Essa relagao define o que chamamos de campo de Dirac ou férmions de Dirac. O campo de Dirac é

uma solucao sem restricoes da equacao de Dirac.
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Capitulo

Localizacao de férmions em um anel em

(3, 1)-dimensoes

A idéia de que vivemos em um mundo com vérias dimensoes além das conhecidas (mundo-brana)[2]
tem sido aplicada para questao de defeitos topologicos. Com aceleradores de particulas cada vez
mais eficientes, produzindo colisoes de altissimas energias, motivou a publicacao de varios trabalhos
cientificos com o objetivo de analisar o processo de localizacao de campos tensoriais na membranal49].
Na formulacao original, os campos de matéria ficam confinados a membrana, enquanto a gravidade
é livre para se propagar em todas as dimensoes. Em geral, branas espessas, formadas a partir do
acoplamento do campo escalar com a gravidade, sao possivelmente capazes de localizar campos de
spin-0. Para a localizacao de férmions em branas, exige-se um acoplamento dos espinores (campo de
Dirac) e os campos escalares que formam a brana [12-14]. A solugdo para este campo escalar pode
ser por exemplo tipo Kink. Logo, os resultados com modelo Randal-Sundrum indicam que branas
espessas (thick) sao mais adequadas para localizar campos fermionicos. Na ref.[15] de Jackiw e Rebbi,
o acoplamento de Yukawa é condicao essencial para localizagao de férmions em sdélitons no espaco-
tempo plano. Em [16], foram estudados modos fermioénicos em um kink Sine-Gordon em teorias de
campo escalares (1 + 1) dimensdo. Em [17] foram consideradas branas (4,1) construidas com dois
campos escalares acoplados com um campo de Dirac, por meio de um acoplamento de Yukawa. Nesse
trabalho, foi considerado o acoplamento mais simples para o modelo de brana Bloch e a localizagao
de férmions foi estudada numericamente. Para branas com estrutura interna, foram encontradas
ressonancias e solucao de modo zero para férmions com quiralidade esquerda.

Neste capitulo nés estamos interessados em modelos construidos somente com campos escalares
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reais. Como ja foi mostrado neste trabalho, a simplicidade de campos escalares levou a busca de
um limite para a dimensionalidade das teorias de campos escalares capazes de descrever defeitos
topoldgicos. Para resolver este problema, o conhecido teorema de Derrick-Hobart diz que, para D > 2,
onde D representa apenas as dimensoes espaciais, nao existem solucoes estdveis e nao-triviais. Este

teorema tem como ponto de partida uma densidade Lagrangiana padrao em (D, 1)-dimensoes da forma
1 M
£ = 50000~V (9), (4.1)

onde o potencial V(¢) é uma funcao nao-negativa, que deve ser zero em seus minimos absolutos.
No presente trabalho estamos interessados na estratégia a considerar dependéncia explicita com a
distancia na densidade lagrangiana. Em particular, no artigo [19], defeitos construidos com um campo
escalar em (2,1) dimensoes sdo obtidos, que sdo anéis com raio e espessura caracteristica. Aqui, tais
anéis sao imersos no espago-tempo de Minkowski (3, 1) formando uma outra classe de defeitos que pode
ser estudada no que diz respeito a sua propriedade para localizar campos de matéria, em particular

férmions.

4.1 Anel com um campo escalar

Para a construcao de defeitos em sistemas com apenas campos escalares em dimensoes maiores é
necessario contornar o teorema Derrick. Para isso consideramos modelos descritos por um lagrangiana
com dependéncia explicita nas coordenadas.

A densidade lagrangiana em qualquer dimensionalidade é:

1 M 1 2

onde r é a coordenada radial D-dimensional dada por r = \/ 2423+ .+ x2D e M, N correspondem
a (3, 1)-dimensoes.

Em nossa proposta, estamos interessados em solucoes com simetria radial, tais como defeitos tipo
anel (assumindo D = 2) imerso num espago-tempo de Minkowski. Portanto, a agdo que descreve um
tal sistema é dada por:

1 1
SAnel = /dtd3x(28M¢aM¢ _ 27/‘21/1/5) . (43)

A equag@o de movimento para solugoes estaticas deve assumir a forma:
1d [/ do 1.5
——|r— ) =W, 4.4
rdr (T dr) P29 (44)
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onde restringe-se para configuragoes que possuem simetria esférica, i.e., o campo ¢ = ¢(r) depende
somente de 7.
Usando o formalismo de Bogomol’'nyi, onde solugoes do tipo BPS sao atingidas podemos reduzir
a equacao de movimento para
do 1

4 4.
dr 7“W¢’ (4.5)

que sdo as equagoes de primeira ordem e também solugdes da Eq (4.4).
Podemos interpretar a acao (4.3) como uma teoria efetiva de um modelo mais fundamental. Uma
possibilidade é uma teoria em que um fio carregado é imerso em um meio dielétrico cuja permissividade

elétrica g(¢) é dependente do campo ¢. Essa acdo pode ser escrita da seguinte forma
_ 1 M 9(®) MN _ M
S = [ dtdxdydz 28M¢8 10) e FynF eAyJ" ). (4.6)

Aqui, Jy = (6(r),0,0,0) representa a carga. Para obtermos a Lei de Coulomb para o campo
elétrico radial, partimos da equacio de Maxwell dps(g(¢)FMN) = eJV. Logo, a Lei de Coulomb

assume a forma

1 e
I 7 4.7)
r9(0) (
e a equacao de movimento para o campo escalar estatico é dada
2 1 2

Fazendo uma mudanca de varidvel na forma dé = r~!dr, a equacdo de primeira ordem (4.5) é
reescrita na forma
do

& = Wol0) (4.9)

Dessa forma nosso problema antes bidimensional é mapeado em um efetivo 1-dimensional.
Considerando uma simples escolha, o potencial ¢* onde a primeira derivada do superpotential pode

ser escrita como

Wy = VA(a? — ¢?) (4.10)

e tem como solucgao

#(&) = atanh (axf)\(é — fo)), (4.11)

com £ =Inr e &y = Inrg nés temos
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0,5

0,4

-0,5 0,27

Figura 4.1: a) (esquerdo) Solugao para o campo ¢(r) interpolando entre os vdcuos do potencial. b)
(direito) Densidade de energia como fungao de r. Nas duas figuras temos ro = 1 (linha fina), ro =3 e

ro = 5 (linha grossa).

¢(r) = atanh (av'Xn(r/ro)), (4.12)

onde rg é o raio do anel e a corresponde ao vacuo do potencial. A Fig 4.1a nos mostra a solugao tipo

anel (com a = A =1). A densidade de energia (Fig 4.1b)

Too = Aa? sech4(a\f)\ln(r/7“o)) (4.13)

determina a espessura do anel, que cresce linearmente com o seu raio e tem energia finita dada por
Ep—9 = 87m/3.
4.2 Localizacao de férmions

A anélise de localizacao de férmions em defeitos, parte da agao

Sperm = [ dededydz 30000 — 0 (8) 0], (4.14)

onde F'(¢) representa a fungao do campo escalar a ser escolhida, e 7 é a constante de acoplamento. O
acoplamento deYukawa, que representa a interagao do campo escalar com o espinor é uma condicao

fundamental para a andlise de localizacao de férmions em defeitos. Usamos os indices M, N para as
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(3,1) dimensoes. A equagao de movimento dos férmions é obtida na forma

00 — nF (§) % =0 (4.15)
ou explicitamente,
T Oy + 10, — nF (¢)p =0 (4.16)

onde as letras gregas p,v... sdo para as coordenadas (¢,z), e as letras latinas a, b, ... corresponderam
as coordenadas (y, z).

As matrizes T, "' sdo dadas por
% =iy? =ig!, T =iyl =62 (4.17)

)

e I'’?, T3 sdo convenientemente escolhidas para fornecer equacdes de Schrodinger no plano y — 2z, cujos

potenciais sao parceiros supersimétricos. Assim, equagao de movimento obtida é reescrita como
i7" 8,000 + L0 — nF (8) b = 0. (4.18)

Por conveniéncia, consideramos as coordenadas polares (r,0) no plano-yz, com as matrizes I’

correspondentes escolhidas como
, TV=i1= : (4.19)

Desse modo, a equagao de movimento (4.18) resulta ser

Or + %89 0

ivF o) +
0 _(a’r + %80)

¥ —nF (¢) % = 0. (4.20)

Agora, lancamos mao do mesmo método utilizado em localizagao de férmions em branas. Fazemos

a decomposicao quiral com o objetivo de dividir o espinor em termos de suas quiralidades

Z Rn (’l", 0) ¢Rn (t7 l‘)

v (t,x,y,z) = (4.21)
w | Ln(r0) v, (t,2)
A equagao de movimento é expressa como
Lni (80— 01) Y (0 + L09) R Rotg,
w0 =0 Ve ) [ r ) B ) p @ [ V) 2o (4.22)
Ryt (80 + 81) ¢Rn _Tan (87“ - %69) Ly, anLn

Agora, impondo que g, € ¥, 20 as componentes quirais do férmion de Dirac em 2D satisfazendo

a equagao de Dirac

(iv8,, — m) Vrn | _ 0, (4.23)

wLn
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ou explicitamente,

(00 = 1) Y = Mg

(4.24)
i (80 + 81) an =My, -
Em seguida, a eq.(4.22) se transforma em
| e | ) —F () o) o, (4.25)
Rympr, 7¢Ln (87” - %89) Ly anLn

O que fizemos foi dividir o espinor de Dirac em termos de suas duas componentes. Assim, obtemos

duas equagoes acopladas para Ry, (r,0) e L,(r,0):

- <87“ + i89> Rn + 77F ((]5) Rn - anv

(4.26)
(ar—i%) Ln+nF () Ly = mRy.
Aqui, temos
H R, = myL,
(4.27)
H L, = muRy,
onde
(H-i-)T = H_
(4.28)
(H.)' = H,.

Nosso objetivo é encontrar modos localizados, por isso é necessario transformar a equagao para
férmions em uma equacao tipo-Schrédinger para as fungoes de onda R, e L,, reescrevendo as eq.(26)

como

HgrR, = m2R,, (4.29)

HyL, = m2L,. (4.30)

onde Hr = H_H, e H;, = H, H_ sdo operadores hermitianos. Isso garante m2 > 0 e a impossibilidade

da existéncia de modos taquidnicos.
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A acado dada por Eq (4.14) pode ser integrada para obtermos uma acao ”standard” para férmions

quirais massivos

Sferm = Z/dt dx 1, [V 0y — muiby,, (4.31)
onde sao necessarias as seguintes condigéZs de ortonormalizacao para L, e Ry,

/rdr L,L, = /rdr R, R, = 0mn, (4.32)

/rdr LR, = 0. (4.33)

Modos taquionicos sao proibidos por causa do hamiltoniano garantir que o termo de massa é
real. Assim, adotamos uma interpretacao probabilistica para encontrar modos massivos de ambas as
quiralidades no anel. Precisamos resolver a equacao de Schrédinger para estudarmos o confinamento
dos modos quirais.

Na préxima se¢ao, vamos considerar separadamente os estados ressonantes para férmions de mao-

esquerda e mao-direita.

4.3 Ressonancias

Finalmente, podemos estudar a localizacao de férmions em um anel imerso em um espago-tempo
4-dimensional. Sabemos que, variando o valor de m?, obtemos funcées de onda, isto é, soluces da
equacao Schrodinger que se comportam como onda plana. Este comportamento é caracterizado pela
presenca de amplitude no defeito, seguido do vazamento desses modos, devido ao seu carater massivo.

Podemos interpretar estas amplitudes dentro do defeito como estados ressonantes.

4.3.1 Férmions de mao esquerda

Iremos primeiro estudar o caso de férmions de mao-esquerda com a variagao de alguns parametros tais
como o raio do anel e do momento angular.

A equacao (4.30) pode ser escrita como

S ohL, 0, F (6) L~ SR
_2m k(o) f D) 5L, + 12 F ()2 Ly, = m2Ly,. (4.34)
Fazemos a seguinte decomposicao
L(r,0) = >  xu(r) e, (4.35)
n,l
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que ao ser substituida na eq.(4.34) leva & equacao tipo-Schrodinger para o modo escalar x,,(r):

d*x,(7)

T + VE (o) xn(r) = m2x,(r), (4.36)
onde o potencial VL, (¢(r)) é dado por
Vi (o) = (D 2O s p (o)) + 0 (4.37)

Em (4.37), ¢(r) representa a solucao anel (Eq.4.12)). Outras decomposi¢oes podem ser encontrados
noutros contextos, como por exemplo na referéncia [55]. Devemos ressaltar que este resultado é geral
para a solucao do anel e se aplica a qualquer funcao de acoplamento F'(¢).

Neste trabalho, como exemplo, consideramos o ¢* dado por F(¢) = (1 — ¢(r)?)?. Construimos os
gréficos no programa Maple (Fig.4.2) que retrata a o potencial tipo-Schrodinger VL, (r) como uma
funcao de r para alguns valores de 79, 17, A e £. Notamos que para ¢ fixo e maiores valores de \/n e
rg, favorecem o aparecimento de estados ressonantes.

Outro fator importante foi observado na (Fig 4.2b). Aqui, vemos que o aumento do raio do anel
favorece o aparecimento de ressonancias dentro dele, porque o potencial Vi, é um potencial tipo

barreira com o pico localizado em torno r = ry. Pode ser observado tambem que, reduzindo os valores

de ry podemos reduzir e até mesmo destruir as possibilidades de encontrar modos ressonantes dentro

do anel.
i @ i (b)
150 - 150 -
100 - 100
50} sl
e m . | m\
1 2 XJ3 4 5 6 . —, - m

Figura 4.2: a) Potencial tipo-Schrodinger stgh para ¢ = 2 (curvas mais baixas), 50—i—stgh para { = 4

e 1004—\/;%,1 para { = 6. As curvas sao para A = 10 (trago fino), 50 e 100 (tragos mais grossos). Em

todas as figuras n =5 e 79 = 3. b) O mesmo que em (a), com ry = 6.
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4.3.2 Férmions de mao direita

Aqui, vamos estudar uma equagao tipo-Schrodinger para férmions de mao direita a partir dos parametros

ja discutidos. A eq.(4.29) é escrita como:

O’R, i 1,
2inF
L/ LN . () R +12F (r)° Ry = m2R,,. (4.38)
Fazendo a decomposicao
R(r,0) =Y py(r) e (4.39)
n,l
Obtemos uma equagao tipo Schrodinger para o modo escalar p,,(r):
d%p,,(r
SEnT) B (6 onlr) = mi (). (4.40)

A escolha para a funcdo F ja é conhecida, ou seja, o acoplamento é dado por F(¢) = (1 — ¢(r)?)2.

Assim, temos o potencial tipo-Schrédinger unidimensional V., (¢(r)) dado por

t(t—=1)  2ntF(¢(r))

VE(0(r) = =5+ ZE A g (o) + PP (6(r))? (441)

A Fig.(4.3) descreve o potencial tipo-Schrodinger V1

on(@(r)) como uma funcdo de r para alguns

valores de rg, 1, A e £, onde estamos interessados em obter ressonancias.

) @ 1 b
150 |- 150 {
100 |- 100 [
50 50
1 2 3 0 4 5 6 2 4 6 8 10

Figura 4.3: a) Potencial tipo-Schrédinger Vsljh para ¢ = 2 (curvas mais baixas), 50—i—V£h para { = 4
e 100+\/;fh para { = 6. As curvas sao para A = 10 (trago fino), 50 e 100 (tragos mais grossos). Em

todas as figuras n =5 e g = 3. b) O mesmo que em (a), com ry = 6.

Além disso, podemos observar que VL, (¢(r)) e VE (¢(r)) sdo parceiros supersimétricos. Desta

forma VL, (¢) e VE (¢) devem ter o mesmo espectro.

50



4.4 Resultados Numéricos

A fim de investigar numericamente os estados massivos, podemos ver que numa regiao proxima da

origem do defeito, o potencial é dominado pelo termo 1/72, levando a

- 2+
Vtsch(r) = 7“2 ) r << To, (442)

onde a partir de agora, o sinal superior e inferior representa a quiralidade esquerda e direita, respec-

tivamente. As solugoes finitas em r = 0 sao

1/1n(7“) = A\/;Jg;t%(mnr) + B\/;}/gi%(mnr) , £>0,
(4.43)
Q;Z)n (T) = A\/;J|g|$% (mnr) + B\/;}/m$% (mnr), < —1.
Devemos satisfazer a exigéncia fisica: ¢, (r = 0) = 0 and ¥/, (r = 0) = 0,. Isto implica que

estabelecemos B = 0 e por conveniéncia tomamos A = 1 antes da normalizagdo. Assim, consideramos

as seguintes condigoes aproximadas para r << ro:

P, (r) =~ \/?Jei%(mnr), 0=2,3,4..., (4.44)
U, (r) =~ \/FJMJF% (mpr), £=-2,-3,—4.., (4.45)
Ja que para os valores £ = —1,0, 1 as condi¢oes de contorno em r = 0 nao sao satisfeitas.

Definimos a probabilidade de encontrar férmions dentro do anel, Py, através da seguinte ex-

pressao
b AP
Anel = Frmax :
Jores dr iy, (r)?

Tmin

(4.46)

Utilizamos essa expressao para analisarmos as probablidades de encontrar férmions de Dirac com
uma determinada massa, dentro do defeito tipo anel. A Fig. 4.4 mostra alguns resultados para ¢ = 2,
ro = 3 en = 5 e varios valores de A, para as quiralidades esquerda e direita. Notamos que o aumento no
auto-acoplamento A\ do campo escalar, conduz a um aumento no nimero e duracao das ressonancias.
Essa andlise ¢ feita, observando cada pico nos graficos. Quanto mais fino é o pico, maior é o tempo de
vida da ressonancia correspondente. O espectro de ambas as quiralidades coincidem, como esperado

para parceiros supersimétricos.
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Figura 4.4: PX;;Z) versus m com ¢ = 2 fixo, ro = 3 e n = 5, para a) A = 10, b) A = 50 e ¢) A = 100.
Os graficos s@o para as quiralidades esquerda (linhas pontilhadas) e direita (tracejadas). Usamos

€ = 0.001, 7p5n = 0.005 € 7 = 20.

Agora, a Fig. 4.5a mostra uma fungdo de onda para m = 4.324, correspondendo ao pico mais
alto da figura Fig. 4.4a. Notamos que a funcao de onda oscila como ondas planas longe do anel, mas
tem uma amplitude muito maior na regidao r < rg. A maior amplitude de oscilacdo mostra que o
estado vive mais dentro do anel antes do vazamento na regiao exterior. Isso caracteriza um estado de

ressonancia.
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Figura 4.5: ¢(r) Para a quiralidade direita, £ =2, 79 =3, 7 =5 e A = 10 e a) m = 4.324 (estado

(b)

ressonante) e b) m = 4.0 (estado nao-ressonante). Usamos € = 0.001, 7,5, = 0.005 € 70, = 20.

A Fig. 4.5b mostra a fung¢ao de onda para m = 4.0, correspondendo a Pgy,e =~ 0 na Fig. 4.4a.
Notamos que a funcao de onda oscila como ondas planas longe do anel, e tem uma amplitude muito
menor na regiao r < rg. Isso mostra que esse estado massivo nao pode viver dentro do anel e é expulso

para a regiao exterior, caracterizando um modo massivo livre e, ndo um estado de ressonancia.

Noés também variamos o valor do acoplamento 1 > 1 e verificamos que para A , £ e rg fixos, os picos
de ressonancia sao mais pronunciados para maiores valores do acoplamento 7. O aumento de r¢ com
outros parametros fixos também levam um aumento no nimero e do tempo de vida das ressonancias,
como pode ser visto comparando Fig.4.4c e Fig.4.6. Por outro lado, pequenos valores de rg, conduzem
a auséncia de ressonancias, o que significa que os estados fermidnicos sao mais facilmente expulsos do

anel.
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Figura 4.6: PXV’LZ;) versus m com A = 100 fixo, { = 2, n = 5 e rp = 5. Os gréaficos sdo para as
quiralidades esquerda (linha pontilhada) e direita (linha tracejada). Usamos € = 0.001, 7,5, = 0.005

€ Tmaz = 20.

Observamos na Fig.4.7, que para nn = 0.5 nao existem ressonancias.

0.4

0.3

0.2

Figura 4.7: P,Eé;:; versus m com A = 100, £ =2, ro = 5 e n = 0.5 fixos. O gréfico é para a quiralidade

direita. No6s usamos € = 0.001, 7,5, = 0.005 € 74, = 20.

Dessa forma, nossos resultados numéricos concordam com nossa analise qualitativa para o potencial

Schrodinger. A melhor op¢ao para encontrar ressonancias é entao, considerar A/n > 1, with n > 1.
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Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Uma parte deste trabalho estd baseado em revisoes de atividades ja desenvolvidas por outros
pesquisadores e livros textos que concentram informacoes sobre os contetidos aqui abordados. Outra
parte esta relacionada a uma pesquisa inédita feita pelos autores, envolvendo localizagao de férmions
em um anel imerso em (3,1) dimensoes.

Nosso objetivo principal nos primeiros capitulos foi abordar de forma clara e sucinta os principios
fundamentais de defeitos topoldgicos, bem como, sua origem, caracteristicas e os teoremas envolvidos.
Isso, para que no capitulo 4 pudéssemos analisar o processo de localizagao de férmions num defeito,
sem precisar voltar aos conceitos fundamentais, ja expostos.

No capitulo 2 estudamos a quebra espontanea de simetria, utilizando exemplos ja conhecidos. Ex-
plicamos que em tais situacoes surgem os chamados defeitos topoldgicos. Ainda neste capitulo, vimos
que solitons sao solucoes de uma classe de equagoes diferenciais nao-lineares e por serem localizados e
estaveis sao amplamente utilizados nos estudos de defeitos topoldgicos. Estudamos modelos em (1,1)
dimensoes com dinamica padrao, encontramos a equagoes de movimento, fizemos comparacoes entre o
modelo ¢* que apresenta solugio tipo kink e o modelo ¢* invertido que apresenta solugio tipo lump.
O confronto entre essas duas solucoes foi feita através da andlise grafica do potencial, solugao para
o campo e densidade de energia. Os gréaficos foram gerados no programa Maple e confrontado com
trabalhos publicados na literatura especializada.

Para o estudo de defeitos em dimensoes maiores, ainda no capitulo 2, estudamos o teorema de
Derrick que limita solugbes solitonicas para 2-dimensoes. Mostramos duas formas de contornar esse
teorema e em seguida fizemos uma revisao de modelos com dindmica generalizada.

No capitulo 3 estudamos espinores em dimensoes arbitrarias, bem como, as matrizes-1" e o operador
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de Dirac. Esse estudo se fez importante devido sua utilizacao no capitulo seguinte.

Enfim, no capitulo 4 investigamos a ocorréncia de estados ressonantes dos campos fermionicos
em um defeito construido a partir de um campo escalar imerso em um espago-tempo de Minkowski,
possuindo dependéncia explicita com a distancia radial r em sua densidade Lagrangiana. O estudo
de ressonancias nos fornecem detalhes importantes sobre o acoplamento com o anel, por este motivo,
o nimero e o tempo de vida do espectro dependem do raio do anel e dos parametros do modelo. A
fim de obter os modos massivos fermionicos, é essencial transformar a equacao para férmions em uma
equacao que nos forneca uma interpretacido probabilistica para ambas as quiralidades. A equacdo de
Schrodinger, responsavel por lidar com o problema quanto-mecanico pode fornecer modos ressonantes,
que foram resolvidos numericamente. Aqui, consideramos no acoplamento F(¢) = (1 — ¢%)2, e nés
analisamos sua influéncia no estudo de localizagao de férmions. O estudo qualitativo do potencial
indica que, para um momento angular conveniente, grandes valores de 7y & \/n favorece o aparecimento
de estados ressonantes. Podemos também afirmar que o potencial para ambas as quiralidades decai
assintoticamente longe do defeito e tem uma barreira em torno da regiao do raio do anel. Um conjunto
de picos de ressonancias sao obtidos devido ao cardter supersimétrico do potencial proporcionando a
coincidéncia nos espectros, demonstrando a realizagdo de férmions de Dirac.

Depois de utilizar uma solucao aproximada para uma regiao dentro do anel, conseguimos férmions
massivos com tempo de vida finitos e, por meio de um nimero de condicoes de contorno necessarias
em 7 = 0 os valores para o momento angular £ = +1 e 0 s@o automaticamente extintos. Percebemos
um maior nimero de picos e no tempo de vida das ressonancias com base no crescimento do auto-
acoplamento-(A) da solugao, o acoplamento n > 1, desde que satisfaca A/n e do raio do anel. No
entanto, os valores mais baixos de rg, contribuem para a auséncia de estados massivos dentro do anel,
caracterizando férmions livres.

Uma possivel extensao deste trabalho e que sera investigada futuramente é a anélise de localizacao

de campos de Gauge nesta classe de defeitos.
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Apendice A

Lagrangiana em teoria de campos

A lagrangeana em uma teoria com um campo escalar real é descrita por

- % O — V(). (5.1)

A expressao para o potencial depende do modelo a ser estudado. No sistema natural, as dimensoes

de tempo e espago sao iguais, logo a acao é descrita como
S = /z:dNHx (5.2)
Aplicando o principio de minima ac¢ao temos,
68 = 5/£dN+1x =0. (5.3)

A acao é uma fungéo do campo ¢ e de suas derivadas, logo temos:

68 = / dNtig { 5o + (af 9,.9) (am)] =0. (5.4)

Trocando a ordem dos termos 0 e J,, no segundo termo e, aplicando a regra da cadeia na equacao

acima, chega-se a seguinte expressao

58 = /dN“ [—a ((f)(‘gf@”am/dzwmm( (8f¢)5¢) (5.5)

Considerando que d¢ nos extremos é nula, resta apenas a primeira integral na equagao acima:

68 = /dN“ [ ., (a(gjm”&p =0, (5.6)
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e a equagao de Euler-Lagrange obtida é

oL oL
a0 <a<au¢>) - 7

Vamos agora, calcular o segundo termo da eq.(5.7). Aplicando a métrica g"” na lagrangiana (5.1),

obtém-se

1
L= 59“”8,@81,(1) - V(o).

Derivando essa lagrangiana em relagao as derivadas do campo ¢,

oL 1uy[8 00 ayqs]
00,0 27 |780,0) T 50,0
_ %gw [ay¢5ﬁ+au¢5g}

1 v
- 3 [6%55 +0 ¢55]

1 1
— 1P =P
23¢+23q§.

Logo,
oL
50,9 9,0,0. (5.8)
E para o primeiro termo da eq.(5.7), temos
oL av
9 —@. (5.9)

De (5.8) e (5.9) obtém-se a equagao de movimento

dv
0t + 55 =0, (5.10)

onde fizemos a mudanga dos indices p por p, pois sao indices mudos.
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Apendice B

Localizacao de férmions em branas

A andlise e localizagdo de férmions em branas é feita considerando a equagdo de Dirac massiva.

Primeiramente realiza-se a seguinte transformacao de coordenadas:

dz = e~ Wy, (5.11)

onde a métrica é dada por
ds® = 62‘4(7)“1/d1‘”dx”). (5.12)
Em cinco dimensdes as matrizes-I' satisfazem a relacio I'M = e%f‘ﬁ com M TN = 24MN,

Por conveniéncia, M, N, ... representam os indices locais de Lorentz e I'™ | as matrizes-I" em cinco
dimensoes.

Com a nova métrica as matrizes-I" assumem a forma

I = (e74# e, (5.13)
e as derivadas covariantes
0, A
D, =03, + 2 v,7°, D5 = 05. (5.14)
onde v* e +° sdo as matrizes-I' usuais na representacio de Dirac. A acdo de Dirac para spins %
acoplados com um campo escalar e gravidade em 5D é
Sy = /da:4dy\/—g<\I/FMDM\I/ - nEF\p), (5.15)

onde ® é o campo escalar que constitui a brana, 1 é a constante de acoplamento. O campo V¥ é o

espinor de Dirac que definimos:
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o= "] (5.16)
U

A partir da equagao de Eule-Lagrange, encontramos a equacao de movimento para o campo ®, cha-
mada de equacao de dirac:

(TMDy¥ —nF(¢)) ¥ =0. (5.17)
Decompondo a equacao de Dirac em relacao a dimensao extra, temos
(T*D,, +TI°Ds — nF(¢)) ¥ =0, (5.18)
que resulta em,
_ 1 _
(™" [0 + 5(0:4)7,7°) + € 49°05 — nF (9)) =0 (5.19)

Agora utilizamos a igualdade ’y“’yu = 4.1444 para obtermos
(V0 +7°(0: + 20,A) — e“nF(4)] ¥ = 0. (5.20)

Para decompormos o espinor ¥ em termos de suas componentes quirais, aplica-se um mecanismo

de decomposicao quiral geral

V(w,z) =Y dp(@)ar(z) + ) vr@)arz), (5.21)

com ¥ (z) = =Y. (7) e Yr(x) = =7 g(z) que sdo as componentes de quiralidade esquerda e
direita para o campo de Dirac 4-dimensional com massa m. Para que os campos de spin—% localizados

na brana conectarem as duas quiralidades, devem satisfazer as equagoes de Dirac massivas,

VDb (@) = mipp(a), (5.22)

YO r(x) = my (). (5.23)

A partir das equacgoes acima, encontramos as equagoes acopladas para ar(z) e ar(z):

D, + 20, A + ne F(¢)ar(z) = mag(z), (5.24)

D, +20.A — ne F(¢)ar(z) = —mar(z). (5.25)

2A 2A

Implementamos as mudancas de variaveis &y = e““ay e dp = e““ap afim de obtermos equagcoes
tipo Schrodinger para os férmions de quiralidades de mao esquerda e mao direita que sao escritas na
forma

[—02 + Vi (2)laL = m*ay, (5.26)
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[—02 + Vgr(2)lar = m*ag. (5.27)

Aqui, os potenciais efetivos sdo dados por

Vi = NP FP(¢) — e F(¢) — (9-A)e’ nF(9), (5.28)

Vi = X0 F?(¢) + e"n0.F(¢) + (0:A)e nF (9), (5.29)
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Apendice C

Potenciais supersimétricos

Potencial supersimétrico: Para ¢ > 0

Primeiro consideramos que V;%h tem o estado fundamental do sistema. Escrevemos o Hamiltoniano

na forma

L
HG =m2y,
podemos reescrevé-lo como um produto de operadores auto-adjuntos,

d2

(L) _ L _
Hsch - _dT‘2 + Vvsch - ATA
dados por
d
A=—+W,
dr W
d
Al = —— 4+ W.
dr +
Isso nos garante que seus auto valores sejam positivos. Para obtermos o hamiltoniano H gf,g, vamos
aplicd-lo em um auto-estado ¥ da seguinte forma
d dy
gHYy = (-2 +w) (=2 +w
sch ¥ <dr+ ><dr+ ¢>
d>p AW 9
—_ = — Wb,
dr? dr YWY
Logo, operador Hamiltoniano assume a forma
2
(L) d dw 9
H ] =——F3%— — .
sch 72 o + W=, (5.30)



onde o potencial VLh é dado por
aw

Vie dr

2
sch — =W
Para férmions de mao-direita temos o seguinte operador Hamiltoniano

) __d
Heyp = =5+ Vil = AAT

Aplicando novamente esse operador sobre um auto-estado 1, obtemos

WD = (Lew ) (2 w)
= —‘fff+w+w2¢,
que resulta em
a" —%jt%jtw?,
onde
Vo = W2+ d;;/

Consideramos W o potencial supersimétrico e tomando (5.31) e (5.33), obtemos

W2 — Vo + Ve
2
E para a derivada,
aw _VE VL
dr 2

Utilizando (4.37) e (4.41) é fécil verificar que o superpotencial é

W = (€+17F>
r

E o modo de zero é obtido para Ay, = 0,

r . r /¢
Yo = exp{—/o dr'W(r’)}zanéexp{—/e dr'p%—nF(r’)

0] on{ o )

Aqui, 1y é normalizado apenas para ¢ = 0.

63

|

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)



Agora considerando que sth tem o estado fundamental do sistema.

O operador Hamiltoniano tem o produto de operadores auto-adjuntos dado por

gn_ @

R
sen =~ 73 Vech = ATA.

Aplicando esse operador num auto-estado v, obtemos

H = (—d+W) (deer)

dr dr
d>p AW 9
= ——s - —F w
dr?2  dr v+ W,
que resulta em
2
(R) _ _d P B dw 9
Hoen = dr? dr¢+W¢
onde o potencial V;}h é dado por
dw
VE =w? - —
sch dr

Para férmions de mao-esquerda temos o seguinte operador hamiltoniano
2

) _ _d Lo_
Hsch - _W + Vtsch = AAT

E apds aplicarmos esse Hamiltoniano sobre um auto-estado qualquer, obtemos

(L) _ 2
H) =~ +—+ W
Onde
aw
VL — W2
sch + dr

Com estes resultados, verificamos que o superpotencial, agora assume a forma
L
W =—- —nF.
r

E o modo de zero é obtido para Ay, =0

o (r) = eXp{—/Ordr’W(T/)}:li_{%exp{/rdr’ﬁ%—nF(r’)}

Yo (r) = [lg% (:)1 exp {77/07' dr'F (r’)}

Novamente 1), é normalizado apenas para ¢ = 0.

64

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)



Condicoes iniciais

A fim de investigar numericamente os estados massivos, primeiramente, podemos ver que, em uma

regido préxima a origem para £ > 1 o potencial é dominado pelo termo proporcional a 1/r2, levando a

- 2Ly

Vsch(T) = 2’ T << 7o
For ¢/ >1
Assim a equagao de Schrodinger é

d*p ((+£1) 5
dr? r2 Y=my
Fazendo a seguinte mudanga v = mr, obtemos

d*y 0(0£1)

hallh 12—y =

az " [ u? ] v=0

Agora tomando ¢ = u!/ 2, obtemos a equacao
1 1\?
1—- = (/f£=

v (u) :AJ&% (u)—l—BYei% (u)

d? 1d
T

=0
du?  wdu 14

cuja solugao é

E pode ser reescrita como

¥ (r) = (mn)'? T (w)

Para ( < -1, (= —|{|

Neste caso temos o potencial

: 1€1* F 1

Vsch(r) = 2 , r<<rnrg
E a equacao de Schrodinger torna-se

|0l F1) 2

Cdr? * r? Y=my
Novamente fazendo a mudanca u = mr obtemos

d*y £ (elF 1)

G ]. e =

az T [ u? ] v=0
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Agora através de 1) = u'/2¢ chegamos a seguinte equacéo

o 1dp (71 1
I 1— _ _
du? + u du + [ u2 4u2] 0
¢ 1dyp 1 1\?
Ce 2@ o (== = 0
du?  ud + 2 <| ¥ 2> 14
que tem como solugao
ou
. 1/2
B (7) = ()2 Jyp s () (5.43)

Supepotencial para ¢ < (

Considerando que V%, tem o estado fundamental do sistema

Aqui os potencias tipo-Schrodinger, e que sao parceiros supersimétricos sao dados por

o ga-1 FdE 5
Ve = — 5 —2lWn——n_-+nF
R _ Ad4+1) FodE o
Vi = — 53— —2Wn—-+n_-+u'F
onde
W2 — Voen + Vet aw Ve =V,
2 ’ dr 2
Apartir destas condicOes, o superpotencial encontrado é
= —M +nF (5.49)
-, nt. .

E a obtencgao de modo zero é obtido apartir de

o (r) = eXp{_ /Ordww(rf)} e { /d 0 e (r,)}

€

Yo (r) = [ll_{% (:)Ifl] exp{—n/(: dr' F (r’)}

) 7\ 14
lim <7) =
e—0 \ €

onde 1), é normalizado apenas para ¢ = 0.
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Considerando que V£ tem o estado fundamental do sistema

Agora o superpotecial é escrito na forma
_
W = nF (5.50)
r

E o0 modo zero é obtido a partir de

s r e
o = enf- L)oo [0 )

i) = [ () el e}
1, (=0
tig (£) " -
0, £<0

Dai conclui-se que existem modos zero normalizados apenas quando £ = 0 e esta condigao nao esta
dentro do interesse do estudo aqui realizado. Logo, dentro das condigoes de interesse, nao existem

modos normalizados, o que leva a uma quebra expontanea de supersimetria.
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