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Resumo

Nos ultimos anos, houve um aumento significativo no interesse em teorias que
violam a simetria de Lorentz. Estudos tém sido realizados na tentativa de incluir
termos que violam a simetria de Lorentz no Modelo Padrao (MP). Esta tentativa
culminou no surgimento do chamado Modelo Padrao Estendido (MPE). Este mo-
delo contempla todas as possiveis modificacoes que sao consistentes com as propri-
edades ja bem estabelecidas, tais como renormalizabilidade e a estrutura de gauge
do MP. Mais recentemente, uma versao nao-minima do MPE foi desenvolvida
para os setores dos f6tons, neutrinos e para os férmions. Esta versao nao-minima
caracteriza-se pela presenca de altas derivadas. Uma das novas propriedades nesta
versao nao-minima é a perda da renormalizabilidade.

Neste trabalho, estudamos os principais aspectos da teoria de Dirac modificada
no MPE nao-minimo. N6s nos concentramos em dois tipos de operadores a saber,
operadores pseudovetoriais e tensoriais. Estes dois operadores exibem uma propri-
edade incomum, eles quebram a degenerescéncia de spin. Esta nova propriedade
manifesta-se, por exemplo, na presenca de duas relagoes de dispersao diferentes,
uma para cada projecao do spin. Para resolver a equagao de Dirac modificada por
esses operadores, introduzimos um novo método que foi sugerido por Kostelecky e
Mewes em um trabalho recente. Este método permite bloco-diagonalizar a equagao
de Dirac modificada e, assim, nos fornece uma nova maneira de obter os espinores.
Os objetivos do presente trabalho sao os seguintes. Primeiro, iremos rever alguns
conceitos essenciais para o entendimento do MPE. Segundo, apresentaremos a ex-
tensao do setor fermionico minimo para o nao-minimo. Terceiro, descreveremos
o método que bloco-diagonaliza a equacao de Dirac modificada e calcularemos as
equacoes de campo. Por fim, calcularemos as relagoes de dispersao exatas e as

solucoes espinoriais para cada configuracao nao-minima dos operadores citados.

Palavras chave: Violacao da simetria de Lorentz, Modelo-Padrao Estendido,

Teoria de Dirac modificada, Equacao de Dirac, Espinores e relagoes de dispersao.
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Abstract

For the recent years, there has been a growing interest in Lorentz-violating the-
ories. Studies have been carried out addressing the inclusion of Lorentz-violating
terms into the Standard Model (SM). This has led to the development of the Stan-
dard Model Extension (SME), which is a framework containing modifications that
are power-counting renormalizable and consistent with the gauge structure of the
SM. More recently, a nonminimal version of the SME was developed for the photon,
neutrino, and fermion sector additionally including higher-derivative terms. One
of the new properties of this nonminimal version is the lost of renormalizability.

In this work, we study the main aspects of a modified Dirac theory in the non-
minimal Standard-Model Extension. We focus on two types of operators namely,
pseudovector and two-tensor operators. These two operators display an unusual
property; they break the degeneracy of spin. This new property becomes manifest
in providing two different dispersion relations, one for each spin projection. To
solve the Dirac equation modified by those operators, we introduce a new method
that was suggested by Kostelecky and Mewes in a recent research paper. This
method allows to block-diagonalizing the modified Dirac equation and, thus, per-
mits us to obtain the spinors. The objectives of the current work are as follows.
First, we will review the main concepts for understanding the SME. Second, we
will introduce how to extend the minimal fermion sector to the nonminimal one.
Third, we will describe the method that block-diagonalizes the modified Dirac
equation and we will compute the field equations. And, finally, we will get the
exact dispersion relations and the spinor solutions for operators of arbitrary mass

dimension.

Keywords: Lorentz violation, Standard-Model Extension, Modified Dirac the-

ory, Dirac equation, Spinors and dispersion relations.
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Capitulo 1
Introducao

O advento da Mecéanica Quantica (MQ) e da Teoria da Relatividade Restrita
(TRR) no século XX elevou a Fisica a um novo patamar. Fenémenos outrora des-
conhecidos e nao compreendidos a luz das teorias vigentes passaram a ser entao
entendidos. Efeitos como a radiacao de corpo negro, efeito foto-elétrico, inter-
pretacao consistente dos resultados obtidos por Michelson-Morley em 1887, entre
outros, ganharam uma interpretacao consistente. Os esforcos empregados para se
entender cada vez mais essas teorias culminaram no desenvolvimento das moder-
nas Teorias Quantico-Relativisticas (TQR). As TQR’s sao tteis na descri¢ao de

fenomenos que envolvem particulas em altas energias, por exemplo.

Uma das TQR’s de maior sucesso foi desenvolvida por Dirac em 1928 e foi
reportada pela primeira vez no artigo [1]. A equacdo de Dirac, como ficou co-
nhecida, foi desenvolvida com o proposito de sanar varios problemas. Primeiro,
observou-se que o numero de estados estacionarios em atomos hidrogenoides eram
duas vezes maior que aqueles previstos por modelos teéricos quando tratavam elé-
trons como objetos pontuais sem nenhum nimero quantico interno. O primeiro
modelo teérico que concordava com os resultados experimentais foi proposto por
Pauli. Pauli introduziu o conceito de spin na equacao de Schrodinger para explicar
os resultados experimentais da época. No entanto, a no¢ao de spin introduzida
para explicar tais resultados nao surgio de maneira natural, mas sim introduzida a
mao. Portanto, uma das motivacoes de Dirac para desenvolver uma nova teoria foi

tentar descrever essa nova propriedade de maneira mais natural. Segundo, algu-



mas inconsisténcias com a proposta de unificacao entre MQ e TRR, desenvolvida
inicialmente por Klein e Gordon, motivaram Dirac a buscar uma nova maneira
de abordar esse problema. A seguir, mencionamos alguns problemas da teoria
elaborada por Klein e Gordon: falta de explicacoes plausiveis, & época, para as
energias negativa obtidas e a obtencao de probabilidades negativas, foram alguns
dos problemas. O problema das probabilidades negativas, uma explicagao satis-
fatoria para as energias negativa, a descricao natural para o spin das particulas e
muitas outras inconsisténcias foram resolvidas com sucesso pelo modelo de Dirac.
Com o surgimento das Teorias Quanticas de Campos (TQC) a equagao de Dirac
ganhou uma nova interpretagao: a equagao que descreve particulas fermionicas de

spin % Ja a teoria de Klein e Gordon descreve apenas particulas sem spin.

As TQC’s permitiram um entendimento mais profundo das chamadas intera-
¢oes fundamentais, que classificam-se como: eletromagnética, nuclear forte, nuclear
fraca e gravitacional. Com excecao da gravitacao, as modernas TQC’s permitiram
uma descricao quantica para essas interagoes. As teorias mais bem sucedidas em
explicar os fenémenos que advém das interacoes fundamentais sao: Eletrodinamica
Quantica (QED), Cromodinamica Quantica (QCD) e Teoria Eletrofraca. Todas
estas teorias juntas formam um grande arcabouco teoérico conhecido como Modelo
Pardao (MP). O MP ¢ um grande modelo tedrico que descreve tanto as interagoes
eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca, quanto as particulas fundamentais
que compoem toda a matéria. A simetria de gauge, cujo grupo continuo é repre-
sentado por SU, (3) x SUL (2) x Uy (1), é um ingrediente muito importante do
MP. Outro componente de vital importancia no MP é o mecanismo de Higgs,
responsavel por quebrar espontaneamente a simetria de gauge. Uma das princi-
pais consequéncias desse mecanismo manifesta-se na presenca de bosons de gauge
massivos. Esse mecanismo também é responsivel por dar massa as particulas
elementares. Apesar de ser um grande modelo, o MP deixa varias questdes em
aberto, como por exemplo, nao fornece uma descricao quantica consistente para a
interacao gravitacional.

O palco onde todos os eventos supracitados ocorem é conhecido como espaco-
tempo. A estrutura do espaco-tempo e suas simetrias sao os pilares que sustentam
teorias como a TRR, Relatividade Geral (TRG) e a propria Fisica das particu-

las elementares. Portanto, o estudo das simetrias dessa estrutura e suas possiveis



violagoes nos oferecem a oportunidade de explorar aspectos fundamentais da na-
tureza. Sabemos que a simetria de Lorentz é a simetria fundamental que descreve
o espaco-tempo. O estudo da violacao dessa simetria tem sido objeto de intenso
estudo nas ultimas décadas, gracas a constatacao de que teorias de carater mais
fundamentais poderiam induzir a quebra espontanea da simetria de Lorentz. Como
exemplos, a violagao da simetria de Lorentz pode ocorrer em alguns modelos de
teorias de cordas [2-6|, em teorias de loop quantum gravity |7, 8|, em teorias de
campos em espagos-tempos nao comutativos |9, 10|, em modelos que descrevem a
estrutura do espago-tempo em pequenas escalas [11-13|, em TQC’s em espagos-
tempos com topologias nao triviais |14, 15] e, por fim, em teorias de gravidade de
Hofava-Lifshitz [16].

O grande nimero de modelos que sugerem a quebra espontanea da simetria de
Lorentz, alinhado ao fato de nao existir um modelo preferencial entre eles, acaba
inviabilizando a extracao de informacoes precisas. Assim, nao é tarefa facil sondar
se efeitos advindos de um determinado modelo podera ser gerado por outro e vice-
versa. Portanto, fez-se necessario a criacao de um modelo efetivo que pudesse
contemplar todos os efeitos que advém da violacao espontanea da simetria de
Lorentz sem a necessidade de conhecer precisamente qual teoria de gravitagao
quantica é correta. O modelo em questao deve incluir em seu arcabougo todos
0s possiveis termos que violam a simetria de Lorentz. Esses termos devem ser
consistentes com a invariancia de coordenadas e com a estrutura de gauge ja bem
estabelecida do MP. O modelo efetivo que inclui todos os possiveis efeitos da
violacao da simetria de Lorentz de maneira consistente em todos os setores do MP
e na TRG é conhecido como Modelo Padrao Estendido (MPE) [17-19]. Os termos
que violam a simetria de Lorentz podem ser decompostos em operadores que sao
interpretados como campos de fundo (background fields) e permeiam o vacuo. Ja
que a propria estrutura do vacuo é modificada, novos efeitos podem surgir, tais
como, novos modos de propagacao, efeitos tipo birrefrigéncia entre outros.

Os operadores que violam a simetria de Lorentz sao classificados de acordo com
sua dimensao de massa. O namero finito de operadores com dimensao de massa
3 e 4 compoem o chamado MPE minimo [18]. O restante dos operadores com
dimensao de massa d > 4 estdo contidos no MPE nao-minimo [20-24]. O MPE

nao-minimo é uma generaliza¢ao natural da versao minima do MPE que torna-se



relevante em escalas de energias maiores. Uma outra razao para se considerar
uma versao nao-minima do MPE deve-se ao fato de algumas teorias que preveem
a violacao da simetria de Lorentz serem mapeadas apenas neste setor. Um dos
exemplos conhecidos na literatura sao as teorias de campos em espacgos-tempos
nao comutativos. Nesta teoria, o tensor que descreve a nao comutatividade do
espaco-tempo possui dimensao de massa negativa e, portanto, ¢ mapeado apenas
no MPE nao-minimo [25, 26]. Assim, no cenario atual em que o MP ¢é interpre-
tado como uma teoria efetiva (a baixas energias) de um modelo mais fundamental
(Teoria de Gravitacdo Quéantica), entdo podemos conceber o MPE minimo e o
MPE nao-minimo como correcoes naturais ao MP. Essa concepcao nos permite fa-
zer a seguinte identificacao: Gravitacao Quantica = MP + MPE minimo + MPE
nao-minimo + ---. Em vista disso, um modelo efetivo para descrever a Gravi-
tacao Quantica em diferentes escalas de energias requer a introducao de termos
que descrevam novos efeitos. Logo, podemos idealiza-lo como uma série (onde os
novos termos sao entendidos como correcoes relevantes em escalas de energia mai-
ores que a do MP) onde vamos aglomerando mais informagoes e, assim, temos o

conhecimento mais preciso da teoria fundamental.

A primeira dessas correcoes, o MPE-minimo, tem sido amplamente estudado
e cada vez mais os coeficiente que induzem a violacao estao sendo limitados. Al-
gumas propriedades a tree-level foram investigadas em uma larga série de artigos
[27-36] e correcoes radiativas em [37-49]. O setor minimo dos férmions foi estu-
dado em [50]. Nesse trabalho, propriedades como estabilidade, microcausalidades
e nao-localidade foram amplamente investigadas. Em [51] foram investigados os
limites nao-relativisticos da equacao de Dirac modificada pelos coeficientes a e b e
suas consequéncias.

No que diz respeito ao setor nao-minimo, operadores vetoriais e pseudovetori-
ais de dimensao de massa 5 foram estudados em [52, 53|. Nesses dois trabalhos,
os autores impoem restricoes aos valores dos background fields. Os operadores
nao-minimo a, ¢, f e 1 de dimensdo de massa 5 foram estudados em [54]. Esse
ultimo artigo destaca-se por investigar a unitariedade para toda a classe de ope-
radores conhecidos por serem degenerados com respeito ao spin. Esse trabalho
fornece de maneira detalhada os propagadores para cada uma das configuracoes.

Investigacoes detalhadas para a classe de operadores nao-minimos que quebram
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a degenerescéncia de spin (operadores l;, cZ, ﬁ, e g com dimensao de massa ar-
bitraria) ainda nao foram reportados a literatura. Portanto, caracteriza-los sao
tarefas em aberto. Assim, nosso objetivo principal neste trabalho é investigar
estes operadores.

Esta dissertacao esta organizada como segue. No capitulo 2 descrevemos de
maneira sucinta os conceitos e consequéncias da presenca de simetrias em sistemas
fisicos. Apresentamos as simetrias discretas C, P, T e CPT e suas consequéncias na
teoria de Dirac; demos énfaze especial em como os covariantes bilineares se trans-
formam sob a acao dessas simetrias. Abordamos também os principais conceitos
envolvendo os grupos de Lie. Esses grupos desempenham um papel importante
na Fisica de particulas e na teoria de Campos. Apresentamos sucintamente os
grupos U (1), SU (2) e SU (3) como exemplos de grupos de Lie, visto que de-
sempenham papel de grande relevancia no MP. Por ser um grupo de Lie e ser
de grande relevancia na Fisica e neste trabalho, o grupo de Lorentz também foi
estudado sistematicamente.

No capitulo 3 descrevemos como esta organizado o MPE [17, 18], bem como
as suas principais propriedades. Mostramos como a violacao explicita da simetria
de Lorentz ¢ implementada dentro dos vérios setores desse modelo. Nesse capitulo
damos énfase aos setor dos férmions, ja que esse é o setor que estamos interessados
em avaliar. Mostramos como o setor fermionico do MPE-minimo esta organizado
e discutimos os principais resultados da literatura.

No capitulo 4 estudamos detalhadamente como estender os coeficientes renor-
malizaveis, apresentados no capitulo 3, para operadores de dimensao arbitraria
que estao contidos no MPE-ndao-minimo. Esse setor congrega todos os operadores
nao-renormalizaveis e possui um nimero infinito deles.

Apobs a generalizacdo do setor fermionico, fizemos um estudo sistematico da
densidade Lagrangeana apresentada nequela secao. A partir da densidade La-
grangeana generalizada obtivemos as equacoes de campo, a equacao de dispersao
exata, além de sondar algumas propriedades relevantes da relacao de dispersao
em primeira ordem. Descrevemos ainda uma nova abordagem tutil para resolver a
equagao de Dirac modificada pelos operadores nao-minimo. Essa metodologia pos-
sibilita generalizar as solugoes espinoriais, bem como contornar alguns problemas

que surgem na obtencao dassas solugoes devido a presenca de operadores pseudo-



vetoriais e tensoriais. Esse capitulo é, em grande parte, uma revisao da literatura
e, portanto, baseia-se fortemente no artigo [22]; por esse motivo, tentamos detalhar
o maximo possivel todas as propriedades relevantes.

Iniciamos o capitulo 5 expondo as propriedades gerais das relagoes de dispersao
que descrevem as particulas e antiparticulas. Descrevemos também o procedimento
a ser utilizado na obtencao dos espinores, dos anti-espinores e suas generalizagoes.
A normalizacao adotada ao longo do capitulo também foi discutida. Prossegui-
mos fazendo uso da metodologia apresentada no capitulo 4 para obter a forma
bloco diagonal e as solugoes da equacao de Dirac para todas as configuragoes dos
operadores Ar e T Comecamos o estudo dessas solucoes espinoriais com a con-
figuracao “isotropica” e, logo em seguida, avaliamos as configuracoes anisotropicas
dos operadores Ar e T separadamente. Por fim, analisamos a consisténcia das
solugoes e algumas consequéncias na dinamica e nas relacoes de dispersao devido
a presenca de derivadas temporais extras.

As principais conclusoes desta dissertacao sao apresentadas no capitulo 6. No
apéndice A apresentamos alguns passos necessarios na obtencao da equacao de
dispersao exata obtida no capitulo 4. No apéndice B calculamos as solucoes exatas
da equagao de Dirac modificada para algumas configuracoes do setor minimo do
MPE via procedimento usual. O apéndice C destina-se a aplicagdo da metodologia
apresentada no capitulo 4 ao caso mais simples, a saber: equacao de Dirac livre.
Neste apéndice calculamos explicitamente a forma bloco diagonal da equacao de
Dirac livre, obtemos as relagoes de dispersao, as solucoes espinoriais e, por fim,
mostramos a conexao entre as representacoes quiral e standard. Ja o apéndice D
nos mostra como a transformacao U modificada pelos operadores S e V¥ atua sobre
a equacao de Dirac modificada pelos operadores S e V¥, Para esse caso, obtemos
a forma bloco-diagonal da equagao de Dirac modificada, as relacoes de dispersao
e as solucoes espinoriais. Resaltamos que todas essas solucoes sao exatas e podem
ser generalizadas para qualquer configuracao, seja ela minima ou nao-minima. No
apéndice E obtivemos os propagadores para todas as configuragtes do operador
Q. Por fim, porém nao menos importante, obtivemos alguns resultados para as
matrizes espinoriais no apéndice F. A menos que seja dito o contrario, unidades

naturais serao usadas ao longo do texto, ou seja, faremos h = ¢ = 1.



Capitulo 2
Simetrias: Uma introducao

Sabemos que as simetrias sao entes onipresentes na natureza. A percepcao
do papel crucial desempenhado pelas simetrias é muito antiga. Os gregos, por
exemplo, aparentemente acreditavam que as simetrias da natureza deveriam estar
relacionadas com os movimentos dos objetos: estrelas devem se mover em circu-
los por que estas sao as trajetorias mais simétricas. Com o passar do tempo e o
desenvolvimento do método cientifico os conceitos e implicacoes das simetrias fo-
ram se tornando mais precisos. Newton, por exemplo, reconheceu que as simetrias
fundamentais nao sao reveladas no movimento individual de objetos, mas sim no
conjunto de todos os possiveis movimentos - simetrias sao manifestas nas equacgoes
de movimento e nao em uma particular solucao destas. A propria mecanica newto-
niana possui um conjunto de simetrias que a deixa invariante. Estas simetrias sao
conhecidas atualmente como transformacoes de Galileu. As simetrias de Galileu
sao: tempo absoluto e transformacoes entre referenciais inerciais. Pensou-se por
muitos anos que esta simetria fosse exata. Porém, com o advento das equacoes de
Maxwell verificou-se que este conjunto de simetrias nao funcionavam. As equagoes
de Maxwell por serem leis fisicas consistentes deveriam ser invariantes por tais
transformacoes. Com o advento da TRR verificou-se que o conjunto de simetrias
mais fundamental, e que deixava as equacoes de Maxwell invariantes, era a simetria
de Lorentz. Como foi discutido no capitulo 1, as simetrias também desempenham

um papel de extrema relevancia na Fisica das particulas elementares.

O estudo das simetrias de um sistema fisico nos permite inferir previamente
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algumas propriedades relevantes mesmo sem conhecer completamente a sua di-
namica. A teoria que fundamenta de maneira consistente as consequéncias da
presenca de uma determinada simetria foi desenvolvida apenas em 1917. Naquele
ano, a matemética Emmy Noether publicou seu famoso teorema responsavel por

relacionar simetrias e quantidades conservadas, ou seja
Teorema de Noether: Simetria «<— Lei de conservacao.

O teorema de Nother nos permite antever quais quantidades sao conservadas apo6s
a evolucao do sistema sob a acao de uma determinada lei de simetria. Na tabela

2.1 vemos quais as consequéncias de algumas simetrias sob a luz do teorema de
Nother.

Simetria Lei de conservagao

Translagoes temporais <  Conservagao da energia

Translacoes espaciais <>  Conservagao do momento — Simetrias do espaco-tempo
Rotagoes <>  Conservagdo do momento angular

Transformacoes de gauge <+  Conservacao da carga — Simetria interna

Tabela 2.1: Simetrias e suas correspondentes leis de conservacgao.

Neste capitulo trataremos de maneira sucinta dois tipos de simetrias: discretas
e continuas. No que diz respeito as simetrias discretas, estudaremos as simetrias
de conjugacao de carga C, paridade P, e reversao temporal T. Estas simetrias,
bem como a sua composicao CPT estao presentes tanto no MP quanto no MPE.
Finalizamos estudando as simetrias continuas. A compreensao das simetrias con-
tinuas passa, necessariamente, pelo estudo dos chamados grupos de Lie. Faremos
um apanhado geral sobre a teoria dos grupos continuos e, como exemplo, estu-
daremos alguns grupos de Lie, focando principalmente no grupo de Lorentz. Ha
uma imensa literatura que trata das simetrias discretas e continuas. Este capitulo
baseia-se nas literaturas [55-62|. Estes livros nos permitem ter uma clara no¢ao

dos conceitos envolvendo simetrias e suas implicacoes na Fisica.

2.1 Simetrias discretas: C, P e T

Os grupos de simetria discreta sao aqueles que nao podem ser reproduzidos

a partir de uma sucessao de operacgoes infinitesimais. Os grupos discretos de-



sempenham um papel importante desde a matéria condensada & proépria Teoria
de Campos. H& trés transformacoes discretas que surgem naturalmente dentro
de qualquer sistema quantico-relativistico. Duas delas — Paridade (P) e reversao
temporal (T) — estao relacionadas (i.e. automorfismo') com o grupo de Lorentz
em si. A terceira transformacao discreta — conjugacao de carga (C) — consiste
em estabelecer uma correspondéncia entre a carga das paticulas e antiparticulas.
Existe uma imensa quantidade de grupos discretos, citamos alguns exemplos a

seguir:

Grupos pontuais (simetria dos cristais);

e Os nimeros inteiros, Z, formam um subgrupo discreto dos reais R;

Conjugagao de carga (C);

Paridade (P);

e Reversao temporal (T).

As simetrias discretas de interesse neste trabalho, assim como, na maioria dos
desenvolvimentos em TQC, sdao C, P e T. A seguir, trataremos essas simetrias no

contexto da teoria de Dirac.

2.1.1 Conjugacao de carga (C)

A conjugacao de carga é a operacao que troca a carga da particula pela carga
da sua correspondente antipaticula. A operagao de conjugacao de carga C possui
uma representa¢ao unitaria, aqui denotada por C = U (C), no espago de Hilbert
e possui uma forma diferente para cada teoria. Estamos interessados em obter a
representacao da transformacao de conjugacao de carga na teoria de Dirac. Como
C muda e — —e (e representa a carga elementar), entdo avaliaremos a equacao

de Dirac acoplada minimamente com o campo eletromagnéticom A,,, j& que nessa

L Automorfismo: Em matematica um automorfismo ¢ um tipo de isomorfismo (mapeamento)
de um objeto matematico em si propio. O automorfismo constitui, de alguma forma, a simetria
do objeto que, quanto aplicada sobre si mesmo, preserva toda a sua estrutura. O conjunto de
todos os automorfismos de um objeto forma um grupo, chamado grupo de automorfismo.



situacao temos a presenca da carga elétrica. A equacdo de Dirac acoplada mini-

mamente com o campo eletromagnético é:
(179, — A —my) v = 0, (2.1)

Se existe um espinor conjugado, ¥°¢, que representa a antiparticula do elétron, por

exemplo, entao ¥¢ deve satisfazer a seguinte equacao:
(iv"0u + eAy" —my) P =0, (2.2)

onde a conjugacao de carga C enxerga apenas a natureza da carga elétrica e a
transforma (e — —e). Com essas equagoes em mente podemos encontar a forma

da representacao C para a teoria em questao.

Calculando o conjugado hermitiano da equagao (2.1), temos:
%
Pl (—iv“T 0, —eA N — mw) = 0. (2.3)

Multiplicando a equacdo acima por 7° pela direita e usando a relacdo de hermiti-

cidade v*1 = 70v#~Y obtemos:
(0 w0y 0 1.0 0

P (—17 Y20, — eA Y Yy — m¢> v =0, (2.4a)
7 : ;LF m
P <—w 0, —eA"— mw> =0. (2.4b)
Transpondo a equacao acima, temos:

(—=iv"78, — A" —my) " = 0. (2.5)

Multiplicando por C pela esquerda, chegamos ao seguinte resultado

C (—iv“T(?M —eA, T — m¢) c ey =0, (2.6a)

(—in“TC_lau —eA,CyMTCt — m¢) Cyt =0, (2.6b)
ou seja, para que a equagao acima seja equivalente a equacido (2.2), devemos impor
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que
CyHTC = —y~. (2.7)

Portanto, temos
(i7" + eA " —my) ¢° =0, (2.8)

onde identificamos o espinor conjugado por
P =CyT. (2.9)

Ao se impor a condi¢ao (2.7), chegamos ao seguinte resultado para a represen-
tacao de C = Upirac (C)
C= Ubirac (C) = i172’707 (210)

onde +iy27°? é a transformacao C na representacao de Pauli-Dirac e —iy?7° na
representacao quiral. Esta represetagao é de grande utilidade na classificacao dos

covariantes bilineares que serd abordada nos capitulos seguintes.

2.1.2 Paridade (P) e Reversao temporal (T)

Como veremos na subsecao 2.2.3, a existéncia dos operadores paridade e re-
versao temporal esta relacionada com a conectividade do grupo de Lorentz (sub-
grupo do grupo O (3,1)). Mostraremos que nem todas as transformagdes permi-
tidas na relatividade especial podem ser construidas a partir da identidade. Duas
transformacoes que se destacam neste grupo sao: P e T. A transformagao de
paridade P caracteriza-se por transformar as componentes espaciais da seguinte
forma: 2z — —z'. Ao atuar em um 4-vetor z* a transformaciao P modifica-o
da seguinte forma: z* = (t,2') — (t,—2') = z,. J4 a reversio temporal T
caracteriza-se por transformar a componente temporal da seguinte forma: ¢t — —t.
Ao atuar em um 4-vetor z* a transformacao T modifica-o da seguinte forma:
= (t,a') = (—t,z') = —x,. Os operadores P e T responsaveis por fazer estas

transformacoes sao mostrados a seguir:
ot = PY x¥ e ot TV a¥, (2.11)
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onde

1 0
0 —1
Pt = : (2.12a)
0 ~1
0 0 -1
~100 0
0 100
T = (2.12b)
0 010
0 001

Se os operadores P e T sao simetrias de uma determinada teoria, entao a repre-
sentacao destes operadores, denotadas por P e T, respectivamente, no espaco de
Hilbert da teoria subjacente devem ser escolhidos de maneira consistente. Uma
representacao unitaria do operador P é sempre possivel; ja a representacao 7 nao é
compativel com a unitariedade, mas sim com a anti-unitariedade (isto é, ele muda
o sinal da unidade imaginaria i). A razdo para a representacao 7 ser anti-unitaria
deve-se ao fato do Hamiltoniano H se transformar de modo a preservar a positivi-
dade do seu espectro; esta condicdo é satisfeita se PHPT = H e THT' = H. Por
outro lado, o operador evolucao temporal, e *, deve se transformar da seguinte
forma: Pe HPT = =Mt o Te HITT = ¢t Portanto, para satisfazer todas estas
condicoes simultaneamente, P deve ser unitario e 7 deve ser anti-unitario. No
contexto da teoria de Dirac a representacao dos operadores P e T satisfazem as
propriedades descritas acima. Para determinar a representacao dos operadores
P = Upirac (P) € T = Upjrac (T) no contexto da teoria de Dirac, devemos impor
que o operador de Dirac mantenha-se invariante perante estas transfomacoes, ou

seja,
P (in"8,, — my) PPy = (170, — my) ¥ (t, —x) = 0, (2.13a)

T (iv"0, — my) TIT = (iv"9, — my) Y (—t, ) = 0. (2.13b)
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Ao se impor essas condicoes, chegamos ao seguinte resultado para as representacoes
de P = UDirac (P) € T = UDirac <T>

P = UDirac (P) = ’707 (214&)
T = Upirac (T) = iv' 7K, (2.14b)

onde K ¢ um operador que, ao atuar sobre um objeto, nos fornece o seu complexo
conjugado, ou seja:
Ty = iy'y*Ky = iy'y*¢*. (2.15)

Nas tabelas 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5 mostramos como os 16 covariantes bilineares se

transformam sob a a¢ao dos operadores C, P, T e CPT, respectivamente.

Nome Forma Bilinear #% % ? Paridade C
Escalar S 1 +
Pseudoescalar P iyy5 1 ipySy +
Vetor Vo pyHap 4 —apyHe) —
Pseudovetor A Pyt 4 Yy +
Tensor T o) 6 potap +

a # significa ntimero de componentes independentes
b % Apos transformagdo de conjugacio de carga

c 75 = i7%41~42~43. O i que aparece na componente pseudoescalar é necessaria para torna-lo hermitiano.

Tabela 2.2: Transfomacao dos covariantes bilineares sob a agao da transfomacao
de conjugacao de carga C.

Nome Forma Bilinear #% %° Paridade P
Escalar S Y 1 Py +
Pseudoescalar P igpy®) 1 —ipyoy —
Vetor Vo oyt 4 Ayt —
Pseudovetor A YPySyt 4 —pySytap +
Tensor T Yoy 6 ot +

b % Apés transformagiao de paridade

Tabela 2.3: Transfomacao dos covariantes bilineares sob a acao da transfomagao
de paridade P.
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Nome Forma Bilinear #% % ? Paridade T

Escalar S Yy 1 oo T
Pseudoescalar P iy)y51) 1 —iy%y _
Vetor Vo iyt 4 gyt B
Pseudovetor A Pyt 4 Sy B
Tensor T EUMV’I,Z) 6 Eo.;ww +

b % Apods transformagio de reversido temporal

Tabela 2.4: Transfomacao dos covariantes bilineares sob a acao da transfomacao
de reversao temporal 7.

Nome Forma Bilinear #% % ? Paridade CPT
Escalar S Yy 1 Yy +
Pseudoescalar P ity 1 iy +
Vetor Vo oyt 4 =yt -
Pseudovetor A YPySyta 4 —hydytp -
Tensor T o) 6 oty +

b % Apos a transformacio CPT

Tabela 2.5: Transfomacao dos covariantes bilineares sob a acao da transfomagao
de conjugacao de carga CPT.

Observando atentamente ao comportamento dos covariantes bilineares acima, é

possivel constatar as seguintes regras gerais:

e Um bilinear fermidnico com n indices pares serd par sob a transformacao

CPT;

e Um bilinear fermionico com n indices impares serd impar sob a transformacao

CPT;

e O mesmo aplica-se as derivadas 0,,.

Esta regra geral serda de grande utilidade na hora de classificar os operadores
que modificam a equacao de Dirac no contexto de altas derivadas. Iremos chamé-

las de “regras CPT ” e as invocaremos por esse nome mais a frente.
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2.2 Grupos de Lie: uma introducao

Grupos de Lie e suas respectivas algebras sao usadas para descrever simetrias
globais e de gauge em mecanica classica, quantica e em teorias de Campo de modo
geral. Um exemplo usual é a descricao de rotagoes em sistemas quanticos. Na
Fisica de particulas os grupos de Lie sao tteis nao s6 na descricao das simetrias
do espaco-tempo, tais como translacoes, rotacoes e transformagoes de Lorentz,
mas também nas chamadas simetrias internas tais como a simetria de isospin.
Devido a imensa importancia da teoria dos grupos de Lie, descreveremos a seguir

as principais defini¢oes e propriedades que caracterizam esses grupos.

2.2.1 Conceitos basicos

Um grupo H é um conjunto de elementos hy, hs,--- no qual uma operacao de

multiplicagao esta definida e deve obedecer as seguintes propriedades:

1. Uma lei de multiplicagao associativa, sob a qual h1hy = hg paratodo h; o € H
com hs € H (esta condigao é conhecida como clausura) e (hihe)hs = hy(hahs)

(esta condigao é conhecida como associatividade)

2. Um elemento identidade I € H deve existir (e deve ser unico) e satisfaz a

seguinte propriedade: Ih = hl = h para todo h € H.

3. E, finalmente, um tnico elemento inverso h~* € H para cada h € H existe,
de modo que h™'h = hh™' = 1.

As propriedades acima, quando satisfeitas em sua inteireza, definem um grupo.
Uma classe especial de grupos é definida quando a operacao de multiplicacao que
o define possui carater comutativo, ou seja, hihy = hohy Yhyo € H; tal grupo é
chamado de abeliano. Quando esta propriedade nao é satisfeita temos um grupo
nao-abeliano (hihy # hohy Yhyo € H). Um subconjunto dos elementos de H que
formam em si um grupo sob a mesma lei de multiplicacao é chamado subgrupo de
H.

Um grupo de Lie H ¢ um grupo continuo no qual a operacao de multiplicacao

envolve funcgoes diferencidveis nos parametros que rotulam os elementos do grupo.
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Os grupos de Lie podem ser classificados em duas classes: grupo de Lie compacto e
nao-compacto. O grupo de Lie compacto caracteriza-se por seus parametros serem
finitos e definirem um manifold compacto. Ja o grupo de Lie nao-compacto possui
propriedades opostas as definidas para os grupos compactos. Um grupo de Lie e
sua operacao de multiplicacao pode ser definida, pelo menos nas vizinhancas da
identidade (trata-se de transformacoes infinitesimais), em termos de sua dlgebra
de Lie associada, a qual consiste de N geradores (operadores) T%, i = 1,2,--- N,

e suas relacoes de comutacao
[T",T7] =iCip T, (2.16)

onde a soma sob o indice £ estd subentendida e o coeficiente Cjj;, chamado de
constante de estrutura do grupo H, é antissimétrico nos indices 7jk. Sem perda de
generalidade, podemos escolher os geradores T hermitianos e, como consequéncia,
a constante de estrutura serd real. Se VC;j;;, = 0, entao o grupo H serd abeliano;
caso contrario serd nao abelianos. Um elemento do grupo compacto H pode ser
representado em termos dos seus geradores através de um operador unitario Uy,

cuja estrutura é mostrada a seguir:

N : > (i - T)*
U (a1, g, - - - ) = exp —iZoﬂTJ Eeﬂo"TEZT, (2.17)

j=1

onde aq, s, - ayn sao os N parametros reais e continuos que identificam de ma-
neira univoca os elementos de H e 77 sao os N geradores hermitianos no qual

o grupo foi expandido. Em particular, o elemento identidade é obtido fazendo o

conjunto de parametros {aq, ao, - ax} = 0, ou seja, Ux(0) = e = I ¢ a inversa
U (a1, a9, -an) ' = Uy (a1, —ag, - — ay) = ¢*T = Ul (a1, a9, - an) .
(2.18)

Para valores infinitesimais dos parametros {aq, s, - ay} (|a| < 1), é suficiente

reter apenas os termos lineares, ou seja:

U (a1, a9, ay) ~ I —io;T? + O (oa5) . (2.19)
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Portanto, os geradores da algebra de Lie descrevem os elementos do grupo na
vizinhaca da identidade. A figura 2.1 a seguir mostra de maneira pictorica o
espago tangente, T, M, na vizinhanca do elemento identidade do manifold M, onde

encontra-se os elementos Uy € M representados pela expansao 2.19.

Figura 2.1: Representacao pictérica de um manifold M qualquer e seu espaco
tangente, T,M, na vizinhanga da identidade / € M. Os groupos de Lie “moram”
no manifold, ja a algebra “mora” no espaco tangente. Proximo a identidade é
possivel, através da expansao 2.19, escrever os elementos do grupo em termos dos
geradores.

Até o presente momento consideramos os geradores 77 como objetos abstratos.
Para poder trabalhar de maneira operacional com estes objetos, precisamos da-
los uma representacio. Consideremos, inicialmente, um conjunto de matrizes L,
1=1,2,--- N, de dimensao n X n. Se este conjunto de matrizes satisfaz a mesma

algebra dos geradores, isto é,
(L', 7] =iCiL”, (2.20)

entdo as matrizes L' formam o que chamamos de “uma representacao da Alge-

bra”?. Enquanto 7% é um objeto abstrato, L’ é uma matriz especifica. O mesmo

2Existem vAarias representacoes para os grupos e as algebras de Lie. Foge, no entanto, do
escopo deste capitulo tratar todas as formas de se representar um grupo. Na subsecao 2.2.2

17



ocorre com a matriz de dimensao n x n, e '*T que forma uma representacio

Un (g, aq, - - ay) para os elementos do grupo H.

2.2.2 Exemplos de grupos de Lie

O grupo de Lie mais simples é o grupo abeliano H = U (1), com apenas um
gerador, isto é,
Uy () = e, (2.21)

cuja operacao de multiplicacao é mostrada a seguir
Up (o) Uy (B) = e @+AT (2.22)

Este grupo abeliano possui apenas uma representacao unidimensional (n = 1) com
T =1 e os elementos do grupo sdo designados por Uy (a) — e7*. O grupo U (1)
¢ definido apenas quando fazemos 7' = 1 (démos uma representacdo ao grupo
io

unidimensional Uy () = e~ quando fizemos T = 1) e representa o grupo de

matrizes unitarias de dimensao 1 x 1.

O grupo de Lie muito importante na mecanica quantica, por exemplo, é o grupo

compacto nao-abeliano H = SU (2). O grupo SU (2) possui N = 3 geradores e a

constante de estrutura é Cj, = €. O grupo SU (2)?

¢ um subgrupo do grupo
U (2) representado por matrizes de dimensao 2 X 2 que sdo unitarias e possuem
determinante igual a 1. Através das propriedades descritas anteriormente, pode-

mos definir a chamada representacao fundamental. A representacao fundamental

. ~ . 0 ; ~ . .
escolhida para os geradores sao: L' = %, onde 7" = o' sao as matrizes de Pauli

que estao listadas na tabela 2.6. A relacao de comutagao é mostrada a seguir

i g k
{T T } — . (2.23)

279 2

As matrizes de Pauli sao hermitianas, portanto, os elementos do grupo na repre-

destacaremos algumas representagoes de interesse na Fisica de particulas, por exemplo.
3SU = Special unitary
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~ (0 1 — /0 =i ~ /1 0
T=\1 0/ 0) o -1

Tabela 2.6: Matrizes de Pauli.

sentacao fundamental escolhida
U(a)=e % =cos (%) I, —isin <%> &-T, (2.24)

sao matrizes 2 x 2. O grupo SU (2) é util ndo s6 na mecanica quantica, mas
também na descricao aproximada da invariancia de isospin na interagao forte e na
simetria de gauge da teoria eletrofraca.

O grupo SU (3) desempenha dois papéis relevantes no MP. Primeiro, é o grupo
de gauge associado a interagao forte (QCD). Segundo, atua como simetria global
aproximada da simetria de “sabor” das interacoes fortes (the eight-fold way). A
representacao fundamental! do grupo SU (3) pode ser definida através de suas
propriedades, ou seja, sao matrizes 3 X 3 unitarias com determinante igual a 1. O

grupo SU (3) possui N = 8 geradores® que sio representados por L' = %i, onde

N, i =1,---,8 sao as matrizes de Gell-Mann e estdo listadas na tabela 2.7. A
0 0 01 0 0 —i
0 M=[000],X=[00 0
0 00 1 00 i 0 0
000 0 0 () 10 0
6 _ 7 _ _ 1
AX=1(100 1], A=1(00 =5 01 0
010 0 i O 0 0 =2

Tabela 2.7: Matrizes de Gell-Mann. Na primeira matriz o indice ¢ subentende
1=1,2,3.

*A outra possivel representacio para os grupos SU (N) é a chamada representacio adjunta.
Esta representagao consiste em representar os geradores via constante de estrutura Cjji, ou seja,

L§Z) = C’ij
Através desta defini¢do vemos claramente que o grupo U (1) ndo possui representagao adjunta,

tendo em vista que Cjj, = 0.
®De modo geral, o grupo SU (N) possui N? — 1 geradores.
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relacao de comutacao ¢ mostrada a seguir

AN . AF

onde f;;x sdo as constantes de estrutura do grupo SU (3).

2.2.3 Grupo de Lorentz

De acordo com a TRR, as leis da Fisicas sao invariantes por uma mudanca de
coordenadas, isto é,
't = Aa¥ + ¢ (2.26)

onde os parametros A e £ sao reais. Esta transformacdo de coordenadas deve

manter a distancia entre dois pontos invariante, ou seja,

(z—y), (@ =y =nuw -y (x-y)", (2.27)

onde 1), ¢ a métrica do espaco-tempo de Minkowski. A condi¢ao acima nao impoe
nenhum vinculo ao parametro £ uma vez que suas componentes se cancelam devido

a diferenca entre os pontos x e y. Porém, para o parametro A obtemos que
rat = ol a = AN, (2.28)

¢ valido para todo z#. A lei de transformacao caracterizada pela equagao (2.26) e
que satisfaz a equacao (2.28) é conhecida como transformacgao de Poincaré. Estas
transformacoes formam um grupo chamado grupo de Poincaré. O subgrupo em
que A é escolhido como a matriz identidade e o parametro £ é arbitrario é chamado
de grupo de translacao. O subgrupo do grupo de Poincaré que estamos interessados

é o grupo de Lorentz; tal subgrupo é obtido fazendo-se £ = 0.

Vemos a partir da equacdo (2.28) que A¥ deve satisfazer a seguinte condigao

para que possa ser considerado uma transformacao de Lorentz
N’z = nagAZ‘Afx”x“, Vot (2.29)
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Ja que a expressao acima é valida para qualquer z#, temos que
Nuw = A,O:na,BAga (230)
ou usando a notacao matricial
n=A"nA. (2.31)

O grupo de matrizes A que satisfazem a equagao (2.31) é designado por O (3,1)
e forma um grupo. Sendo assim, todo o desenvolvimento mostrado na subsegao

2.2.1 pode ser usado para caracteriza-lo.

O grupo O (3,1) & muito geral e, como veremos a seguir, nem todos os ele-
mentos de O (3,1) podem ser construidos a partir da identidade. Portanto, a
possibilidade de poder expressar seus elementos poximo a identidade (como mos-
trado na equagao (2.19)) é perdida. Os elementos de O (3, 1) que nos possibilitam
usar todo o ferramental desenvolvido na subsecao 2.2.1 formam um subgrupo cha-
mado SO (3,1). O nosso interesse reside nesse subgrupo. Uma transformacao de

Lorentz A" que é infinitesimalmente proxima a unidade pode ser escrita como
AL =68+ W, (2.32)

onde w” & uma matriz com coeficientes infinitesimais. A condi¢do que a matrix
W' deve satisfazer para que A¥ seja uma transformagao de Lorentz vélida pode

ser obtido inserindo a equagao (2.32) na equagao (2.31), ou seja,
o = (05 + ) mas (47,

= 5577aﬁ55 + wa#na/géf + 53na5wﬁy + waunaﬁwﬁw

_ a B a B

= Ny + W Naw + Nup”™, + NapW™ W,

= Nuw + Wy + Wy + %Mﬁwf- (2.33)
Retendo apenas termos lineares em w” , obtemos:

N = N + Wy + omn
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0= wyy, +wu. (2.34)

Portanto, vemos que a matriz w,, deve ser antissimétrica. O espago das matrizes
4 x 4 reais e antissimétricas possui dimensao 6, portanto, o grupo de Lorentz possui
dimensao 6. A dimensdo do grupo pode ser entendida (e definida) como o nimero
méaximo de parametros livres necessarios para definir univocamente um elemento
do grupo, que no caso em questao ¢ uma matriz 4 X 4 antissimétrica. No caso

acima, apenas 6 sao suficientes para descrever qualquer matriz antissimétrica.

A relagdo entre w”, e wy, ¢ obtida com o auxilio da metrica, ou seja, w”, =

N"“wey,. Considerando a métrica 1, = diag(—,+,+,+)°, vemos que apenas as
componentes tipo tempo-espaco mudarao de sinal; as componentes tipo espago-

espago nao se modificardo. Assim, a matriz antissimétrica w”, mais geral possivel

2

0 b1 by b3

(,L)M _ b1 0 —T3 T2 (2 35)
v bg T3 0 —T1 ' .
bg —T9 T1 O

A matriz w"  é simétrica nos indices tipo tempo-espaco e antissimétrica nos indices
tipo espago-espago. Os parametros by, by e bg sao responsaveis por produzir boosts
infinitesimais nas direcoes 1,2, 3, respectivamente; ja os parametros rq, 79,73 sao
responsaveis por produzir rotacoes em torno dos eixos 1,2,3. Um elemento geral
do grupo SO (3,1) pode ser escrito como uma exponencial para um w”  finito
A = (expw)’ = oF + W —l—lw“ w® +1w“ w W’ 4 (2.36)
v p v Yv v 9 a” v 6 B v : ’
Quando apenas os r; sao nao-nulos, esta transformacgao nos fornece uma rotacgao
de um angulo |7] em torno do eixo 7. Quando apenas os b; sao nao-nulos, esta

A~

ao longo do eixo b.

transformacao nos fornece um boost de velocidade tanh ‘b
Quando ambos 7 e b sao nao-nulos a transformacao de Lorentz nao pode ser descrita
somente por uma rotacao tao pouco por uma translacao. Note que, enquanto uma

rotagdo |r] = 27 nos fornece a identidade, nenhum valor nao-nulo de um boost ‘5)

6Usaremos esta assinatura para a métrica apenas neste capitulo. Nos capitulos subsequentes
usaremos a métrica 1, =diag(+, —, —, —).
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nos retornara a identidade. Como consequéncia, o grupo SO (3,1) é um grupo de

Lie nao-compacto.

O grupo SO (3,1), como ja mencionado, é um subgrupo do grupo O (3,1).
Porém, o grupo O (3, 1) possui quatro partes desconexas e uma destas partes é o
subgrupo SO (3,1). Para observarmos estas quatro partes, calculemos o determi-

nante da equagao (2.31):
detn = det (ATnA) ,
= det AT detndet A,
= detn x (det A)*. (2.37)

Ja que a métrica n é nao-singular, podemos dividir a equacao acima por det n para

obter o seguinte resultado
(det A)> =1 — det A = +1. (2.38)

O determinate deve variar continuamente ao longo de um caminho conectando
essas duas regides de O (3, 1), porém, ndo é possivel ir continuamente de 1 a —1.
Portanto, nenhum elemento de O (3, 1) cujo det A = —1 pode fazer parte do sub-
grupo conectado SO (3,1). Um elemento de O (3,1) cujo det A = 1 é chamado
proprio, e os elementos cujo det A = —1 é chamado imprdprio. Além da pro-
priedade exposta acima, se expandirmos a equacgdo (2.31) para p = 0 e v = 0,

obtemos:

Moo = Agﬁaﬁ/\oﬁa

3
—1 = AgmooAg + Z Abir G,
k=1

3
—1=—AJAD + D AFAS,
k=1
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Setores do Grupo O (3,1)

LT 0 det A=+1eA>+1 — SO(3,1)
LY 0 det A=+1eA)<—1
JAE det A=—1e A% > +1
L' @ det A=—-1eA% <1

Tabela 2.8: Setores do grupo O (3,1).

(A)* =1+ 23: (A5)* > 1. (2.39)

Assim o quadrado da componente tipo tempo-tempo para qualquer matriz A deve
ser pelo menos igual a 1 e, portanto, A < 1 ou A > 1. Novamente, nao podemos ir
continuamente da regiao > 1 & < —1; sendo assim, nenhum elemento de SO (3, 1)
pode ter A) < 0. Um elemento de O (3,1) que tem A§ > 1 é chamado de ortécrono
e um elemento com A < 1 é chamado de ndo-ortdcrono. A tabela 2.8 sintetiza as
quatro partes desconexas do grupo O (3,1). A tabela 2.8 introduz uma notagao

para cada um dos setores e sumariza as suas caracteristicas.

O exemplo canoénico de um elemento improprio e ortocrono do grupo O (3,1)
¢ a transformacao de paridade (P")) mostrada na equagao (2.12a) que satisfaz
a equacao (2.31), porém, tem determinante —1. O exemplo canonico de um ele-
mento improprio e ndo-ortocrono ¢ a inversao temporal (T" ) mostrada na equagao
(2.12b) que também satisfaz a equagao (2.31), porém, tem T°, = —1. Qualquer
setor de O (3,1) pode ser acessado a partir de um elemento de SO (3,1); para
isso, basta multiplicar um elemento de SO (3, 1) pela identidade I (setor proprio e
ortocrono), ou multiplicar pelo operador paridade P (setor improprio e ortocrono),
ou pelo operador reversao temporal T (setor improprio e nao-ortocrono) ou ainda
pela composicao PT (setor proprio e nao-ortocrono). A tabela 2.9 mostra como

obter todos os setores disjuntos do grupo O (3,1) a partir do subgrupo SO (3,1).

Finalizamos mostrando um resultado bastante 1til que diz respeito ao compor-
tamento dos covariantes bilineares sob a acao da transformacao de Lorentz. Na

tabela 2.10 nés mostramos a classificacao dos acoplamentos usuais entre o espinor
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Ll — I — Ll « P — LT = PLTF Ortocrono
) )
T T
1 1
Lt = TLL «+ P — L' = PTLl Nao-ortécrono
Propria Improépria

Tabela 2.9: A tabela acima nos mostra como as transformacoes de paridade P e
reversao temporal T conecta todos os setores disjuntos do grupo O(3,1) a partir
do subgrupo de Lorentz SO(3, 1)

1) e os covariantes bilineares’.

Forma Bilinear #% %°

ey 1 Py —Escalar
iy 1 idet(A) yYy®y —Pseudoescalar
YyHep 4 apytap —Vetor
PPyt 4 det(A)Yy°y*yp +—Pseudovetor
o 6 Yoy —Tensor

a # significa niimero de componentes independentes

b % Apos transformacao de Lorentz

det(A) aparece nos bilineares 7%, pois estes dependem da natureza
das transformagoes de Lorentz. Isto é, se sao proprias ou impréprias.

Tabela 2.10: Transfomacao dos covariantes bilineares sob a acao da transfomagao

de Lorentz

Toda a revisao feita aqui seré de grande utilidade no entendimento dos proximos

capitulos.

“Como ndo discutimos aqui a representacio do grupo de Lorentz, ndo serd possivel demonstrar
estes resultados. Ha uma vasta literatura que trata das representagoes do grupo em questao e que
demonstram tais resultados. As referencias citadas no inicio deste capitulo podem ser consultadas
para um melhor entendimento das representacoes dos grupos de Lie.
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Capitulo 3

O Modelo Padrao Estendido (MPE)

Sabe-se que a simetria de Lorentz esta in-
timamente ligada a estrutura do espago-tempo.
Assim, qualquer mudanca nessa estrutura pode
induzir a perca daquela simetria. Em pe-
quenas escalas, o espacgo-tempo sofre intime-
ras flutuagoes [11-13], portanto, é esperado que
a simetria de Lorentz seja quebrada. A fi-
gura 3.1 representa, de maneira pictorica, o
que ocorre com a estrutura do espaco-tempo
na escala de Planck. Uma consequéncia di-
reta dessas flutuagoes manifesta-se quando par-
ticulas propagam-se pelo espaco-tempo. Ao
propagarem-se, as particulas “colidem” com es-
sas flutuacoes que por sua vez modificam suas
propriedades. Como as flutuagoes sao aleato-
rias, as propriedades das particulas passam a
depender da direcdo em que se propagam. A fi-
gura 3.2 ilustra particulas propagando-se atra-

vés das flutuagoes do espago-tempo.

)

Figura 3.1: Representagao picto-
rica das flutuacoes que ocorrem
na estrutura do espaco-tempo na
escala de Planck. Figura dispo-
nivel em [63]

O MPE, como ja mencionado, surgiu entao da necessidade de estender o MP das

particulas elementares levando em consideracao possiveis violacoes da simetria de
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Lorentz. Acredita-se que o MP, assim como o MPE;, é o limite em baixas energias
de uma teoria mais fundamental na qual uma descri¢ao quantica para a gravitagao
seria factivel. A escala natural desta teoria fundamental é a escala de Planck.
Tal escala caracteriza-se pela massa de Planck M, cuja magnitude é ~ 10" GeV.
Para se ter uma idéia de quao distantes estamos deste valor, a escala eletrofraca
do MP é 17 ordens de grandeza menor que a escala em questao. Portanto, é

esperado que efeitos advindos da escala de Planck sejam suprimidos pelo fator M,,.

O MPE foi desenvolvido por V.A.
Kostelecky e D. Colladay e foi men-
cionado pela primeira vez nos artigos
[17, 18]. Neste modelo, Kostelecky
e Colladay consideraram que a viola-
¢ao espontanea da simetria de Lorentz,

que ocorerd na escala de Planck, de-

veria manifestar-se através de campos §,V\L\,
de fundo fixos (background fields) no J(JJ\‘
limite de baixas energias. Os back-

o

M@

Quantum Foam

Figura 3.2: Representacao pictorica de
particulas se propagando no espago-
tempo. As particulas ao se propagarem
sicos através de termos invariantes de “sentem” a presenca das flutuagoes do
coordenadas, de tal maneira que a in- espaco-tempo. Como as flutuagoes sao
aleatorias, as particulas exibirao propri-
edades diferentes ao se propagarem em

direcoes diferentes. Figura disponivel em
da quebra espontanea, pois os termos |64

ground fields sao introduzidos a mao
no MPE nao-gravitacional. Esses back-

ground fields acoplam-se aos campos fi-

variancia de Lorentz ¢ quebrada expli-

citamente. A quebra explicita difere-se

que produzem aquela quebra nao de-

pendem de um mecanismo para ocorre — os termos que induzem a quebra expli-
cita sao introduzidos & mao e, em geral, sao independentes das coordenadas do
espaco-tempo. No caso em questao, os background fields sao escolhidos de modo
a independer das coordenadas do espago-tempo. Por outro lado, a quebra espon-
tanea é caracterizada por ser uma espécie de transicao de fase, assim, é necessario

um mecanismo para que tal transicao ocorra. O subproduto da quebra espontanea

28



pode depender das coordenadas do espaco-tempo. Por exemplo, no MP o campo
de Higgs ¢ o responsavel pelo mecanismo de quebra espontanea. Para o setor
nao-gravitacional, implementar a violagao de Lorentz via quebra explicita é conve-
niente e nos conduz a uma descricao consistente. A quebra explicita no MPE tem
como consequéncia a quebra da invariancia de Lorentz apenas no referéncial das
particulas'. Devemos ressaltar que o modo como os background fields se acoplam
aos campos fisicos devem respeitar a simetria de gauge SU. (3) x SUL (2) x Uy (1)
do MP, visto que esta estrutura esta em consonancia com os vastos experimentos ja
executados. Além da simetria de Lorentz, violacoes da simetria CPT também sao
levadas em consideracao, uma vez que h& uma relagao estreita entre estas duas si-
metrias. No contexto de teorias de campos, Greenberg [65] mostrou que violagoes
da simetria CPT implicam necessariamente na violacao da simetria de Lorentz,
sendo que a reciproca nao se verifica. Por fim, vale mencionar que estamos nos
restringindo ao espaco-tempo de Minkowski, isto é, a um espaco-tempo plano. Em
espacos-tempos curvos a simetria de Lorentz deixa de ser violada globalmente e
passa a ser violada localmente. Neste tltimo caso, os background fields passam a
depender das coordenadas do espago-tempo, ou seja, em cada referencial ha uma
direcao privilegiada. Essa mudanca na estrutura do espaco-tempo torna todo o
desenvolvimento aqui mostrado muito mais dificil. Uma das dificuldades encon-
tradas reside no fato da quebra explicita da simetria de Lorentz ser inconsistente
com o carater local adquirido pelos background fields. Assim, a quebra da simetria
de Lorentz deve acontecer de forma espontanea para que se possa evitar qualquer
inconsisténcia [66-69]. Em vista disso, evitaremos quaisquer complicacoes dessa
natureza. Na figura 3.3 mostramos, de maneira ilustrativa, como os background
field se comportam em um espacgo-tempo plano, figura 3.3a, e em um espago-tempo

curvo, figura 3.3b. Vemos claramente na figura 3.3a que os background field apon-

'Em geral, ha dois tipos de transformacdo de Lorentz que podem ser aplicadas a um sis-
tema: transformagoes de observador (ou Observer Lorentz transformation) e transformacoes de
particulas (ou Particle Lorentz transformation). A densidade Lagrangeana deve ser invariante
perante uma transformacgao de coordenadas (Observer Lorentz transformation), ou seja, nossos
resultados nao podem depender da escolha dos eixos coordenados. Porém, as transformacoes
no referencial das particulas e campos (Particle Lorentz transformation) podem ser violadas. A
razao para a quebra dessa invaridncia reside no fato de nao termos acesso aos backgrounds, ou
seja, eles estao fixos e nao podemos transformé-los. Portanto, ha uma clara distin¢ao entre estes
dois tipos de transformacoes de Lorentz. No caso em que nao ha termos que violam a simetria
de Lorentz, ambas as transformacoes tornam-se equivalentes.
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tam para uma mesma direcao e preenchem o espaco de maneira homogénea. Ja na
figura 3.3b, por outro lado, observamos que os background field apontam em dire-
¢oes diferentes em cada ponto do espaco-tempo e nao preenchem necessariamente

o espaco de maneira homogénea.

K-

\ - al=
(a) Background field no espago de Min- (b) Background field em um manifold
kowski curvo

Figura 3.3: Diferenca entre os Background field em um espaco-tempo plano e um
espaco-tempo curvo.

Estudar a maneira como a violacao das simetrias CPT e de Lorentz foram
introduzidas por Kostelecky e Colladay através do MPE é o objetivo deste capi-
tulo. Mostraremos como os setores leptonico, de quarks, de Yukawa, de Higgs
e de gauge se modificam. Daremos énfase ao setor fermionico, focando no setor
minimo do MPE, ji que é neste setor que reside o nosso interesse. A extensao do
setor fermionico minimo para o nao-minimo seri apresentado apenas no proximo

capitulo.

3.1 Os setores do MPE

Comecamos apresentando a densidade Lagrangeana do MPE, que é composta

pelos seguintes termos

Lyipg = Lyvp + Lar + 0 L1y, (3.1)

onde Lyp ¢ a densidade Lagrangeana que descreve o MP minimo, cuja simetria

é SU, (3) x SUL (2) x Uy (1), Lgr é a densidade Lagrangeana da interagao gravi-
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tacional padrao e 0Lyy (Lorentz Violation - LV) abrange todas as contribui¢oes
advindas da violacao de CPT e de Lorentz. Cada uma das densidades Lagrange-
anas presente na equagao (3.1) pode ser escrita de maneira a explicitar todos os

setores que os compoem. Iniciaremos decompondo a densidade Lagrangeana Lyp,

a saber

ﬁMP = ‘Cgle};)ton + ‘Cglfark + El;/'[lf)kawa + Ellylllggs + Elé/}g)uge? (32)
onde Ly, descreve o setor dos léptons, Lg),, descreve o setor dos quarks,
E%ﬁawa descreve o setor de Yukawa, Elﬁﬁggs descreve o setor de Higgs e Elélzilge

descreve o setor de gauge.

As contribuigoes advindas da Lagrangeana 0Lry podem ser estruturadas ex-
plicitando a natureza CPT de cada setor, ou seja, se os coeficientes que violam
a simetria de Lorentz também violam ou nao CPT. A seguir, organizamos cada

setor e suas respectivas classificacoes,

6»CLV _ L:CPT—par + ECPT—impar + CCPT—par + ECPT—impar + CCPT—par

Lepton Lepton Quark Quark Yukawa
CPT—par CPT—impar CPT—par CPT—impar
+ ﬁHiggs + ‘CHiggs + ‘CGauge + ‘CGauge : (33)

Observa-se que os setores dos léptons, dos quarks, de Higgs e de gauge possuem
ambas contribui¢coes CPT, ao passo que o setor de Yukawa possui apenas con-
tribuicoes CPT — par. Todas as contribui¢bes mostradas na equacao (3.3) sdo
construidas de modo a quebrar explicitamente as simetrias CPT e de Lorentz. A
quebra explicita, como ja mencionado, manifesta-se através dos background fields
e, como devemos preservar a simetria SU, (3) x SUL (2) x Uy (1), estes campos nao
se acoplam aos campos fisicos de qualquer forma. Precisamos conhecer a forma ex-
plicita de cada uma das densidades Lagrangeanas que compdem a equacao (3.3).
Porém, antes de prosseguir, introduziremos algumas notagoes e conceitos tteis
para que possamos entender as estruturas Lagrangeanas que serao mostradas. Os

léptons, por exemplo, podem ser organizados da seguinte forma:

L= (jf‘> LV Ra= (). (3.4)

A

onde L 4 descreve os léptons de quiralidade left que se transformam como singletos
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sob a a¢ao do grupo SU. (3), como dubletos sob a agdo do grupo SUy, (2) e possuem
weak hypercharge Y igual a —%. Ja R4 representa os léptons de quiralidade right
que se transformam como singletos sob a agdo dos grupos SU.(3) e SUL(2) e
possuem weak hypercharge Y = +%. De maneira andloga, os quarks sao organizados

da seguinte forma:

Qu = (Zj) , Ua = (ua) g, Da=(da)g. (3.5)

De maneira similar, ()4 descreve os quarks de quiralidade left, que se transformam
como tripletos sob a acdo do grupo SU, (3), como dubletos sob a acao do grupo
SUL (2) e possuem weak hypercharge Y = —i—%. Ja os quarks Uy e Dy possuem
quiralidade right e se transformam como tripletos sob a acao do grupo SU. (3),
como singletos sob a agdo do grupo SUL (2), sendo dotados de weak hypercharge

Y = —|—% eY = —%, respectivamente.

As quiralidades left e right sao obtidas através da seguinte operacao de projecao

(G

N | —

(L=)¢, Y=< (1+7), (3.6)

N | —

onde 1 é um espinor qualquer e podemos identificar o termo %(1 F v5) como o

operador projecao P g, responsavel por nos fornecer as contribuicoes left e right
do espinor v, respectivamente. O indice “A” que aparece nos léptons e nos quarks
assumem os valores 1,2 e 3 e serve para rotular as geracoes (ou os sabores) dos
quarks e dos léptons que estamos interessados em descrever. As geracdes sao
designadas a seguir: 14 = (e, 1, 7), Va4 = (Ve, Vyy Vs ), ua = (u, ¢, t) e dy = (d, s,b).
Vale ressaltar que no MPE apenas as propriedades das geragoes das particulas
se modificam, ou seja, nenhuma nova particula é introduzida no MPE. Na figura
3.4 mostramos o diagrama das particulas elementares no MP e no MPE. Vemos
claramente que a maneira como todas as particulas estao organizadas é a mesma,

porém, as propriedades que elas irao manifestar serao diferentes.

A simetria de gauge do MP, como ja mencionado, é SU, (3) x SUL (2) x Uy (1).

Os bosons de gauge, associados aos geradores da algebra do grupo em questao, sao
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Figura 3.4: Diagrama das particulas elementares. A diferenca fundamental entre
estes dois diagramas reside no fato das particulas elementares no MPE apresenta-
rem algumas propriedades diferentes, tais como relagoes de dispersao modificadas
(designamos isso com um” sobre as particulas).

mostrados a seguir:

As oito particulas de spin 1, G}, associadas ao grupo de simetria SU. (3) sdo
chamados de gluons, o subscrito “c” designa “cor,” sendo conhecidos por mediar a
forga forte. As trés particulas de spin 1, W, estao associadas ao grupo de simetria
SUp (2), enquanto a particula, também de spin 1, B, esta associada ao grupo de
simetria Uy (1). O subscrito “L” que aparece em SUp (2) significa que apenas
os férmions de quiralidade left carregam este niimero quantico, enquanto que o
subscrito “Y” em Uy (1) destina-se a distinguir o grupo de simetria associado ao
niimero quantico designado por weak hypercharge do grupo de simetria associado
a carga elétrica (). O grupo associado & carga elétrica @ é designado por Ugy, (1) e
surge como grupo residual apos a quebra espontanea da simetria SU}, (2) x Uy (1).

As quatro particulas de spin 1 que surgem apds a quebra espontanea da simetria
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SU; (2) x Uy (1) sao as responséveis por mediar as interagoes fracas, bosons W=+
e ZY e as interagoes eletromagnéticas, fotons (A4,). Os field strengths, relativos a

cada um dos campos de gauge acima, sao mostrados a seguir:

Gy, = 0.Gy — 8,Gy + g3 [5,GLGY, (3.7a)
W/:IV = alLW;/l - aVW;Z + 92€ach3W5, (37b)
B, = 0,8, — 0,B,, (3.7¢)

onde go e g3 sdo as constantes de acoplamento dos campo de gauge, f§. € €.y S80 as
constantes de estrutura dos grupos de simetria SU, (3) e SU[, (2), respectivamente
(vide subsecao 2.2.2). Por fim, porém nao menos importante, denotamos o dubleto

de Higgs no gauge unitéario, da seguinte forma:

1 (0
=7 <r¢> . (3.8)

O campo de Higgs apos sofrer uma transformacao de conjugacao de carga serd

denotado por ¢°.

Com as notacoes e os conceitos apresentados anteriormente, podemos escrever
explicitamente as densidades Lagrangeanas que descrevem cada um dos setores do
MP, a saber:

i > i - >

Ll epton = %LM“ DyLa+ %RM“ D Ra, (3.9a)
1= > 1 g 1= >

Lk = QQAV“ D, Q4+ §UA'YM D ,Ux+ §DA7“ D Dy, (3.9b)

E%Fllawa = - (GL)AB LAQbRB - (GU)AB QA¢CUB - (GD)AB QA@bDB + H.c, (3~9C)

A 2
Lifs = (Dud)' D"6 + 2016 — 53 (610)” (3.9d)
1 1 1
El(v}lal,juge = —§t1" (GMVGMV> - §tr (W;WWMV) - ZBHVBMV- (396)
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=
onde as derivadas covariantes D , possuem as seguintes formas:
D,=0,+ %gQW;Ta +ig1 Yrepton—1. By <> Léptons de quiralidade left, (3.10a)
D,, = 0, + i1 YLepton—r B, <> Léptons de quiralidade right, (3.10b)

i i ) o
D,=0,+ §gQWSTa + 593G3)\a +191Y Quark—-1.B,, <+ Quarks de quiralidade left,
(3.10c)

D, =0, + %ggapa +ig1Y Quark_r By <> Quarks de quiralidade right,  (3.10d)
D,=0,—- %QQW5TQ +ig1 B, <> Campo escalar. (3.10e)

Os coeficientes Yrepton-L.r € YQuark—L,r designam as weak hypercharge para
cada um dos campos em que a derivada covariante ird atuar. Os termos 7, e
Ao a0 0s geradores dos grupos de simetria SU, (2) e SU, (3), respectivamente, e

podem ser vistos de maneira detalhada na subsecao 2.2.2.

Uma vez apresentados os setores do MP em sua estrutura, passamos a apre-
sentar os termos de LV em cada um dos setores. Os termos, contidos em 6Ly,

que modificam os léptons e os quarks sao descritos a seguir:

i , i i
LEo™ = 5 €0 an Ly DL + 5 (0n)yap Ray*DP R, (3.112)
CPT—impar __ 7o 5 u

‘CLepton - (G’L)MAB LA’Y LB - (aL),uAB RA'Y RB, (311b)

—par __ 1 ~ i -
ﬁgifrkp ~ 9 (CQ)WAB QA’YMﬁQB + B (CU);WAB UA’YMﬁUB

1 _
+ 5 (CD);LVAB DAfy#ﬁDl% (311C)
—impar 1 = i —
Egia};k P = 5 (@), ap @aV'Qp + 5 (av) ap Uay"Us
1 _
+ 5 (ap),ap Dar" D, (3.11d)
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onde os coeficientes ¢, e a, devem ser hermitianos. Os coeficientes a, tém dimen-
sao de massa 1, enquanto que os coeficientes ¢, sao adimensionais, contendo tanto
uma parte simétrica quanto uma parte antissimétrica. Resaltamos ainda que os
coeficientes c,, e a,, tanto no setor dos léptons quanto no setor dos quarks, podem

acoplar particulas de sabores distintos; isso s6 ocorre quando A # B.

O acoplamento entre os férmions e o campo de Higgs é dado por

w1 _ 1 o
Lgtl:l)kTaw;) = _§ (HL>MVAB LA¢UM RB - 5 (HU)/UJAB QA¢ O'M UB

1 _
— 5 (HD);WAB QAQbO'PWDB + H.C, (312)

onde os coeficientes H,, sao adimensionais e antissimétricos. E possivel perceber
que a estrutura de gauge é respeitada, assim como no caso dos acoplamentos de
Yukawa (3.9¢), porém, estruturas ndo triviais das matrizes y aparecem, neste caso,

a estrutura nao trivial é o#v.

As possiveis contribuicoes para o setor de Higgs que respeitam a simetria de

gauge SUL (2) x Uy (1) sdo divididas em duas parcelas, a saber:

—par 1 v 1 v
ECPT par __ 5 (k}¢¢)'u (D,uqb)-i‘ Dl/¢ + H.c — 5 (kéﬁB)M ¢T¢B/‘V

Higgs
1 v
- 5 (k¢W)H ¢TW/W¢7 (313&)
Ly ™ =1 (ky)" ¢' D¢ + Hec. (3.13b)

Na equacao (3.13a), o coeficiente k,, é adimensional e pode ter uma parte simé-
trica real e uma parte antissimétrica imaginaria. J& os coeficientes kyp e kg sao
adimensionais, reais e antisimétricos. A constante ks presente na equacao (3.13b)

possui dimensao de massa 1 e pode ser um nimero complexo arbitrario.
Por fim, o setor de gauge SU, (3) x SUL (2) x Uy (1) modificado pelos termos
de violacao de Lorentz sao:

! (kW)/@)\/W tr (WKAWMV)

CPT—par 1 K v
L P = — (kG)mAuu tr (G )\Gﬂ ) - 5

Gauge - 5
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1

1 (kB) e BB, (3.14a)

. 1 2
£CPT—1mpar _ 5 (k3),.; em\'mjtl‘ (G)\G#V + gig3G>\GﬂGy)

Gauge

1 2
+5 (ko) €M tr <WAWW + gngWAWqu,)

1
+ Z (kl)ﬂ GI{AMVB)\BMV -+ (ko),{ B". (314b)

Os coeficientes kg w,p sao adimensionais e reais, além de possuirem as simetrias
do tensor de Riemann e o duplo-traco nulo. A simetria do tensor de Riemann ¢
requerida, pois como os field strengths sao antissimétricos nos seus indices, entao,
(kG,w,B) o\, deve ser antissimétrico nos pares de indices (x,A) e (u,v). Como
a troca dos pares (k,\) <> (1, ) nao pode alterar a estrutura da Lagrangeana,
uma vez que o coeficiente de violacao esta acoplado ao bilinear do mesmo field

strengths, entdao (kg w.p) deve ser simétrico perante a troca (k,\) <> (u,v).

KAV
Estas semetrias coincidem com as simetrias do tensor de Riemann. Para enten-

der por que requer duplo-trago nulo, vamos investigar o que ocorre com o termo

—3 (kB) axw B*B"_ por exemplo. Decompondo o tensor (kB)caum temos
1 K v 1 K. 14 w=H 1 K 14 Kl#'“‘
- Z_l (kB)m)\;wB )\BN = _Z (kB)Ii)\MZ/B )\BM Ay - 4_1 (kB)m\;wB /\BN Aty :
(3.15)

. . A
Se escolhermos a seguinte configuracio para as componentes (kg), ",

(kB)()lOl = (kB)OQOQ = (kB)0303 = (kB)1212 == (kB)1313 == (kB)2323 = (kB)tr’
(3.16)

podemos remover o duplo-traco do tensor (kp) da seguinte forma:

KAV

kg),,
(k;B,traceless)ﬁ/\,m, = (kB),.@)\'m/ - ( 16)t Neptv (kB,traceless)HANA = 0. (317)

Para esta escolha, a densidade Lagrangiana

1
4

1

L= 1

BW}BHV - (kB)n)\;w BKABW/’
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assume a seguinte forma:

1 v 1 (kB) r K v

L g _ZBH B;LV - Z ((kB,traceless)K)\MV + 16t 77,@#77)\1/) B )\BPL bl (318&)
1 (kB),, y 1 KA v

L= _Z_l: (1 + 1—6 B* B,MV - Z (k;B,traceless)K)\w, B B". (318b)

Consequentemente, os termos que advém do duplo-traco nao geram contribuicoes
relevantes (fake LV terms), uma vez que podem ser absorvidos a partir de uma
redefinicao nos campos B*”B,,,. Em vista disso, eliminamos-os requerendo que os
tensores k¢, w p tenham duplo-trago nulo. Os coeficientes k; o 3 sdo reais e possuem
dimensao de massa 1, enquanto que kg possui dimensao de massa 3.

Como nosso interesse reside no setor de férmions, faremos um estudo mais deta-
lhado deste setor na préxima secao. Daremos énfase a4 equacgao de Dirac livre para
um unico férmion, modificada por operadores que violam a simetria de Lorentz.
Tais operadores sao gerais, ou seja, possuem termos que estao presentes no MPE
minimo, bem como contribui¢oes que advém do MPE nao-minimo. Apresentare-
mos inicialmente o setor fermiénico minimo, uma vez que as suas propriedades ja
foram extensamente estudadas na literatura. Iremos posterga a apresentacao do
setor nao-minimo do MPE para o capitulo 4, tendo em vista que 14 é o cenario
mais adequado para generalizacoes, pois obtemos todos os resultados de maneira

generalizada.

3.2 O setor de férmions no MPE-minimo

O setor fermionico minimo foi apresentado pela primeira vez no trabalho [17],
nos quais D. Colladay e A. Kostelecky estudaram o comportamento da equacao
de Dirac sob influéncia de dois tipos de backgrounds: vetorial, a*, e pseudoveto-
rial, b*. A partir deste estudo, pode-se introduzir acoplamentos das mais diversas
naturezas, violando CPT ou néo [18]. Os backgrounds sdo introduzidos na densi-
dade Lagrangeana da teoria de Dirac através de uma quebra explicita da simetria
de Lorentz, como ja mencionado no inicio deste capitulo. Descreveremos, apenas

por simplicidade, toda a teoria para um tnico férmion. O setor fermidnico no
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MPE-minimo é descrito pela seguinte densidade Lagrangeana:
1, - <= -
LMPE-mmimo = §1¢F“ 0y — M, (3.19)

onde 9 é o espinor de Dirac e 1 seu conjugado. As equacdes de campo podem ser

obtidas a partir da equacgao de Euler-Lagrange, ou seja,

oL oL
8, <W> -3 = 0. (3.20)

Substituindo (3.19) em (3.20), obtemos o seguinte resultado

(T%i8, — M) ¢ = 0. (3.21)

Os operadores I'* e M podem ser decompostos de modo a manifestar suas
propriedades sob transformacoes de Lorentz e CPT. Para que isso seja possivel,
precisamos reescrevé-los em termos dos covariantes bilineares. Assim, as interagoes

possiveis que podem compor a densidade Lagrangeana (3.19) sao:
14 4 : 1 VKR
It = 7“ + ct v + d* Y5 Yv + et + 1f”75 + 59“ Ovk,s (3.22&)

1
M =my +a”y, + 0"y, + §H”“JW, (3.22b)

onde my ¢ a massa do férmion e os coeficientes de violagao {c*, d*”, e*, f, gh",
a’, b¥, H""} fazem o papel dos background fields. De acordo com a densidade

Lagrangeana (3.19), os termos I'* e M possuem as seguintes dimensoes de massa
[["] = [massa]®,  [M] = [massa] (3.23)

A tabela 3.1 mostra a classificacdo dos background fields no que tange as suas

dimensoes de massa.

Com as defini¢es (3.22a) e (3.22b) acima, a equacao de Dirac modificada (3.21)
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[¢*] = [massa] [a”] = [massa]’
[d"] = [massa] (6] = [massa]
[H""] = [massa]” | [e#] = [massa]
[g""] = [massa]” | [f*] = [massa]

Tabela 3.1: Dimensao de massa dos background fields.

torna-se:
. . y . . . . L. .
Y0, + M ,10,0 + dF 57,10, + €M + ifF 510,90 + 29 Hoki0yt)

1
—myt) + a’y )+ 00 + SH 0,0 = 0. (3.24)

Sob transformacoes CPT, os coeficientes acima podem ser classificados facil-
mente invocando as “regras CPT” dispostas no capitulo 2 e os resultados apre-

sentados na tabela 2.5. Usando-as, obtemos os resultados mostrados na tabela
3.2.

Coeficientes e seus respectivos bilineares sob acao da transformagao CPT | Classificagao OPT

(CPT) ¢*Hy,idy (CPT) ™Y, (CPT)widy (CPT) ! = v,id, (CPT)c"H(CPT)~t—CPT-par
(CPT) d*Fys7id, (CPT) ™Y, (CPT)v57i0u (CPT) ™! = v57,i0, (CPT)d"*(CPT)~ '~ CPT-par
(CPT)erid, (CPT)™Y,  (CPT)id, (CPT)™! = —id, (CPT)et(CPT)~t— CPT-impar
(CPT) fiy5i8, (CPT)™Y,  (CPT) 510, (CPT) ™! = —5id, (CPT)f*(CPT)~'— CPT-impar
(CPT) g" " 0,xid, (CPT)™Y,  (CPT)ouridy (CPT)™! = 0,10, (CPT)g"*(CPT)~*— CPT-impar
(CPT)a*v CPT)™ Y,  (CPT)w CPT) ' =— (CPT)a”(CPT) '+ CPT-impar
(CPT) vy (CPT)™Y,  (CPT) 5% (CPT) ™' = =570 (CPT) (CPT) t— CPT-impar
(CPT)H"0y (CPT)™Y,  (CPT)oun (CPT) ™! =0ous (CPT)H"*(CPT) *— CPT-par

Tabela 3.2: Cassificacao dos coeficientes minimos sob a acao da transformagao
CPT.

Como os coeficientes {c*, d", ek, fH, g"" a”, b”, H""} sao campos de fundo

fixos, entao suas classificagoes sob a transformacao CPT depende exclusivamente
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de como o seu bilinear se transforma sob CP7T . Assim, se o bilinear correspondente
for CPT-impar, entao o campo de fundo deve ser CPT-impar.

O setor minimo dos férmions foi extensamente estudado nos dltimos anos. Fxis-
tem inliimeros artigos que reportam os efeitos advindos das modificagoes apresenta-
das acima. Por exemplo, a estabilidade e causalidade sao conceitos estreitamente
relacionados com a simetria de Lorentz. No trabalho desenvolvido em [50], os au-
tores investigaram como a estabilidade e a causalidade se comportam em teorias
que violam CPT e Lorentz. O artigo aborda, por exemplo, sob quais circunstancias
o setor fermionico minimo do MPE preserva a estabilidade e a causalidade.

Além destes conceitos fundamentais, extensas aplicacoes no setor fermidnico
minimo foram feitas de modo a tentar restringir os valores dos backgrounds. Na ref.
[51] os autores investigaram a influéncia da violagao de CPT e de Lorentz na teoria
de Dirac. Neste trabalho, a equagao de Dirac foi modificada por acoplamentos
do tipo a” e b”. Constatou-se que, no limite nao-relativistico, o acoplamento
vetorial, ¢, nao afeta os niveis de energia do &tomo de hidrogénio nem gera efeitos
significativos. A nao deteccao de efeitos advindos deste tipo de acoplamento é
esperado, uma vez que este background pode ser absorvido por uma redefini¢ao
de campos do tipo ¥ — ¥e®# . O acoplamento pseudovetorial, b”, por outro
lado, mostrou-se promissor, ji que contribuicoes para o espectro de energia foi
detectado. Estes resultados sao tteis quando estamos interessados em restringir
os valores destes coeficientes.

Muitos outros trabalhos destacam-se no intuito de restringir os valores pos-
siveis dos background fields gracas aos valores experimentais bem estabelecidos.
Sinais de violacao de CPT e de Lorentz na escala de Planck podem se manifestar,
por exemplo, no espectro do hidrogénio e anti-hidrogénio. Assim, transicoes entre
os estados 1S — 2S5 e transigoes hiperfinas podem ajudar a restringir os valores
dos background field. O estudo sistematico e as implicacoes destas transicoes foi
estudada em [71]. Experiéncias comparando os momentos magnéticos anoémalos
do elétron e do poésitron sao bastante precisas atualmente. Devido a essa precisao,
é possivel restringir o valor dos background fields. Os autores da ref. [72] conse-
guiram impor valores bem restritivos aos background fields. A grande precisao nos
experimentos envolvendo muons também sao sensiveis a escala de Planck. Gracas

aos vastos dados existentes sobre a estrutura hiperfina do estado fundamental do
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muon e seu momento magnético anoémalo, os autores da ref. [73] obtiveram bons
limites para os background fields. Experiéncias usando amostras macroscopicas de
matéria spin-polarizada oferecem excepcional sensibilidade a violagao de CPT e
Lorentz no setor de elétrons, gragas a essa sensibilidade estudos dessa natureza
foram reportados em [74].

Em virtude desta vasta lista de referéncias, o setor fermiénico minimo mostrou-
se de grande interesse. Porém, devido ao MPE-minimo ser uma teoria efetiva,
presupoe-se que este setor é valido apenas em um intervalo de energia. Portanto,
se tentarmos usa-lo fora deste intervalo, os resultados nao conseguirao descrever
com precisao a fenomenologia observada. Uma maneira de sondar novos efeitos
advindos da escala de Planck, em intervalos de energias maiores, s6 é possivel se
introduzirmos operadores ndo-renormalizéveis. F somente em escalas de energias
acima do MPE-minimo que esses operadores tornam-se relevantes. A fim de poder
sondar efeitos que advém de escalas de energias cada vez maiores, estudaremos,
no proximo capitulo, a maneira natural para se generalizar o setor de férmions

minimo para o setor nao-minimo.
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Capitulo 4

Equacao de Dirac modificada: Um

estudo preliminar

Finalizamos o capitulo 3 apresentado as principais propriedades do setor fer-
mionico minimo do MPE. Em posse de todo esse arcabouco, estamos preparados
para apresentar uma generalizacao deste setor. O setor dos férmions generalizado é
conhecido como setor fermionico nao-minimo. Esta generalizacao é conhecida por
contemplar todos os termos nao-renormalizaveis e, por isso, mostra-se relevante
em escalas de energias mais altas. Apds apresentar a versao nao-minima do setor
fermionico, calcularemos as equacoes de campo referente a densidade Lagrange-
ana generalizada e, em seguida, calcularemos a relagao de dispersao exata. Para
finalizar, mostraremos uma nova abordagem para resolver a equacao de Dirac.
Essa nova metodologia sera de grande utilidade na hora de calcular e generalizar
as solucoes espinoriais, bem como os limites nao relativisticos para os operadores

contidos em Q.

4.1 O setor nao-minimo dos férmions

Consideraremos agora a acao efetiva que descreve o campo de Dirac para um
anico férmion na presenca de operadores que violam a simetria de Lorentz e que
possuem dimensao de massa arbitraria. A teoria efetiva que descreve o compor-

tamento dos férmions na presenca de tais operadores pode ser obtida através da
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prescricao detalhada na secao 3.2 com uma tnica ressalva: os coeficientes tornam-
se operadores. Portanto, a maneira como eles se acoplarao aos campos fisicos é
ligeiramente diferente e serd mostrada mais adiante. Manteremos nossa atencao
apenas a termos quadraticos nos campos, a fim de obter uma teoria linear. Assim,

para um unico férmion ¢ com massa m, a acao S é dada por

S = /E d*z, (4.1)

onde £ possui a seguinte forma

L :%@Z (wiau — gy + Q) ¥+ Hec. (4.2)
Aqui 9 é o espinor de Dirac e ¢ = 1T 0 seu conjugado. Os dois primeiros termos
correspondem aos termos usuais presentes na teoria de Dirac. Ademais, v* sao as
matrizes gamma padrao que obedecem a algebra de Clifford {v*,7"} = 27,14, em
que 1), é métrica de Minkowski cuja assinatura é (4+, —, —, —). A matriz identi-
dade foi representada por I;. O operador 0 apresentado na equacdo (4.2) contém
todas as contribuicoes advindas da violagao da simetria de Lorentz. Os termos
presentes em o) podem ser tratados como contribuicoeo perturbativas quando ne-
cessario, uma vez que estamos interessados em avaliar pequenos desvios da situacao
usual. Sem perda de generalidade, podemos assumir que O obedece a condicao
de hemiticidade, ou seja, 0= 70 QWO. No que concerne a sua estrutura, estamos
interessados em descrever o setor nao-minimo do MPE, portanto, o operador o)
pode ser visto como uma série na qual seus coeficientes estao acoplados as deri-
vadas, i0,, no espaco das coordenadas, ou acoplados aos momentos, p,, = iJ,, no

espaco dos momentos.

Os efeitos da violagao da simetria de Lorentz podem surgir através do operador
O de duas maneiras: espontaneamente ou explicitamente. A quebra de simetria
espontanea ocorre quando os campos tensoriais adquirem um valor esperado nao
nulo no véicuo [70] através de algum mecanismo. Este valor esperado faz o papel
dos campos tensoriais de fundo presentes no operador Q. Por outro lado, a vio-
lacao da simetria de Lorentz explicita envolve campos tensoriais de fundo que sao

introduzidos & mao na estrutura Lagrangeana. Em ambos os casos, o operador
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o) pode depender das coordenadas do espaco-tempo. Porém, a fim de preservar
a conservacao do tensor energia-momento, iremos requerer que o operador Q nao
dependa das coordenadas do espago-tempo, ou seja, a agdo (4.1) é invariante sob
uma translacao no espaco-tempo.

Apos todas as consideracoes acima, estamos aptos a definir uma forma geral
para o operador 0. Inicialmente, iremos decompo-lo em termos dos 16 covariantes
bilineares, que sao representados por {I, ¥y, V5, V5Yu; O }- 1850 nos permitird ca-
racterizar melhor os coeficientes, bem como o seu contetido de spin. Prosseguindo

como mencionado, obtemos

Q — Z QAI’}/D
I
. . . . 1.
= S +iPys + Vv, + Alysy, + ET“”GW. (4.3)

Os 16 operadores o = {5’,75,{/“,/1“,7-“”} sao fungoes das derivadas 10, e pos-

12,3 &

suem dimensdo de massa 1. A matriz 75 = i7"y'9?7® € a matrix quiral e oy, € 0

comutador entre duas matrizes gamma, a saber: 0,, = 3 [V,,7,]. No espaco dos

|-

momentos, cada operador Q! pode ser visto como uma série,

QI — Z Qf(d)a1a2..-06d—3palpa2 e Pay_s- (4.4)
d=3

No espacgo das coordenadas, o operador acima assume a seguinte forma
ol — Z Qldaazai=s (g (id,,) ... (10, ,)- (4.5)
d=3

Todos os coeficientes Q! (Darez..aa—3 g5, independentes das coordenadas do espaco-
tempo, tém dimensao de massa (4 — d), sao reais pelo critério de hermiticidade
previamente estabelecido e possuem (d — 3) derivadas adicionais em sua estrutura
— 0 que caracteriza operadores de altas ordens.

Tendo em vista que devemos recuperar o MPE-minimo apresentado na secao
3.2, é conveniente decompor o operador Q de uma maneira mais sugestiva de

modo a facilitar esta identificacdo. Iniciaremos reescrevendo o operador de Dirac
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modificado da seguinte forma:
Yy — my + Q= f“pﬂ — M, (4.6)

onde I'* e M sao operadores de dimensao de massa zero e um, respectivamente.
Reescrevendo os operadores I'*, M e explicitando a natureza dos seus constituintes

no que diz respeito a forma como se acoplam aos campos fisicos, obtemos

. ; . 1

[ = gt &y, + dPysy, + e +ifFys + égwam, (4.72a)
Y 5 i " b Lo

M = my 4+ m + imsys + aly, + 0 sy, + §H Oy (4.7b)

Para poder classificar o conjunto de operadores {¢*, cZ’“’, er, f”, G M, s,
a*, 13“, I—:TW} de acordo com as “regras CPT” definidas na secao 2.1, precisamos
conhecer a estrutura “interna” destes operadores. A seguir, escrevemos a forma ex-
plicita destes operadores no espaco dos momentos contraidos com seus respectivos

covariantes bilineares

é”“%p# _ ( Z C(d)V#a1a2mC¥d74palpa2 N 'pad_4> YoDps (4.8&)
d>4, par

A" 5y, Py = d>4za ddvrerezcaapy g .pa“> V5D (4.8b)
24, par

éﬂp# _ Z e(d),ua1a2...oéd74pa1pa2 . -pad4> Dy (48(3)
d>4, par

fﬂfyg)pu — d>4za f(d)ﬂalaz...ad74palpa2 . -pad4> V5Pus (48d)
24, par

g”’\“%,\pu _ (d>4za g(d)“mw@“'ad"‘pmpaz - 'pad4> TPy (4.86)
24, par
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m = Z m(d)ala2”'ad73pa1pa2 - Day_ss (48f)
d>5, impar

~ d)oras...oq—
mss = ( D ‘"’pmpaz---pa“> Vs (4.8g)

d>5, impar

@'y, = ( Y alPemertisy, -pad_g) Vi (4.8h)

d>3, impar

b5 = ( o pldmeezcaan b, .pad_g) V5V (4.81)
d>3, impar

H" g, = ( Z H(d)‘“’am“'ad*‘pmpo(2 .. .pad_3> O, (4.8j)
d>3, impar

onde “d > 4, par”, por exemplo, indica que a soma inicia-se em 4 e par indica
que a soma sO contém os termos de dimensao d par. Os operadores nao-minimos
mostrados nas equagoes (4.8a—4.8j) sdo construidos de modo a preservar o mesmo
comportamento sob transformacoes CP'T dos seus correspondentes minimos. Isso
é requerido para que a correspondéncia MPE —minimo <— MPE —nao — minimo
realmente se estabeleca. Por exemplo, o coeficiente ¢*¥ é CPT-par, portanto, sua
versao nao-minima, ¢, deve transforma-se da mesma forma. Para poder descobrir
como os operadores {¢*, cf“”, er, f”, G 1, s, At I;“, ﬁ’“’} se classificam sob
CPT, precisamos invocar agora as “regras CPT” ja estabelecidas. Avaliaremos os
coeficientes ¢4 e b- para exemplificar a aplicacao das “regras CPT”. Iniciamos

avaliando ¢*, a saber:

(CPT)&"%pu (CPT)™" = (CPT) ( Y “1“2""‘“pmpa2~--pad4>

d>4, par

X Ypu (CPT) ™, (4.9a)

(CPT) & vpu (CPT) ™" = (CPT) ( S cvmooroiay o pa“) P

d>4, par
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x (CPT), (CPT) " (CPT) p, (CPT)™". (4.9b)

Os termos entre parénteses contém um nimero par de momentos p,, portanto, ele
ndo contribui com nenhum sinal negativo. Por outro lado, (CPT)~, (CPT) " =

v, ¢ (CPT) p, (CPT)™" = —p,,, portanto:
(CPT) & y,p, (CPT) ™" = & v,p,, (4.10)

levando & conclusao de que esse termo é CPT-par. Avaliemos agora o operador b,

a saber,

(CPT) b v5v, (CPT)_lz(CPT)< D N N pad_3>

d>3, impar

X 57, (CPT) ", (4.11a)

(CPT) 6“757“ (CPT)_l — (CPT) ( Z b(d)/Lalag...ad_3pa1pa2 B 'pad_3> (CPT)_l

d>3, impar
x (CPT) 7. (CPT) ™, (4.11b)

o termo entre paréntese contém um ntimero par de momentos, portanto, ele nao
contribui com nenhum sinal negativo . Neste caso, (CPT)¥5v, (CPT) ™" = =757y,
portanto,

(CPT) VY57, (CPT) ™" = =05y, (4.12)

esse termo ¢ CPT-impar. Prosseguindo dessa maneira, ¢ possivel classificar to-
dos os operadores. De maneira geral, os operadores nao-minimos se classificam
da seguinte forma: os operadores ¢ e d" sao CPT — par e adimensionais, en-
quanto é*, f” e "™ sgo CPT-impar e também sdo adimensionais. Os operadores
m, ms e H" sio CPT — par e possuem dimensao de massa 1, ao passo que a* e
b sdo CPT-impar e possuem dimensdo de massa 1. E interessante notar que os
operadores m e ms possuem apenas altas derivadas em sua estrutura, portanto,
sao nao renormalizaveis e nao possuem anélogos no MPE-minimo. Uma olhada

rapida na secao 3.2 e constatamos que, com excecao dos dois tltimos operadores
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mencionados, todos os outros coeficientes possuem seus andlogos no MPE-minimo.
O coeficiente my pode ser absorvido nos campos fisicos por meio de uma trans-
formagao quiral [22]. No entanto, ele esta presente na equacdo (4.7b) apenas por

completeza.

Na equacdo (4.6) o operador [ esta contraido com o momento pu- Tendo
em vista que o operador I* é dado por (4.7a), entdo os operadores ¢"*, dvm, e,
f” e ¢" também estdo. Isso nos permite introduzir uma nova notacdo para os
operadores acima citados, a saber:

UV

— AV AI/—AI/ A
¢’ =c"p,, dV=d"p,, e=éFp,

= ¢ =a (4.13)
[ =, G = d"p,.

Com a introdugao desta notacao, fica claro o mapeamento entre os coeficientes
presentes em (4.7a) e (4.7b) e aqueles no operador Q. Este mapeamento é mostrado

a seguir,

A

Ip, — M = VP — my + (& = @)y, + <dﬂ - 8“) V5V

~ ~ . r ~ 1 % agny
+(e—m)+1<f—m5>fy5+§<g“ —H“)ow, (4.14)

comparando a equac¢ao acima com o operador de Dirac modificado em funcao dos

operadores que compoem Q, equagao (4.3), ou seja,
Pp, — M = 7#py — my + 8 + iP5 + Vi, + Alysy, + THo,,  (4.15)

somos levados as seguintes identificacoes,

Szé—m, ﬁ:fA_mS’ ]A)M:éli_dﬂ’
Ar = dr — g}u) T — g — HH (4.16)
A identificacao acima é apenas uma mera conveniéncia, que serd explorada de
maneira mais detalhada no capitulo 5. A classificacao para os 10 operadores sob
transformacoes CP'T, bem como sob transformacoes de Lorentz, sao mostradas de

maneira geral na tabela 4.1.
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Operador Tipo d CpPT Coeficiente

m Escalar Impar >5 Par  m(daez.cas
s Pseudoescalar Impar >5 Par  m{?*102-0s
a* Vetor Impar >3 Impar al@remoz.cas
b Pseudovetor Impar >3 Impar b(@rereeaas
e Vetor Par > 4 Par c(duenas...aqs
d" Pseudovetor Par > 4 Par d(Dpnaros...oq—s
e Escalar Par >4 Impar el@aozaas
f Pseudoescalar ~ Par >4  Impar  f(daroz-cis
g Tensor Par >4 Impar g@meies.cas
Hm Tensor fmpar >3 Par H@mwaoz.cas

Tabela 4.1: Classificagdo dos 10 operadores contidos em (4.3) sob transformagoes
CPT e transformagoes de Lorentz [22].

Os operadores representados por af“, IS“, Hm e g*” sao conhecidos por quebra-
rem a degenerescéncia de spin, ou seja, as propriedades das particulas passam a
depender da direcao da projecao do spin ao longo da direcao do eixo de quanti-
zagdo. Assim, em geral, havera uma relacao de dispersao para cada espinor. A
explicacao para a classificacao destes operadores como tal serd apresentada de ma-
neira mais clara na subsecao 4.3.1. Esses coeficientes serao estudados de maneira

mais detalhada no capitulo 5, pois sao neles que residem o nosso interesse.

4.2 Equacoes de campo

As equacoes de campo sao de grande interesse, ja que é através delas que ob-
temos informagoes a respeito da dindmica dos campos. A densidade Lagrangeana
que nos permitird obter as equacoes para o campo de Dirac modificado é mostrado

a seguir?,

L= (%wi?“ — my + Q) Y. (4.17)

! Abaixo mostramos alguns passos necessarios para a obtencao da equacdo 4.17.
Lo A
£=30 (7 lau—m¢+Q)77/1+H.c,
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Para obtermos as equacoes de movimento a partir da equagao (4.17), precisa-
remos fazer uso das equacoes de Euler-Lagrange. Porém, ao observar a estrutura
do operador Q, equagao (4.4), vemos que sera necessario fazer uso das equagoes de
Euler-Lagrange generalizadas. Tal generalizacao é dada em [75] e é reproduzida

aqui, a saber:

oL oL oL
g O (a@w) 00 (a@a‘yw)) -
n oL
A+ (=1) a”l"'a“"<a(au...aﬂ ¢)>:O' (4.18)

O operador Q, no espago das coordenadas pode ser obtido através da seguinte

transformacao: p, — i0,. Por intermédio deste mapeamento, obtemos
oo
Q' =" Qlhenccusig i), .10, .,
d=3

Fazendo uso da equagao generalizada (4.18) juntamente com a forma explicita do

operador o) acima, fica evidente que a equacao de Dirac modificada sera:
(730, = my + Q) ¥ =0, (4.19)

Através da equagao (4.19) 2 poderemos calcular a relagao de dispersao, os espinores
e, a partir desses resultados, poderemos fornecer informagoes acerca da dinamica

dos campos em questao. Na proxima secao forneceremos a relacao de dispersao

1- . A 1 A= A
L=5v (V“lau —my + Q) v+ ! (*707”701 0 —my + QT) 7,
1- . A 1 A= A
£ =50 (150 = my + Q) v+ 561" (=99, —my +1°0"°) v,

- i< A
£:¢<’7H28u_mw+Q>¢»
onde nos valemos da hermiticidade do operador Q e da notagéo AEZB = A0,B — (0,A) B.
2

Por meio do método da inducgdo, podemos mostrar que cada um dos termos presentes na
equacao de Euler-Lagrange generalizada 4.18 quando aplicado ao operador Q tem como resultado
liquido gerar um dos termos da série 4.4, cuja dimensao é controlada pelo numero de derivadas
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associada 4 equagao de Dirac modificada (4.19), assim como suas propriedades.

4.3 Relacao de dispersao exata

Como vimos na secao anterior, a densidade Lagrangeana (4.17) nos fornece a
equagao de Dirac modificada (4.19). Reescrevendo esta altima equacao no espaco

dos momentos, obtemos:
(7"]?“ —my + Q) b =0, (4.20)

onde a expansao do operador O no espaco dos momentos é dada pela equagao (4.4).
Sabemos que a relacao de dispersao exata para solucoes tipo onda plana no vacuo
pode ser obtida impondo que o determinante do operador de Dirac modificado se
anule, ou seja,

det (’y“pu — My + Q) =0. (4.21)

A condicao acima reflete o fato de que nao estamos interessados em solugoes triviais
para os espinores. Além disso, determina como serao os modos de propagacao dos
pacotes de onda dos espinores na presenca dos operadores de dimensao arbitraria
que violam a simetria de Lorentz. Para determinar a forma explicita da relacao

de dispersao, seguiremos a metodologia apresentada em [22].

Antes de calcular explicitamente o determinante apresentado na equacao (4.21),

reescreveremos o operador de Dirac modificado. Para tanto, iremos proceder ado-

presentes na equagdo generalizada 4.18. A seguir, mostramos alguns resultados

Oy =9, 1(40‘1801 >_ SUCITT ’
((;@)“”Ql/’) ( uN”Q 00,0 | =y Q10,4

o P S N ST
6 Oy ( (8 &/w)w lb) _8May <8(8#81,w)wwg 18a118a21,/; =79 18u18u¢,

onde 7y representa os 16 covariantes bilineares.
Portanto, ao juntar todas as parcelas iremos reconstituir o operador Q.
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tando a representacao quiral® das matrizes gamma e reescreveremos o operador de

Dirac em blocos. Procedendo desta maneira, obtemos

A B

f—my+ Q=
Tl C D

)
em que A, B, C, D sao blocos de dimensao 2 x 2.

E conveniente introduzir a notagao o = (¢, ¢*), onde ¢ é a matriz identidade
em duas dimensdes e o representa as trés matrizes de Pauli usuais. A matriz
adjunta ¢ 6* = (0, —0') e satisfaz a seguinte identidade:

i

G0y = Ny + 5%5@“0% (4.22)

Fazendo uso da notacao introduzida, a decomposicao em blocos pode ser ex-

pressa como*

A B _ S_ —I—A%'T_“Vau&,, ) VEAO'HV | (4.23)
C D "G, S_+5T70,0,

onde fizemos uso das seguintes defini¢oes:

Si:—mw—i—giﬁs, f}i:pu—i-f}u:l:/iu,

T = % (7 % i’:rw) , (4.24)

X pv . A
em que 7 = %e’“’“)‘ﬁA é o dual do operador T+,

3 As matrizes gamma na representacio quiral sio mostradas a seguir:

o 0 ]IQ o 0 ag; o —]12 0
Yo = HQ 0 y Vi = —0; 0 , Vs = 0 I[Q

onde o; sdo as matrizes de Pauli

(0 1 (0 —i (1 0
g1 = 1 0 , 02 = i O ,03 = 0 -1 )
e [ é a matriz identidade em duas dimensoes.

4A deducdo completa desta secio encontra-se no apéndice A
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O valor do determinante (4.21) pode ser entdo obtido a partir da equacao (4.23)

usando a seguinte identidade:
A B _
det (C D) = det (AD) + det (BC) — tr (IB%A(C]D)) , (4.25)

onde B = adj (B) e C = adj(C) sdo as matrizes adjuntas correspondentes. As
quantidades que aparecem na identidade acima podem ser calculadas fazendo uso

da identidade (4.22) e das seguintes relagoes:

t1 (0,0,0,0%) = 2N, (4.26a)
t1 (6,0,0,015,0,) = 20 Nrrpors (4.26Db)
Mad T = AT 0y Muod T = —AT oy (4.26¢)
onde
Nk = N Mex = Nusllox + NuaTlvs — 1€pra- (4.27)

Efetuando todos os passos necessarios, obtemos a seguinte equacao de disper-

sao:
(82 - 72) (82 = 72)+V202—20 (S + 207 )-(Sy — 27, ) Vs =0, (428)

onde T2 = T4 Tap-

A equacao (4.28) nos fornece uma expressao compacta para a relagao de dis-
persao em que os coeficientes de violagao possuem dimensao de massa arbitraria.
A equagao de dispersao (4.28) nos permitira obter as solugdes para os casos parti-
culares do operador o) que estamos interessados. Mais adiante, voltaremos a esta

equacao.

4.3.1 Propriedades gerais da equagao de dispersao

Iremos analisar algumas propriedades da equagao de dispersao (4.28). Inicial-

mente, destacamos que a natureza quartica da equacao de dispersao é aparente,
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uma vez que estamos tratando de operadores que possuem dimensao de massa
arbitraria. Assim, é esperado que para algumas configuracoes dos operadores
{S,P,VF, A, TH} possam surgir mais de quatro relagoes de dispersdo, como

exemplo ilustrativo, vide secao 5.7.

Como o operador o) pode ser tratado de maneira perturbativa, conforme argu-
mentado na secao 4.1, podemos obter as relacoes de dispersao em primeira ordem
nos operadores {S, P, V¥, A* T#} a partir da equacio (4.28). Obter as relacoes
de dispersao em primeira ordem nos permitird sondar muitas informacoes e pro-
priedades acerca de como o conjunto de operadores que compoem O modificam as

relacoes de dispersao.

Em primeira ordem, a equagao de dispersdo (4.28) pode ser reescrita da seguinte
forma
pg—pQ—mi%Q(mwg—p-)}iy), (4.29)

onde ) é obtido a partir da seguinte expressao

~ ~

N\ 2 ~ o
))2:(p-A> —mprz—Qmwp-T-A—Fp'T'p- (4.30)

Resolvendo a equacgao (4.29) para py = E, obtemos as seguintes relagoes de dis-
persao X X

S—n-
— W—pV + X (4.31)

E~E
0 Eo E07

onde Ey = +,/p? + m?/) Deve-se notar que devido ao resultado acima ser va-
lido apenas em primeira ordem, tivemos que fazer uso da seguinte aproximagao:
p* =~ (Ep,p). Portanto, todos os 4—momentos que aparecem no lado direito da
equagao (4.31) devem ser substituidos pela aproximagao citada, inclusive aque-
les que aparecem na estrutura dos operadores {3,75,9“,./21“,7"“’}. O uso desta
aproximacao retém apenas as quatro relagoes de dispersao modificadas, evitando
assim o aparecimento das chamadas relacoes de dispersao “espurias”’, conforme
explicado na secao 5.7. Pode-se observar que, na auséncia dos operadores que
violam a simetria de Lorentz, recuperamos as solugoes usuais da equacgao de Di-
rac livre. Uma notoéria modificacao nas relagoes de dispersao consiste na quebra

da degenerescéncia de spin causada pela presenca dos operadores pseudovetorial e
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tensorial. Podemos perceber que o papel dos operadores escalar e vetorial residem
em deslocar os niveis de energia, porém, a degenerescécia de spin ¢ preservada.
A degenerescéncia entre particulas e antiparticulas é quebrada quando qualquer
um dos operadores que modificam a equacao de Dirac contém em suas estruturas
coeficientes que violam a simetria CPT. Por fim, vemos a partir da equagao (4.31)

que o operador P nao contribui em primeira ordem.

4.4 Espinores e bloco-diagonalizacao da equacgao

de Dirac

Estamos agora interessados na obtencao dos espinores. A equacao de Dirac no
espago dos momentos (4.20) mostra-se como um sistema linear e homogéneo de
equacoes, cujas solucoes sao os espinores de Dirac. E sabido que para tais solu-
¢oOes serem nao triviais é necessario que o determinante do operador modificado de
Dirac seja nulo (4.21). Este resultado ja foi obtido na se¢ao anterior. A equacao
(4.28) quando resolvida para a componente p° nos fornece os niveis de energia
permitidos. E interessante ressaltar que o operador de Dirac é uma matriz 4 x 4
que fornecerd uma equacao polinomial de grau maior ou igual 4 em p°. O grau
do polinémio em p° pode ser maior que quatro, pois ndo devemos esquecer que 0s
operadores {S’, P, Vi, A-, 7:’“’}, 0s quais estao presentes na equagao (4.28), sao
funcoes de p,. A solucdo (4.28) contém tanto valores positivos quanto negativos
para a energia. As energias positivas F~ sao comumente interpretadas como as
energias que descrevem as particulas livres, isto é py = E< (p) neste caso. As ener-
gias negativas E/_ , por outro lado, indicam a presenca de antiparticulas e precisam
ser reinterpretadas de acordo com o procedimento de Feynman-Stiickelberg para
que tenham sentido fisico. O procedimento de Feynman-Stiickelberg consiste em
considerar tais antiparticulas como particulas propagando-se para tras no tempo.
Portanto, para obtermos as energias com o sentido fisico correto, precisamos inver-
ter o sinal das componentes do 4-momento. Assim, para as de energia negativa, a
reinterpretacao acima mencionada nos fornece: pg = —E. (—p)|50]. Substituindo
os valores permitidos de py na equacao de Dirac modificada, obteremos as quatro

solugoes nao-triviais para os espinores. Deve-se notar que, para as energias F_,
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devemos aplicar a reinterpretacao de Feynman-Stiickelberg na equacao de Dirac

como um todo e nao apenas nas energias.

A utilidade do procedimento mencionado previamente na obtencao dos espino-
res reside no fato de que, ao final, obteremos as solugoes exatas. No entanto, como
visto na secao anterior, as dificuldades em resolver estes sistemas lineares aumen-
tam drasticamente na medida em que o ntimero de coeficientes que sao levados em
consideracao no operador O aumenta. A razdo é que, mesmo considerando termos
até segunda ordem nos coeficientes de violacao, muitas combinacoes entre os coe-
ficientes sao possiveis, o que torna o processo de obtencao das solugoes exatas um
grande problema. Com o propoésito de ilustrar este procedimento, consideraremos
no apéndice B algumas configuracoes isotrépicas do operador 0. Neste apéndice
calculamos as solucoes exatas para os espinores e mostramos a relacao de dispersao

exata.

Devido a complexidade envolvida no tratamento das solugoes ¢ necessario de-
senvolver um procedimento que nos possibilite encontrar as solugoes espinoriais
desejadas. Ja foi mencionado na secao 4.1 que o operador o) pode ser tratado de
maneira perturbativa. Portanto, para estudos fenomenologicos, é suficiente reter
apenas as contribuicoes dos coeficientes até primeira ordem nas energias, espinores
e etc. O procedimento escolhido para se obter os espinores em primeira ordem foi

desenvolvido em [22] e sera detalhado aqui.

O objetivo dessa nova metodologia reside em encontrar uma transformacao
U = U (p) tal que a equacdo de Dirac assuma uma forma bloco-diagonal. A

equacao de Dirac possui a seguinte forma:
(7”]9# — My, + Q) Y =0. (4.32)
Multiplicando a equagao acima pela matriz nao-singular vy pela esquerda, temos:
Yo (7“% — My + Q) Y =0. (4.33)

A matriz 7, é introduzida para transformar o primeiro termo, v’pg, em sua forma
bloco-diagonal, uma vez que (7)? = I;. Com isso, precisamos apenas nos preo-

cupar em bloco-diagonalizar os termos que darao origem ao Hamiltoniano H, ou
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seja, +° (’y “p—my + Q) Aplicando agora a matriz U = U (p), obtemos

Uy (7w = s + Q) U = (E — H) Uy =0, (4.34)

onde F = py e H ¢ o Hamiltoniano relativistico. H é uma matriz 4 x 4 bloco-
diagonal ou “par” com os blocos 2 x 2 fora da diagonal (contribuigbes “impares”)
nulos. Esta metodologia permite desacoplar os estados positivos dos negativos, ou
seja, os blocos-diagonais principais nos fornecem os Hamiltonianos relativisticos
que descrevem as particulas e as antiparticulas separadamente. A figura 4.1 repre-
senta esquematicamente o que ocorre com o operador de Dirac quando aplicamos
a transformacao U. Usaremos as matrizes gamma na representacao quiral, pois
nesta representacao as matrizes v* possuem a forma em blocos desejada para que
o procedimento aqui desenvolvido funcione. Como estamos tratando os termos de
violagao de Lorentz de maneira perturbativa, é conveniente introduzir a seguinte
notacao:

H = Hy+0H, (4.35)

onde Hy = U~y (p -~ —my)UT é a Hamiltoniana usual de Dirac e 6H contém

todas as contribuicoes perturbativas devido aos termos de violagao de Lorentz.

A

Consideraremos inicialmente a equagao de Dirac usual (Q = 0), ou seja, H =

part part part part

X k|0 @ o U X sk O S
« x|e e |3 ¥ ¥ at
000 ¢ g‘ : O o O g
ooloo /) S0 )

Figura 4.1: Na figura acima, “part” designa particulas e “part” antiparticulas.
Vemos claramente que, apés a matriz transformacao U atuar sobre o operador de
Dirac, a equagao torna-se bloco-diagonal, ou seja, as informacgoes que caracterizam
as particulas estao desacopladas das antiparticulas.
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Hy como exemplo ilustrativo. Uma transformacao apropriada para converter a
equacao de interesse na forma bloco diagonal é o produto de duas transformacoes

que comutam, U = VW = WV e possuem a seguinte forma:

Iy + 075
V="-—"_ 4.36a
o (4.360)
E .
W(p) = 2t TP (4.36D)

N \/QEO (E() +Mw)7

onde Fy = ,/p?>+ mfp > 0. Aplicando a transformacao acima na equacao (4.34),

fazendo Q = 0, obtemos a seguinte forma bloco-diagonal®:

Ey 0
Hy=—vE,= . 4.37
0 V5L0 <O —E0> ( )

O bloco 2 x 2 superior descreve as energias positivas das particulas, enquanto que o

bloco inferior, ap6s a reinterpretacao usual, descreve as energias das antiparticulas.

No caso geral que estamos interessados em descrever as modificacoes advindas
da violacdo de Lorentz (Q # 0), podemos modificar as transformacdes (4.36a)
e (4.36b) de modo a torna-las uteis ao caso mais geral . Caso o operador Q
contenha em sua estrutura apenas os operadores Se fi“, entao as tranformagoes
apresentadas sao suficientes para tornar a Hamiltoniana modificada bloco-diagonal
desde que facamos as seguintes modificagoes: m, — my — Se Dy — Dy + Za

Com estas modificagoes, as transformacoes (4.36a) e (4.36b) tornam-se

Iy + 7075
V=—"2 4.38a
7 (1.38a)
E, +Vo+my — S+ <p+\>> “y
W (p) = , (4.38)

\/2 (]Equf}o) (Eu+1>o+m¢ —3)

50 calculo detalhado da obtencdo desta forma bloco diagonal, bem como as solucdes espino-
riais serdo abordadas no apéndice C.

8Consideraremos as solu¢des espinorias para estes dois casos no apéndice D para exemplificar
a Prescricao myy — My — Se Pu — Put Vi
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onde Vy e V sdo as partes temporal e espacial do operador )A/“, respectivamente,
e [E, designa a relacao de dispersao exata para esta configuracdo. Vale a pena
ressaltar que as transformacoes (4.36a), (4.36b), (4.38a) e (4.38b) nos fornecem a
forma bloco-diagonal exata, o que, por sua vez, nos possibilitara obter as solugoes

espinoriais exatas para estas configuracoes.

Em contraste ao que foi apresentado acima, quando o operador O contém em
sua estrutura os coeficientes 75, Ar e 7”“’, nenhuma modificacdo nas transfor-
magoes apresentadas previamente nos fornecera a estrutura bloco-diagonal exata
desejada. No entanto, ainda podemos modificd-las a fim de obter alguns resul-
tado interessantes. Um primeiro passo na tentativa de tornar o operador U~y QU
bloco-diagonal consiste em trata-lo de maneira perturbativa e, dessa maneira, en-
contar as novas transformacoes. Em ordem zero, a transformacao U é dada pelo

produto VIV, assim, a equacao (4.34) torna-se:
(U%V“puUT — UyomyUT + U%QU*> Uy =0,
(UfyO'yOpOUT —Uryo(y-p+my) U+ U’onUT> Uy =0,
(E + s Fo + VW%QWTVT) U =0, (4.39)

onde fizemos uso da equagao (4.37). Como ja mencionado, o tltimo termo nao é
bloco-diagonal, ou seja, contém tanto as partes pares quanto as impares. E sabido
que a parte par de uma matriz M genérica pode ser extraida aplicando-se a matriz
par 75 da seguinte forma: My, = %(M + v5M~s). Portanto, para remover as
partes impares e reter as contribuicoes pares em primeira ordem, basta modificar

a transformacao U por uma pequena transformacao adicional, a saber:

1 ~
U=(14+— [75, VIV QW VT] VIV, (4.40)
1F,

onde [e, o] indica o comutador usual entre duas matrizes.

Usando essa nova transformagio, a equacgao (4.34) torna-se:

Uro (7 =+ Q) U = B+ 35 By + (VI3 QWiVT) (4.41)

par
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A partir da equacdo acima, podemos identificar o Hamiltoniano bloco-diagonal
que representa as modificagoes em primeira ordem nos coeficientes de violacao de
Lorentz, ou seja,

SH = — (VW% QWTVT> . (4.42)

par

Substituindo a forma do operador 0 dada pela equagao (4.3) e fazendo alguns

calculos, obtemos a seguinte forma explicita para 0 H:

1 \ e o o A ks
6H = — [mySys — EgV° — Vipys + APy v + my A yiygys + ———2
By | Eo s P’ 0 + myp AV 05 (Bo £ 1m0)
7;_03' ko k
N . A x0j . ¢
i TV 4 (T — ByT iy + 2200 (4.43)
(Eo + my)

A expressao acima nos fornece as contribui¢oes em primeira ordem para o Hamil-
toniano (4.35). Iremos usar a equagdo (4.43) para encontrar a forma explicita do
Hamiltoniano para cada uma das configuragoes de interesse no préximo capitulo.
Com os Hamiltonianos em maos, iremos calcular as solucoes espinoriais para as

diversas configuracoes do operador A* e TH.
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Capitulo 5

Teoria de Dirac modificada por

operadores de spin nao-degenerado

No capitulo anterior, descrevemos uma metodologia generalizada que usaremos,
a partir de agora, para obter as solugoes espinoriais para as diversas configuragoes
dos operadores Ar e T, Porém, antes de aplicar tal metodologia, iremos deta-
lhar algumas propriedades gerais que dizem respeito as energias e espinores das
particulas e antiparticulas. A obtencao dos espinores e suas possiveis generaliza-
¢oes para operadores de dimensao arbitraria sao apresentados. A normalizagao
que serd utilizada ao longo deste capitulo também é discutida. Por fim, obteremos

as solugoes espinoriais desejadas.

5.1 Propriedades gerais

Os operadores Ar e 7’“”, como ja mencionado exaustivamente no capitulo 4,
diferem-se dos demais operadores, pois, em geral, havera duas relacoes de disper-
sao distintas. Essa nova propriedade tem como principal consequéncia a quebra
da degenerescéncia de spin. Sabemos também que as solucoes para as antiparti-
culas estao conectadas as solugoes das particulas através de uma transformagao
de conjugacao de carga [50]. O conhecimento detalhado dessa conexao nos per-
mitird obter essas solucoes de uma maneira mais simples. Descreveremos a seguir

como tal conexao ocorre, como podemos generalizar as solucoes espinoriais para
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quaisquer dimensao de massa e algumas propriedades da relacao de dispersao.

5.1.1 Energias das particulas e antiparticulas

Sabemos que no caso padrao e nos casos em que a equacao de Dirac é modifi-
cada por operadores que nao quebram a degenerescéncia de spin, ou seja, quando
a equagao de Dirac é modificada pelos operadores Se v", a energia das particulas
e antiparticulas é degenerada. Porém, os casos que iremos avaliar ocorre a quebra
dessa degenerescéncia. Portanto, é esperado que haja duas energias distintas para
as particulas, bem como para as antiparticula. Os coeficientes que violam a sime-
tria de Lorentz e induzem tal assimetria sio: A* e T#”. Denotaremos as energias
positivas nao degeneradas por E(j) e as identificaremos como as energias que ca-
racterizam as particulas, ou seja, E(j) = Efli). J& as duas energias negativas, que

denotaremos por E(f)

, apos as devidas consideracoes, poderao ser identificadas
como as energias que caracterizam as antiparticulas, ou seja, Eq(}i).

Sabemos que as solucgoes que caracterizam as antiparticulas estao conectadas as
solucoes que caracterizam as particulas através de uma transformagao de conjuga-
¢ao de carga C. Portanto, conhecendo o comportamento dos coeficientes que con-
trolam a violacao da simetria de Lorentz quando submetidos a uma transformacao
de conjugacao de carga, saberemos como sera a correspondéncia entre as energias.
Sob uma transformacao de conjugacao de carga, os coeficientes mostrados na de-
composi¢ao (4.16) comportam-se como: {cH dH et fE gt m m, alt
b HP Y S {chv —dPv —el — fH @i m m, —at 13”, —H" '} [50]. O
resultado mostrado anteriormente é bem geral, porém, os coeficientes que real-

mente interessam sao d*V, b*, ¢"* e HM”. A conexio entre as energias para estes

coeficientes, dada por [50], é mostrada a seguir:
ES) _ B (<p ). 6

Como ja discutido na secao 4.4, as solugoes para as antiparticulas nao possuem
sentido fisico a menos que fagamos uso da reinterpretacao de Feynman-Stiickelberg.

Fazendo uso deste procedimento na equagao (5.1), temos
- E(>$) (_p7 _d,LLI/---’ _H'LWM) = E(>¥) (p7 _d,ul/---, _H/U/"') = E£$)7 (52)
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onde invertemos os sinais das componentes espaciais do momento, bem como o
sinal da energia, que corresponde a p° e fizemos uso da notagao da ref. [50]
para as antiparticulas. Como os coeficientes d™e H"™ violam C, as energias das
antiparticulas estao relacionadas as energias das particulas através da seguinte

equacao:
EF (p,d" H"") = B (p,—d"", —H"") = B (p).  (5.3)

Tais correspondéncias entre as energias serao de grande utilidade nas proximas

secoes.

5.1.2 Obtencao e generalizacao dos espinores

Na literatura, o procedimento mais comum para obter os espinores consiste em
efetuar a decomposicao da equacao de Dirac em duas partes: o bloco superior,
que diz respeito as particulas, e o bloco inferior, que refere-se as antiparticulas.
A partir dessa decomposicao, podemos encontrar os espinores, bem como o limite
nao relativistico da equacao de Dirac de uma maneira relativamente simples. Po-
rém, constatamos que este método usual funciona apenas quando a equacao de
Dirac é modificada pelos operadores SeVr A metodologia descrita na secao 4.4
permite, por outro lado, encontrar as solucoes espinoriais para os operadores que
quebram a degenerescéncia de spin. Isso s6 é possivel, graca ao fato da forma
bloco-diagonal nao misturar as informacoes entre particulas e antiparticulas, ou
seja, estas informagoes estao desacopladas.

Além da vantagem mencionada anteriormente, esta metodologia nos permitiré
generalizar as solucoes espinoriais para quaisquer operadores {5’ P, Ve AH, 7'“”}
em qualquer dimensao conhecendo apenas as solugoes espinoriais para as versoes
minimas destes operadores. A generalizacdo consiste basicamente dos seguintes
passos: calcula-se, por exemplo, os espinores para a equacao de Dirac modificada
pelo operador A®)?, versio minima do operador AS, e efetua-se a seguinte prescri-
Gao

ABB oy A3 =" ADI0aspp (5.4)
d

Essa prescricao mapeia o MPE minimo ao MPE nao-minimo. Nao é dificil compre-
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ender por que tal mapeamento funciona, basta observar que o indice que controla
a natureza do spin (indice ;4 = 3 no caso acima) permanece fixo e os indices
ai, ..., 0q 3 podem ser entendidos como “indices internos” que nao alteram a con-
figuracao do operador 0. Na equacao a seguir, mostramos o papel desempenhado
pelo indice que controla a natureza do spin e na sequéncia mostramos o papel
desempenhado pelos “indices internos” na generalizacao do operador. Para a con-

figuracao Q= )}H%’ temos:

0 0 PR PE R | Vo v
L 0 0 R VAR VAT VA
Q=V"% =1 oy v o1 oo (5.5)
| e e 1 0 0
Vi4ip? Y — s 0 0
Usando o mapeamento
Vlslinimo — lA}{\ITéo—ml’nimo = Z V(d)“almadi?)pcn < 'pad—37 (56)
d

obtemos a generalizacao desejada. Assim, fica claro que a prescricao acima mencio-
nada realmente conecta o setor fermionico minimo ao setor fermiénico nao-minimo

e que os “indices internos” nao alteram a configuracao do operador Q.

As solugoes generalizadas s6 sao possiveis, porque sao validas apenas em pri-
meira ordem. N&o podemos esquecer que estamos substituindo os p® adicionais que
aparecem nos coeficientes de violagao de Lorentz pela relacao de dispersao padrao
Ey. Porém, os coeficientes S e V" sdo uma excecao, ja que, como foi discutido na
secao 4.4, podemos obter as solucoes exatas para estas configuragoes. Tendo em
maos os espinores exatos, aplicamos o mapeamento descrito acima, com algumas
ressalvas, para obter as solugoes exatas em qualquer dimensao de massa d, vide

apéndice D.

E relevante mencionar aqui a relacio entre as solucées espinoriais das particulas
e antiparticulas. Denotaremos os dois espinores que descrevem as particulas e que
satisfazem a equacio de Dirac modificada por u(®, enquanto que os dois espinores
que descrevem as antiparticulas sdo rotulados por v(®, onde a = 1, 2. Os espinores

u® e v(® estdo conectados um ao outro através da transformacao de conjugacio
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de carga (C). Ao aplicar o operador C na equagao de Dirac, obtemos o seguinte
anti-espinor!

Y° = iy2*. (5.9)

Ja sabemos como os coeficientes que violam a simetria de Lorentz se comportam
quando submetidos a uma transformacgao de conjugacao de carga, vide subsegao
5.1.1. Conforme equacao (21) da referéncia [50] as soluc¢oes para as antiparticulas

assumem a seguinte forma:
v (p,d e HY) = wBVe (p, —a —HM) | (5.10)

onde usamos a notagao apresentada em (5.9).

Como os coeficientes b, d, H e g quebram a degenerescéncia das energias, entao
as duas solugoes espinoriais para as particulas e as duas solugoes para as antipar-
ticulas satisfazem automaticamente a condicao de ortogonalidade entre si. Além
da ortogonalidade, os espinores devem ser normalizados, portanto, escolheremos a

seguinte condi¢ao de normalizagao:

u @iy @ = 2E@), (5.11)
p@Ty(@) = 2p@), (5.12)
onde o indice a nao indica soma e assume os valores o« = 1, 2.
1
Seja u um espinor arbitrario
Uy
_ | e
u= | (5.7)
(2

Estamos interessados em saber como a transformacio de conjugacido de carga C=iy? modifica o
espinor u. Aplicando C a equagao (5.7), temos

0 0 0 -—i Uy * Uy *
o oo o) [uw| | -us
VS b0 0 | fu| T w| (5.8)
—i 0 0 O Uy (5

A transformacdo C ndo s6 inverte a ordem das componentes do espinor u, como introduz um
sinal negativo nas componentes dois e trés.
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Apos todas as consideracoes feitas, estamos prontos para obter as solucoes
da equagao de Dirac modificada. Nas secOes a seguir calcularemos as solucoes

espinoriais para algumas configuragoes particulares dos operadores A" e TH.

5.2 Configuracao “isotrépica” generalizada

Apos toda a discussao previa, estamos prontos para obter a equacao de Dirac
modificada, a relacao de dispersao e os espinores para as configuracoes que seguem.
Iremos iniciar com o caso mais simples, ou seja, com a configuracao isotropica.
Solucoes isotropicas caracterizam-se por nao depender de uma diregao privilegiada.
Tal indepedéncia manifesta-se nas solu¢oes quando estas dependem exclusivamente
do |p|. As possiveis configuracoes dos operadores Ar e T que possibilitam obter

solucoes isotropicas sao mostradas a seguir:

b= > bD0mcaip  p (5.13a)

d impar

3 8 11 1\ 8
d" = d x diag <1, 33 §> Doy, d = Z d(d)00a2...ad73pa2 . Day,  (5.13D)
d par

T = é” :5 x 9% py.. é = Z g(d)123°‘2"'ad*3pa2 oo Day_s- (5.13¢)

d par

Podemos perceber que as configuragoes (5.13a — 5.13¢) sao bem gerais e con-
templam tanto as solugoes isotrépicas quanto as anisotropias. Como estamos inte-
ressados nas solugoes isotropicas, devemos nos ater aos coeficientes que reproduzem
o MPE minimo, ja que, neste caso, as configuracoes (5.13a — 5.13¢) tém o com-
portamento desejado. Os coeficientes que compdem o MPE minimo séo: b=p®0
d=d"0 e g = g®12_ A equacio de Dirac modificada para estas configuracoes é

mostrada a seguir
3 10 1 7i]
Wb = my + Ao+ 5T Voy | U =0, (5.14)
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onde

o

A0 = @0 b, (5.15)

Antes de prosseguirmos no calculo dos espinores, precisamos obter a forma
bloco diagonal da equacao (5.14). Fazendo uso do procedimento apresentado na
seqao 4.4, em particular a equagao (4.43), a equacao de Dirac modificada torna-se:
2ij g 1Y% gy

1 a0 i Ey .
By + 5Bt + — | A%ny0 — —Lehgiining + 5 =0
vkl + 5 LAY 0 = 50 + 5 o+ my) v =0,
(5.16)

onde ¢y = U e U é a matriz transformacao usada para bloco diagonalizar a

equagdo de Dirac modificada (5.14). Tendo em maos a equacdo bloco diagonal
acima, podemos obter a relacao de dispersao e os espinores em primeira ordem
sem muitas dificuldades, jA que a equacdo (5.16) é uma equacao de autovalor

simples de se resolver.

A relacao de dispersao em primeira ordem para a configuracdo minima é obtida
resolvendo a equacao de autovalor (5.16). O resultado a seguir nos mostra as

energias que descrevem as particulas

E® — B, [1 . Pl (éon . m¢§)] . (5.17)
E; \3
A equacgao acima nos mostra claramente que a configuracao escolhida é isotropica,
j& que depende exclusivamente do modulo do momento (|p|). As soluges para as
antiparticulas podem ser obtidas através do formalismo descrito na subsecao 5.1.1,
ou seja

o

E® = ED (p,—d"). (5.18)

v u

As solugoes espinoriais da equagao (5.16) sao

—|pl+ps p| + ps
PO x| PP e plzlm , (5.19a)
0 0
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0 0

RS
—|p| + ps p| + ps

p1+1p2 p1+ips

: (5.19b)

onde A é um fator de normalizagao a ser calculado a posteriori conforme critério
estabelecido na subsec¢ao 5.1.2. Podemos constatar através das equagoes (5.17) e
(5.19a — 5.19b) que |p| pode ser usado como um parametro que conecta as duas
solucoes distintas, uma vez que a troca |p| — — |p| leva, por exemplo, EXM o
ES). O mesmo procedimento ¢ valido para as solucgoes espinoriais (5.19a — 5.19b)

e serd explorado mais adiante.

As solugbes (5.19a — 5.19b), como ja sabemos, correspondem aos espinores da
equacao de Dirac modificada na forma bloco diagonal. Porém, como pode ser
visto, estas solucoes nao contém nenhuma infomacao acerca dos coeficiente que
violam a simetria de Lorentz, portanto, nao sao as solucoes mais gerais possiveis.
A presenca de tais coeficientes é de vital importancia para compreender como
eles modificam as solucoes da equacao de Dirac. Por esse motivo, precisamos

transformar os espinores (5.19a — 5.19b) de modo a obter as solucoes desejadas.

Para obter tais solucdes, precisamos aplicar a transformacao inversa Ut (AO, T )

nos espinores encontrados. A matriz transformacao U <A0, T ) escrita de forma
explicita para o presente caso ¢ dada por

~
° AL

U= — 2 g vt v 4
= T 1R, [, iE ] + AE,

[v5, VWAoo, WIVIT VIV, (5.20)

Obtendo a matriz adjunta do operador U <J2l0,72”'> e aplicando-a as solucoes

(5.19a), obtemos os espinores para as particulas, a saber:

&(1,2) |Eu {

A 2
@ = NI Z (AO — E}p_|> ; (5.21)
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onde fizemos uso das seguintes definicoes

2 _ CZJE My X4+
0= () 2 (1) s

. p3sF|p

De = (Bp+my % |p) ( s F | ') , (5.22b)
P11+ 1p2

. p3 L |p

X+ = (Eo +my £ |p)) < 3 | |> ) (5.22¢)
P11+ 1p2

As solucoes para as antiparticulas podem ser obtidas aplicando-se a matriz
Ut (A%, 7% ) nas solugdes (5.19b). Devemos fazer uso da reinterpretacio de

Feynman-Stiickelberg, como ji mencionado na secao 4.4, para que tais solucoes
adquiram sentido fisico. Uma maneira mais rapida para se obter os espinores que
descrevem as antiparticulas, consiste em lembra que estas solucoes estao conecta-
das as solugoes das particulas via uma transformagao de conjugagao de carga C,
conforme subsecao 5.1.2. Fazendo uso da eqagao (5.10) temos o seguinte resultado

para as antiparticulas

u
: —a{
6(1’2)|g(i> = NP 0?2,1) (=d™), (5.23)
v _U2
(2,1
T

) representa as componentes do espinor 4(*), o asterisco significa complexo

- (2,1
onde uf

conjugado e o parénteses apos a matriz coluna indica que estamos substituindo as
antigas varidveis em todas as componentes do espinor por aquelas presente no

parénteses. No caso acima, d*" — —d*.

As constantes de normalizagdo que aparecem nas equagoes (5.21 — 5.23) pos-

suem a seguinte forma:

o 1 Ip| G 5
Nél,?) — |:2 + = (—Eod —b+ mwg)] , (524&)
4y/1pl (Ip| £ p3) (Eo + my)



N2 = N2 (— gy (5.24b)

O critério para obter a constante de normalizacao foi aquele descrito na subsecao
5.1.2.

Pudemos observar que as solugoes da relacao de dispersao e os espinores depen-
dem apenas do modulo do momento |p| como esperado. Apesar de ter escolhido a
configuracao minima para que obtivéssemos uma configuracao isotropica, as solu-
¢oes espinoriais acima podem ser generalizadas para as configuracoes nao-minima

conforme prescricao detalhada na subsecao 5.1.2.

5.3 Solucgoes para algumas configuracoes do ope-

rador pseudovetorial A"

Apo6s a obtencao das solugdes para a configuragao isotropica, iremos agora
avaliar algumas configuracoes anisotropicas para o operador pseudovetorial A*. A

equacao de Dirac para este caso é dada por

(’y“p" —my + /l“”ygfy#) =0, (5.25)

cuja equacao de dispersdo, conforme equacgdo (4.28), é dada por
N2 N2 .
(p+A) (p—A) —2m? (5 = &) +m =0, (5.26)

onde p é o 4—vetor momento e Aéo operador pseudovetorial de dimensao de massa
arbitraria. Ao resolver a equagao (5.26) para a componente p°, obtemos as energias
exatas para a presente configuracao. Como estamos trabalhando com operadores
em dimensao arbitraria, algumas situacoes incomuns ocorrem quando p° adicionais
aparecem na estrutura do operador A. Como exemplo, podem aparecer mais de
quatro solucoes para a relacao de dispersao, além da modificacdo da evolugao

temporal da equacao de Dirac usual. Voltaremos a este problema na secao 5.7.

72



5.3.1 Operador A’ com i = {1,2}

O primeiro caso anisotropico que consideraremos reside na modificacao da equa-
cao de Dirac pelo operador A cujas configuracoes apontam nas dire¢oes dos eixos
x e y. Estes dois casos serao examinados separadamente e, a posteriori, serd mos-
trado que existe uma conexao entre as solugoes destas duas configuracoes, visto
que a estrutura vs7y; para i = {1,2} sdo bem semelhantes?.

A equacdo de Dirac modificada para ambas configuracoes possui a seguinte

forma
<%pu — My + Ai%%> v =0, (5.27)

onde o indice ¢ nao deve ser interpretado como uma soma, mas sim como assumindo
os valores para cada um dos casos separadamente. Antes de obter as solucoes espi-
noriais, precisamos conhecer as energias em primeira ordem. Para isso, precisamos
resolver a equagao (5.26) substituindo os p° adicionais que aparecem na estrutura

do operador A pela relacao de dispersao usual Fy = /p? + mfb e reter apenas

termos lineares em A’. Procedendo desta maneira, obtemos as seguintes solucoes

A% Qz s
E®NY = E, (1 + ﬁ,@ Q=P+ md, (5.28)
0

. =+ . . . . N .
onde o subscrito u em E significa que estas energias caracterizam as particu-

las. As solugoes para as antiparticulas podem ser obtidas através do formalismo

2

Como vemos a seguir, a estrutura ~s7; para ¢ = {1,2} sdo bem semelhantes
(I, 0 0 o1\_ (0 o
PN=N0 L)\-on 0)7 \ow 0)°
_ —HQ 0 0 g9 _ 0 g2
BR=N0 L)\-0 0)7 \ox 0)°

Portanto, com as devidas modificacdes é possivel conectar as solucdes para as configuracoes A!
e A%. Apenas por curiosidade, a matriz 53 possui a seguinte forma:

_(-I, 0 0 o3\_ (0 o3
V573 = 0 Hg —03 0 o o3 0 ’

que, claramente, possui uma estrutura completamente diferente.
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descrito na subsecao 5.1.1, ou seja,

E® A = E®A (p, —dm). (5.29)

(2

Como j& mencionado na subsecao 5.1.2, a metodologia usual nos impossibilita
de obter as solucoes espinoriais. Portanto, precisamos aplicar o procedimento
apresentado na secao 4.4 e bloco-diagonalizar a equagao de Dirac modificada (5.27).
Podemos obté-la diretamente a partir da equacao (4.43), como segue
my ATV Y075 +

1
B + 5 Bot + ——

VNN
0

(Eo + mw)

onde ¢ = U1). As solugdes espinoriais da equagdo (5.30) sdo obtidas de maneira
simples, uma vez que a equacao de autovalor em questao ¢ uma matriz bloco-

diagonal. As solucgoes para as configuracoes A' e A? sdo, respectivamente

} . . NEN
() (2 _ 1
\IfAl_N<O), \I/AI_N( 0 ) (5.31a)
v (< 9 0 i~ - 0
v = N , wW=N : (5.31b)
A A A A (=)

y . (A y o (A (=
\IJ(PZN’( ) \Iﬂ?):N’( ( 2)), (5.32a)

s {0 . . 0
) = N <A> , U =N ([\ ) : (5.32b)
(=)

onde N e N’ sdo constantes de normalizacdo a determinar de acordo com os crité-

rios estabelecidos na subsecao 5.1.1. Nas equacoes acima, fizemos uso das seguintes

0 E 9
— ("), A= (Eo+my) i+ pips (5.33a)
0 my (Eo +my) + p1 (p1 + ip2)
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i —i(Ey +my) Qg - ipﬂ?:? . (5.33b)
my (Eo + my) —ip2 (p1 + ip2)

Vemos que as definicoes dos parametros A e A acima podem ser conectadas uma

a outra a partir da seguinte transformacao:

~ —iA
A = ( A 1) (pl — P2, P2 — —P1, Ql — Qg) . (534)
2

A conexao mencionada no inicio desta subsecao manifesta-se através da transfor-

macao acima e serd explorada mais adiante.

Do mesmo modo que fizemos na secao 5.2, precisamos aplicar a transformacao
inversa U' (.,ZV) nos espinores (5.31a — 5.310) e (5.32a — 5.32b) de modo que as
soluges carreguem em sua estrutura as informagoes acerca dos coeficientes que
modificam a equagao (5.27), ou seja, precisamos obter as solugdes mais gerais. A

matriz U (A’ para a configuragao em questao pode ser obtida a partir da equagao
(4.40) substituindo Q =A'ysy;, ou seja,

U (/v’) VW + :;0

(95, VIWAeys WV VIV, (5.35)

Precisamos agora aplicar o conjugado Hermitiano da matriz U (UT) nas solugoes
(5.31a — 5.32b). Iniciaremos obtendo as soluc¢oes para o coeficiente A! aplicando a
transformacdo UT (/ll) nas solugoes que caracterizam as particulas, ou seja, nas

equagoes (5.31a). Procedendo como mencionado, temos

VAL = U (Al) B, (5.362)

VA, = N0 24 <p, Al Ql> , (5.36b)
e a segunda solugao é dada por

u® A = Ut (Al) v, (5.37a)
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U(Q)’éz—) = N:il@)ZUAl <p7 -/lea _Ql> . (537b)

Fizemos uso das seguintes defini¢oes

2 it i s e 00+ \

z (p,A ,Ql> _ (aﬁ) + 552 (&3) Al (5.38)
v Al v o
=1 - , 0y = . ; 5.38b
P+ (Bi> P+ b, ) ( )
onde

A =my (1 Fips) + (0 £ p1) (Eo Fps) (5.39a)
By = (p1 +ipa) (01 £ Q) + my (my, + Eo £ p3) , (5.39b)

Cy = myps (my + Eo £ p3) + (p1ps £ 1Eop2) (p1 £ Q1) + mype (I £ pa),
(5.39¢)

Dy = (p1 £ Q) [ip2 (p1 +ip2) — (p3 F Eo) p3] + my [ip2 (Eo + my) + psh] .
(5.394)

Observando as solugbes (5.31a), percebemos que a tnica diferenca entre os
espinores estd no sinal do parametro ;. Como a matriz Ut (A1> ¢ a mesma para
ambos os espinores, percebemos que estas solucoes estao conectadas da seguinte

maneira:
uPAL () = uV AL (=) (5.40)

B BCH

O mesmo comportamento ocorre com a relagao de dispersao (5.28), ou seja,
EO I () = BV (). (5.41)

Portanto, o parametro §2; desempenha um papel importante, uma vez que ele
conecta as duas solucbes distintas que descrevem as particulas. As constantes

de normalizacdo que aparecem nas equagoes (5.36b) e (5.37b), segundo critério
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apresentado na subsecao 5.1.2, possuem a seguinte forma:

g 1

NAW = <2 + —A1> (5.42a)
4\/(E0 + m¢) Q% — p1p3QI E2

NA'@ = NAD (_q)) . (5.42D)

As solugoes espinoriais que descrevem as antiparticulas sao dadas por
V-
02 o = u®V (=),

ou seja,
220\
Uy

2
= | 7| e, (5.4
Y2

(2,1)
Uy
A constante de normalizacao para este caso é dada por

NA1(1,2) NAl (2,1) ( 4y .

Iremos agora tratar o caso em que Q =A2%v57,. De maneira inteiramente ana-
loga ao caso anterior, devemos agora aplicar a transformacdo U' <A2> ao0s espino-

res (5.32a). Procedendo desta maneira, obtemos como primeira solugao o seguinte

espinor
WV, = Ut <A2> B, (5.44a)
uVE, = NP8 (p, A2, Qg) , (5.44D)

e a segunda solugao é dada por

W = Ut (AQ) v (5.45)
uP = N0 24 (p, A2, —%) , (5.45b)
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A seguir, mostramos as definicoes usadas

2 i P2 (o e 004\ 12

z (p,A ,Q2> _ <¢) + 552 (&3) A2, (5.46a)
) leﬁ: M - uﬁ:
=7, dor=1[ . , 5.46b
X (Bi> X b, ) ( )
onde

Ar = my (Q +ipy) + (£ p2) (Eo T ps) (5.47a)
Bi = —i (p1 + ipg) (pg + QQ) + TTLw (m¢ + Eo + pg) s (547b)

Cy = myps (My + Eo £ p3) + (paps £ 1Eop2) (p2 £ Qo) + myps (I F p1),
(5.47¢)

Dy = (p2 £ Q) [=p1 (p1 +1ip2) — (p3 F Eo) p3] + my [—ip1 (Eo + my) + p3f2s] .
(5.47d)

Observando as solugoes (5.32a), percebemos novamente que a tnica diferenca
entre os espinores estd no sinal do parametro Q. Como a matriz UT (A2> éa
mesma, para ambos os espinores, percebemos que estas solucoes estao conectadas

do mesmo modo que no caso anterior, ou seja,

A2 A2
U(z)’gg—> () = U(l)\};‘w (—€2). (5.48)

O mesmo comportamento ocorre com a relagao de dispersao (5.28)

ECP () = EOW (—0) (5.49)

Portanto, o parametro {25 também se torna uma quantidade importante, uma vez

que ele conecta as duas solucoes. As constantes de normalizacdo que aparecem
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nas equagoes (5.44b) e (5.45b) possuem a seguinte forma

g 1 Q, .

NA2MW) = <2 + —2A2> : (5.50a)
4\/(E0 +my) Q5 — p1ps§l Eg

NA@) = N0 (_q,). (5.50D)

De maneira aniloga ao coeficiente A!, as solucoes espinoriais que descrevem as
antiparticulas sao:
1,2 _ 2.1)c Ve
U( )|E£i) = u( ) (—d‘u ), (5.51)

cuja constante de normalizagao é

v 42 42
NG = NG (—dy,. ).

Como pode ser percebido desde a equacao (5.34) e ao longo dos resultados
expostos acima, os espinores destas duas configuracoes podem ser mapeados um

no outro através da seguinte transformacao:

. oo ZA . A
U(1)|}f;1<2+> = N -y (pl — p2,p2 = —p1, AN = A% Q) — Qg) , (5.52a)

U(2)|§l(27> = NAW 4 <p1 — P2, P2 — _ph-’zll — AQ, 0 — —92> ;

(5.52b)
onde é’;‘il sao as componentes da expressao ZA! (p, ./le, Ql>.
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5.3.2 Operador A3

Analisaremos agora a configuracao anisotropica em que o tnico coeficiente nao

nulo ¢ A3. A equacao de Dirac modificada para este caso ¢ dada por:

(%Pu —my + A3’75’73> ¥ =0. (5.53)

A relacao de dispersao em primeira ordem e as solucbes espinoriais sao obtida de
maneira equivalente a subsecao 5.3.1. O resultado para a relacao de dispersao é

mostrado a seguir

. O -
qui)|A3 = FE, (1 + E_:;AS) , Qs = /p§ +m12p- (5‘54)

0

Para obter as solugoes espinoriais da equacao (5.53) , precisamos obter a forma
bloco-diagonal da equacdo de Dirac modificada (5.53). Portanto, partindo da
equagao (4.43), temos

A PP 075
Ev’ Ey + — 3 L L PRIy =0 5.55
W+ s Eo) + o |:me Yovs + (Bo + my) (G ; ( )

onde ¢ = Ut. A partir da forma bloco-diagonal acima obtemos como solugoes 0s

seguintes espinores

v =N (‘3) N <A(;Q3)> : (5.56a)

¥ _x (%) go_x( © 56b
© N<A>, =5 oy ) (5.56b)

onde usamos as seguintes defini¢oes

0— (8) ’ A — ((EO + m¢) (mw + Q3> —I—p%) ‘ (557)

(p1 +1ip2) 3

As solugoes (5.56a — 5.56b) nao sdo as mais gerais possiveis. Portanto, em

aplicacoes fenomenolégicas, fica dificil saber quais modificacoes o coeficiente A3
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introduz. Como ja discutido na subsecao 5.3.1, precisamos aplicar a transforma-

cao Ut (./Zl3> nos espinores obtidos a partir da equagao (5.55). A transformagao

U (A?’) para o caso anisotropico em questao é dado por:

~

3

U= VWJrﬁJ (95, VW01 WIVI VIV,

(5.58)

Obtendo o operador adjunto da matriz U (A?’) e aplicando aos espinores (5.56a),

obtemos como primeira solucao

uf =U' (Ag) Wy
uWpll) = N2 (A4 0)

e a segunda solucao é dada por

u®pl) = Ut (A7) 9,

(2) 3 A (.A3 >7

’Eu—

onde fizemos uso das seguintes definicoes
ZA (Ag) _ %4’ iyl +;p2 5%+ A3,
¢ 2By \do-

Ay (01
() wmmseie= (O 1),

O+

Ay =ps (ps £ Q3) + my (my — Q) + Eo (my F ps — ),

By = (p1 +ip2) (my £ p3 — Q).
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As constantes de normalizagao ngl) e N152) possuem os seguintes valores

g 1 Qs .

NA® = (2 + —3A3> : (5.63a)
4\/53 (EO - Qg) (Qg - TTLw) Eg

NA@ = NAD (_q,) . (5.63b)

Assim como nos casos anteriores, o parametro ()3 nos permite conectar as duas
solugoes espinoriais.

As solucoes para as antiparticulas seguem o mesmo formalismo apresentado na
subsecao 5.1.2, ou seja,

2|

pE = uDe (—dmy (5.64)

cujas constantes de normalizacao e energias sao, respectivamente,

N2 = N (g (5.65a)
EX) (p) = EF) (p,—d™). (5.65b)

Pudemos observar que as solucoes espinoriais para os casos anisotropicos do ope-
rador A" sdo mais complicadas que a configuragao isotropica apresentada na secao
5.2. O aparecimento de um parametro como o §2; caracteriza as solugoes ani-
sotropicas, uma vez que este parametro introduz uma direcao privilegiada nas
solucoes. Tal direcao privilegiada manifesta-se através da presenca da componente
do momento p;. Vimos também que o parametro €); torna-se relevante, nao sé
pela anisotropia, mas também pela conexao que estabelece entre as duas solugoes

distintas que se da pela transformacao €2; — —;.

5.4 Solucgoes para algumas configuracoes do ope-

rador tensorial 7+

O cenario que exploraremos agora consiste da modificacao da equagao de Dirac

pelo operador tensorial T+, Sabemos que o operador T contempla os coefici-
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entes g" e H #  conforme a decomposi¢ao fornecida pela equagdo (4.16). Devido
a sua estrutura, a obtencao dos espinores torna-se mais complicada e a forma dos
espinores ¢ esperada ser mais robusta. Por esse motivo, calcularemos os espinores
para algumas configuracoes de modo a tentar simplificar um pouco os resultados.

Antes de apresentar as solugoes espinoriais, mostramos a seguir a equacao de

Dirac modificada pelo coeficiente T

1.
<'7upu —my + 5TWUW) Y =0, (5.66)

cuja equacao de dispersao exata ¢ dada por
2 2 ]‘A/LVA ’ 1 :,u,l/A 2 T-uv K 2 Juv T
P =y, = ET 77“, +Z (T 77w> —4T 7;np p,u_QmwT 7;” =0. (567)

Novamente, p é o 4 — vetor momento, TH & o operador tensorial de rank 2 e
T”” = 8‘“’“’3 Tg & o correspondente dual do operador 7#*. Vale mencionar que
todos os operadores possuem dimensao arbitraria e, como ja discutido na segao
5.3, tanto a relacao de dispersao quanto a equacao de Dirac modificada podem
englobar em sua estrutura p° adicionais. Trataremos deste detalhe na secio 5.7.
A seguir, calcularemos os espinores para algumas configuracoes anisotropicas do

operador TH.

5.4.1 Operador 7% com i = {1,2}

A primeira configura¢ao anisotropica que estamos interessados em resolver pos-

sui a seguinte forma

1~
(’Yupu — m¢ + 57’0@0%) ?/) = 0, (568)

onde oy; = % [70, 7:] € 0 indice i ndo deve ser entendido como uma soma de Einstein,
mas como assumindo os valores 1 e 2 separadamente. Do mesmo modo como
apresentado na subsecao 5.3.1, os espinores para esta configuracao guardam entre
si uma conexao®; exploraremos esta conexao ao longo desta subsecao.

Inicialmente, como nos casos anteriores, precisamos obter a forma bloco-diagonal

3
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da equacao de Dirac modificada (5.68). Podemos obté-la diretamente a partir da

equagao (4.43), a saber:

{70

Eo

%

B+ 3Bt + 4 (P77 +0) 0 =0, (5.69)

onde ¢/ = U1). A contribuicao da relagao de dispersao em primeira ordem pode ser

obtida resolvendo-se a equacao de autovalores acima, cujo resultado é mostrado a

+0i @z A /
0

Este resultado refere-se as energias das particulas. As energias das antiparticulas

seguir:

sao obtidas conforme subsecao 5.1.1, ou seja,

E(i)ﬁﬁi — E(jF)|7q” (p, —H"".

As solugdes espinoriais para cada configuragao 7% (1 = {1, 2}) sdo, respectiva-

mente,
. [ . - [ Q(—0))
m _ @ _ 1
v =N (0), v _N< 0 ) (5.71a)
. {0 . . 0
P& = N A Y , 5.71b
L Q 7 Q(—-06)) ( )

Como podemos ver a seguir, a estrutura entre os coeficientes 7° e 792 sdo bem semelhantes

S S FE Y (e
001—2’}’0772— 0 s

01

o :i[ }:—i g9 0
02 2’)’0»72 0 —oy)°

A titulo de curiosidade, o operador bilinear que acompanha o operador 7703 possui a seguinte

forma ]
J,_l[ o =1 —o3 0
03_2 Yo0,73] = 0 o3

Vemos que a estrutura é completamente diferente o que impossibilita a conexao entre eles.
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. (6 ) e
\pggZ:M<0), @;?32:/\/’( (@2)>, (5.72a)

. {0 . . 0
O N2 ), W =N , 5.72b
7’02 Q 7’02 Q(—@Q) ( )

onde fizemos uso das seguintes definicoes:

0— 0 ’ Q= ip2 +10, ’ 0 — —p1 + Oz '
0 D3 p3

Podemos constatar através das solucoes acima que os espinores para cada uma das

configuragoes estdao conectados um ao outro através da seguinte transformacao:

~ i
Q= <91> (pl — D2, P2 — _pla@l — @2) . (573)
2

Essa conexao nos permitird simplificar os nossos resultados, uma vez que a trans-
formacao acima também sera valida para as configuragoes mais gerais que mostra-

remos a seguir.

Precisamos agora aplicar a transformacao U' (7’0’> nos espinores (5.71a — 5.72b)

de modo a obter as solugoes mais gerais. Substituindo o) :%’7'0i00i na equacao
(4.40), obtemos de maneira direta a matriz transformacgao que bloco-diagonaliza a
equagao (5.68), a saber:

U=VW + % [V5, VW00, WIVIT VIV, (5.74)
0

Iniciaremos calculando as solucoes gerais para o operador 7oL, Assim, apli-
cando a transformacao U' (7201> nas solugoes (5.71a) temos, respectivamente, os
seguintes resultados:

w7 = Ut (T0) WY

E7S+) G019 (575&)
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701 ~_ 701 ()1
SO = KTPOZTG (7,6,

a7 = Ut (T B,

|E( )= NZ’OI( ZTOI < 7,01 ) .

Nas equagoes acima, fizemos uso das seguintes definicoes:

s [ s ) 364\ 4
27 <p, 7’01,51> = (Zf) + 2—;3 (5?) Fou

R A . A
¢t = (BI> , 00+ =3 (j}))>+i(p2—@1)<

Ay =i(Ey+ my) (p2 — ©1) £ p3 (p1 —161),

onde

By = (Ey + my) p3 Fi(p1 +ip2) (pa — ©1) % p3,

A= Zimfp + p1 (ip1 + ©1) +imy (Ep — my),

B = iE()pl - me@l‘

As constantes de normalizacdo que aparecem nas equagoes (5.750)

possuem os seguintes valores

7 1 O1+po O1 4
NP =2 - @+—W1,
“ 4 pg@l (EO + mw) Eg

NITO = N0 (—6y).

(5.75D)

(5.76a)

(5.76D)

(5.77a)

(5.77b)

(5.78a)
(5.78b)
(5.78¢)

(5.78)

e (5.76b)

(5.79a)

(5.79b)

Explorando agora a conexao descrita anteriormente entre as solugoes espinori-

86



ais, encontramos as seguintes solucoes para o coeficiente 792, a saber:

U(l)gzi) = NuTOl(l) . 5301 (pl =pa,p2 = —p1,p3, T, @2> ; (5.80a)

U(Q)’%Oi = NZ—OI(I) AT (pl = pP2,P2 = —P1,P3, 7:027 _@2> ) (580b)

5701 ~ . 5701 = « o~
onde Zfo a0 as componentes da matriz Z7" (p, 7O, @1> e as definicoes entre
R . R 2401 .
parénteses devem ser aplicadas tanto as componentes Z/° quanto as constantes

L T .
de normalizacao N, , Ou seja,

ij(l) = sz(l) (pl = Pp2,P2 = —p17P377202>@2> =

1 Os — 1 O2 202
= — 24+ — 5.81
4\/17%@2 (Eo + my) ( i E(Q)TO ’ (5.812)
NZOQQ) = NTH(D (pl = Pp2,P2 = —P1>P3:7_02> —@2> =
1 O2 + p1 O2 -~ 09
= — 2 — —= ) 5.81b
4\/17%@2 (Eo +my) ( EgTO ) ( )

Precisamos calcular agora como sao as solugoes para as antiparticulas. As solu-
¢oes para as antiparticulas seguem o mesmo formalismo apresentado na subsegao
5.1.2, ou seja,

U(1’2)|E1()i) = u(®Ve (—H“V'") , (5.82)

cujas constantes de normalizacao sao:
NT"02) = NT"@D (—pgrvy (5.83)
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5.4.2 Operador 708

Outra configuragao de interesse do operador T+ é mostrada a seguir

1.
(%pu —my + 57_03003) Y =0. (5.84)

A equacao de Dirac modificada mostrada acima pode ser posta na sua forma

bloco-diagonal fazendo uso da equagao (4.43), como segue:

+ 703
1 .
EY + s Eg) + o (P77 +p°) v =0, (5.85)
0

onde ¢’ = U. Os autovetores da equagdo acima sao mostrados a seguir

10, —iO,
- ~ | (p1 +ip2) -2 ~ | (p1 +1ip2)
v, =N . LU =N . , (5.86a)
0 0
0 0
. . 0 R . 0
B — N v N : 5.86b
7’03 1@3 7‘03 —]@3 ( )
(p1 +ip2) (p1 +ip2)

e os autovalores correspondentes as solugdes (5.86a) sdo:

. O, .
E®|T = g, (1 + E—jﬂ?’) , O3 =1/p? + pl. (5.87)
0

Vemos que as relagoes de dispersao acima contém apenas contribuicoes até primeira
ordem nos termos de violacao de Lorentz. Isso é esperado, ja que a equacao bloco-
diagonal (5.85) leva em consideracao apenas contribui¢des em primeira ordem.
Podemos observar através das equagoes (5.86a — 5.86b) que o parametro ©3 pode
ser usado para conectar as duas solucoes distintas, ou seja, \ifgi()):,, Os123 0 ‘i/(TQ()B
Como nos casos ja tratados, o parametro O3 torna-se de grande relevancia na

caracterizagao das solugoes.
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As solugoes (5.86a — 5.86b) nao sdo as mais gerais possiveis, ja que nao con-
templam informagcoes acerca do coeficiente que modifica a equacao de Dirac. Por-
tanto, como nos casos ja tratados, precisamos aplicar a transformacao UT (7’03>
nos espinores obtidos a partir da equacao (5.85). A matriz transformacao que

bloco-diagonaliza a equagao de Dirac modificada (5.84) é dada por:

A 703
U (7*)3) = VIV 1 [ VIWo0ulW VI VI (5.88)

Obtendo a matriz adjunta da matriz U <’7’03) acima e aplicando aos espinores

(5.86a), obtemos as seguintes solugoes

V(70 = Ut (7*]3> P, (5.892)

a7, = N0 2T (p, 703, @3> , (5.89)
[§

u® (T = U (7”)3> P2, (5.90a)

u® (T = N7 2T <p, 708, —@3) , (5.90b)

onde fizemos uso das seguintes definicoes

2 7o) = (5) iy () ™

T i(pl_ip2)A:|: ~ i<pl—ip2)éi
cbi—( 0.4, ),5%—( 63, ) (5.91b)

~~

5.91a)

A:ﬁ: = EQ + My j:pg F 1637 (592&)
Bi = ipg (EO :de) — (m¢ :|:p3) @3 F imw (EO + mw) . (592b)
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As constantes de normalizacao que aparecem nas equagoes (5.890) e (5.900),

segundo critério apresentado na subsecao 5.1.2, possuem a seguinte forma:

NT#0 = ( 37*)3) (5.93a)
4|@3| \/E[) +m¢
NT®@) = NT"0) (_@,) . (5.93D)
As solucoes espinoriais para as antiparticulas sao
| g = uDe (—HM ) (5.94)

Da mesma maneira como apresentada nas subsegoes anteriores, as constantes de

normalizagao e as energias das antiparticulas possuem, respectivamente, a seguinte

forma
NT®02) = TP (_fmey (5.95)
EX) (p) = ESF (p,—H""). (5.96)

5.4.3 Operador 7% com i = {1,2}

A primeira configuracao puramente espacial do operador TH & caracterizada
pelo operador 7'i3, onde i = {1,2}, e modifica a equagdo de Dirac da seguinte

forma:

1.
(%Lp“ — My, + §TZ3O'i3> ¢ = 0. (597)
A forma bloco-diagonal da equagao acima pode ser obtida diretamente através da
equagao (4.43), a saber:
0ji37-i3
2F

: Py
_E J 4+ —
{ 07" Y0 (Eo T mw)

EY + vsEo)’ + ] ' =0, (5.98)

onde ¢’ = Ur. Os autovalores positivos que advém da equagao (5.98) para ambas

as configuracoes sao

71 Tz A
™ _ g, (1 + E—STIP’) , Tig = \/p; +p3 +m, (5.99)
0
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J& os autovalores negativos apds reinterpretacao assumem a seguinte forma:

E® (p) = BT (p,—H""). (5.100)

Os autovetores da equagao (5.98) para ambos os valores de i sdo, respectiva-

mente,
_ (A _ (AT
v, = N (0) . oY, :N( (0 13)) , (5.101a)
o8 — N 0 WY =N 0 , (5.101b)
T13 A (—Tlg) T13 A

0 o [A —@ o [A(=Tas)
o, = N (0)’ \Iim_/\/< . , (5.102a)
) , (5.102b)

_ _ 0 - _ 0
v =N | o C U =N
A (—Ts) A

onde fizemos uso das seguintes defini¢oes?

0 1 i(E T
o= (0) A= emstilBotm)Tu (5.104a)
0 Ey (Eo +my) +ip2 (p1 + ip2)

4

Os covariantes bilineares o;3 para ¢ = {1, 2} sdo mostrados a seguir

i . 0
na=zbnnl=i(F 0. (5.1080)
— Ly = (0 0 (5.103b)
023 = 9 Y2, 73] = 0 o) -

Como podemos observar, a estrutura destes dois termos sdo bastante semelhantes. Portanto, a
conexao entre eles é factivel.

91



_ _ E T
A= st (o +my) T (5.104b)
Eo (Eo +my) — p1 (p1 + ip2)

As configuragoes em questao, assim como os casos tratados nas subsegoes 5.3.1 e

5.4.1, possuem uma conexao. Como pode ser observado das defini¢oes acima,

iA
A= <Al> (p1 = —p2,p2 = p1, Yoz — Ti3) . (5.105)
2

Portanto, s6 precisamos obter as solucoes para uma das configuragoes, digamos

T23, e fazer uso das transformagoes (5.105) para conectar as solugdes espinoriais

do outro coeficiente.

Os espinores (5.101a — 5.102b) ndo sao as solugdes mais gerais possiveis e, assim
como nos outros casos, precisamos conhecer a matriz transformacao que bloco-
diagonaliza a equagao de Dirac modificada (5.97). De acordo com a equagao (4.40)

a matriz transformacao desejada é dada por

A

13
U=VW + ZT [v5, VW oo WIVIT VIV. (5.106)
0

Aplicando a matriz transformacao inversa U <7'23> as solugoes (5.102a), obtemos

as duas solugoes a seguir

T8 = Ut (T2) 9, (5.107a)
u(l)g?i) _ ﬁj—23(1)Z~’f’23 (p, 7’23,T23) ’ (5.107b)
@[T = Ut (T) W, (5.1084)
u@)g?: _ ﬁuﬁs@)g”r% <p, T, —T23> ’ (5.108D)
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onde fizemos uso das seguintes definicoes

27 (p, 7723 B T S C
Z (p,TZ ,ng) = (_(5> * om <Q§+> T2, (5.109a)
- —A
os = ( - i) , (5.109b)
Bi
;:t =p; —ips (Eo + my F p3) R, (5110&)
By = (py +ip2) A = (Eo + my % p3) (5.110b)

p1ps + (Eo + my) Tog

A= —
Eo (Eo +my) —p1 (p1 +1p2)

(5.110¢)

As constantes de normalizagdo que aparecem nas equagoes (5.107b — 5.108b)

Sao:

NP = \/EO Fme s/ Yat, 24 Lz (5.111a)
v 4 (Ey + my) E? ’ '
NT#@ = NT#M) (_7,,) . (5.111b)

As solucdes para o coeficiente T sfio obtidas a partir das transformacoes

(5.105). Efetuando as transformagoes na solugao (5.107b), obtemos
iZ7

2”‘,‘,7”23
713 = 723 A
u(l’\§<+> = NuT W ; 2 <P1 = —p2, P2 = p17p3>7-13> T13> ) (5-112)
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. S5923
1217'

. _ ZT* .
U(2)|Ei> = Nuﬂs(l) 122%23 (]?1 = —p2,p2 =p1,p3, T, —T13> . (5.113)
2}23
As constantes de normalizacao para os casos acima sao:
]\:]3—13(1) = ﬁz—%(l) (pl = —DP2,P2 = p17p377-137T13) ==
\/Eo + m¢ + p%fd T
3 13 4-13
= 24+ —=T ) 5.114a
(B + my) ( £ ) (51142)
]\:[1’17’13(2) = ﬁf3(1) (pl = —P2,P2 = p17p3772137 _Sl3> -
VEtmy =By
3 13 413
= 2— —=T ) 5.114b
(B +my) (-7 (5114b)

Para finalizar, precisamos das solucoes que descrevem as antiparticulas. De
acordo com a subsecao 5.1.2, as solugoes desejadas sao:
(5.115)

W12y = uD (H),

cujas constantes de normalizagdao possuem a seguinte forma
NTP@2) = NTP@D (_ gy (5.116)

5.4.4 Operador T2

Como 1ltimo caso, calcularemos as solucoes da seguinte equacao de Dirac mo-

dificada .
(%p“ —my + 57212012) Y =0. (5.117)
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Estamos interessados em obter a forma bloco-diagonal da equacao acima e para

isso usaremos a equagao (4.43), a saber:

712

T 3, ko k
EY' + s Eo)’ + 28, <—E07370 + %) ' =0, (5.118)

onde ¢ = U. Os dois autovalores positivos que advém da equacdo (5.118) sdo
E®T = gy (12 2252 1, =+ 2 m2 5.119
w | =Eo 2 v L1z = /p1 + 3+ my. (5.119)

Os autovetores da equacao (5.118) sdo mostrados abaixo

. (A . [ A(=T1)

1 _ 2 12
U, =N <0> S —J\/< 0 > : (5.120a)
¥ (. ° §® — x| 9 5.120b
™ N(A(—Tu))’ ™ N<A | e

onde fizemos uso das seguintes defini¢oes:

0= <O> JA= <(E° ) Tiz =T, - E‘]W) . (5.121)

0 (p1 +1ip2) v3

Como ja mencionado nas subsecoes anteriores, as solugoes espinoriais que ob-
temos a partir da equagdo bloco-diagonal (5.118) ndo sdo as mais gerais possiveis.
Portanto, precisamos da matriz transformacao U (7A’12> que bloco-diagonaliza a
equagao (5.117), ou seja, precisamos da seguinte matriz

A

12

U <%12> = VI Z-TO (75, VW00 W VI VIV (5.122)

Calculando a matriz adjunta da matriz U (7’12> e aplicando aos espinores (5.120a),

obtemos os seguintes resultados:

V|7 = U (”rl?) P, (5.123)
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u(l)‘f—u = NZ’12(1)27’12 <p7 7-127T12) ) (5123b)

B
e
(T2 = Ut (”ru) P, (5.124a)
u(l)]g;) _ ij(z)gﬁz (p, 712, _le) ’ (5.124b)
onde fizemos uso das seguintes definicoes
Z7" (p, T, T12> = e ?_ T2, (5.125a)
—o_ ) 2E§ \ 4,
. [-A
b1 = ( i i) , (5.125b)
B.
AL =p) —ips £ (Ey +my F p3) A, (5.126a)
By = (p1 +ip2) A £ (Ep + my £ p3), (5.126Db)

A = Eotmy) (Bo = Tip) (5.126c)
(p1 +ip2) p3 ' '

As constantes de normalizacdo que aparecem nas solugoes (5.123b — 5.124b) sao
obtidas a partir dos critérios mencionados na subsecao 5.1.2 e, portanto, assumem

os seguintes valores:

\/E0+m¢_T12+Eom¢ T "
) _ T2 (2+ 12

NTRa —7’12) : 5.127

NT?® = N7 (=) . (5.128)

Para finalizar, precisamos das solucoes que descrevem as antiparticulas. De

acordo com a subsecao 5.1.2, as solugoes desejadas sao:
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U(1’2)’E<i> = Ve (—HmPY (5.129)

cujas constantes de normalizacao e energias, respectivamente, possuem a seguinte

forma
Njn(m) _ NZ—H(Z,I) (—HW...) : (5'13()&)
Ef (p) = ESY (p,—Hp..) - (5.130D)

Como mencionado no inicio desta secao e pudemos constatar ao longo dos calculos
efetuados, as solugoes para as diversas configuracoes do operador tensorial sao
muito mais complicadas que as demais tratadas neste capitulo. Vimos também que
os novos parametros ©; e T;; que introduzimos, além de caracterizar as solucgoes
anisotropicas, possibilitaram a conexao entre as duas solugoes distintas que surgem

devido a quebra da degenerescéncia de spin.

5.5 Solucoes para o operador P

Para finalizarmos o estudo das solucoes espinoriais fazendo uso da metodolo-
gia apresentada, trataremos agora a equagao de Dirac modificada pelo operador

pseudoescalar. A equacao de Dirac escreve-se como:

(wp“ — my + 175%) ¥ =0. (5.131)

O operador pseudoescalar possui a seguinte equacao de dispersao exata
p? —mi +P*=0. (5.132)

A partir da equacao acima podemos obter as energias permitidas para quaisquer
configuragoes do operador P. O interesse em calcular as solugoes para esta con-
figuracao reside no fato inusitado de que o operador pseudoescalar nao possui
contribui¢oes em primeira ordem na relacao de dispersao, ou seja, se expandirmos
as solu¢oes advindas da equagao (5.132) obteremos como primeira contribuigao nao

nula em P correcoes quadraticas. A seguir, mostramos a primeira contribui¢ao nao
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nula da relacao de dispersao

752
E,=FEy+ —. 5.133
*7 2E, (5.133)
De fato, todas as poténcias impares advindas da expansao das solugoes da equagao
(5.132) sao nulas. Observamos também que as solu¢oes sao degeneradas, ou seja,

havera apenas uma energia para ambas as configuracoes de spin.

Como o operador pseudoescalar nao possui contribui¢coes em primeira ordem,
esperamos entao que a forma bloco-diagonal para a configuragdo em questdo nao
tenha uma contribuicao em P. A explicacao para essa auséncia deve-se ao fato da
matriz transformacao U usada para bloco-diagonaliza a equacao (5.131) nos con-
duz a uma equagao que retém apenas contribuicoes em primeira ordem. Portanto,

a forma bloco-diagonal da equagao (5.131) é dada por
EyY' + 5By = 0. (5.134)

Vemos que a equacao acima nao faz qualquer mencao ao operador P. Os autove-

tores da equacgao acima sao dados por

) Q . A
W) _ A @) _ A/
W) = N (()), T = N <0>, (5.135a)

. 0 . 0
) _ AL @) _ p
P = N (Q> b _Np< ) (5.135b)

o=(5)-2=(3)- 2= () (3130

Os autovalores obtidos sao quatro vezes degenerados e possuem o seguinte valor:
EUIE()GEU:E(].

onde

As solugoes (5.135a — 5.135b) ndo sdo as mais gerais possiveis, portanto, pre-

cisamos obter os espinores mais gerais. Para isso, precisamos da matriz U' (73)
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que pode ser obtida a partir da equagao (4.40), a saber:

U= <1 + % s, vwfmg,wfvﬂ) VW. (5.137)
0

A matriz U acima ¢é a responsavel por bloco-diagonalizar a equagao (5.131). Apli-
cando entdo a transformacio inversa UT (ﬁ) as solugoes (5.135a) obtemos os se-

guintes espinores

3 <
WP a0 P [ 9
ull [P =N ( b ) NuszO (_03 o) (5.138a)
5 5 [ —io? - ¢t N N

onde

Or = (%) : (5.139a)

A:t = EO + My :l:pg, B= P1 + ipg, (5139b)

* significa complexo conjugado e o' sdo as matrizes de Pauli. A constante de
normalizagao N ¢é calculada seguindo os critérios apresentados na subsecao 5.1.2.

Para o caso corrente, temos:

Para finalizar, precisamos das solucoes que descrevem as antiparticulas. De

acordo com a subsecao 5.1.2, as solucoes desejadas sao:

v

B, = u®Ve (= frr) (5.140)

v
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cujas constantes de normalizacao possuem a seguinte forma:

NP = NP (=1, (5.141)

Apesar da equagao de Dirac modificada (5.131) ndo quebrar a degenerescéncia
de spin, ¢ interessante notar o fato deste coeficiente nao possuir contribuigoes em
primeira ordem e, como analisamos solugoes para varias configuragoes do setor

fermidnico, por completeza, finalizamos detalhando as solugoes para o operador

~

P.

5.6 Consisténcia das solugoes espinoriais

Apenas por seguranca, é sempre aconselhavel verificar se as solugoes obtidas
realmente satisfazem a equacao de Dirac modificada. Para realizar tal verificacao,
precisamos multiplicar o operador de Dirac modificado, que sera representado por
ﬁ, por cada um dos espinores obtidos e, ao final, substituimos a relacao de disper-
sao relativa a cada espinor. O resultado desta operacao deve ser identicamente nulo
para que os resultados sejam consistentes. Os espinores, assim como o operador
de Dirac modificado e a propria relacao de dispersao, possuem uma forma extre-
mamente complexa. Portanto, faz-se necessario o uso de algum método numérico
para que possamos realizar o procedimento mencionado acima. A metodologia es-
colhida consiste em atribuir valores consistentes as variaveis do problema de modo
a facilitar a interpretacao dos resultados. Efetuando este procedimento para todas
as solucoes espinores calculadas nas se¢oes anteriores, constatamos que nossos re-
sultados satisfazem a equacao de Dirac modificada com uma precisao de 100 casas
decimais. Nao devemos esquecer que os nossos resultados sao validos apenas em
primeira ordem. Assim, devemos ter o cuidado de verificar se apenas contribuicoes
em primeira ordem nos coeficientes que violam a simetria de Lorentz estao sendo
levadas em consideragao quando efetuamos o produto entre o operador de Dirac
modificado D e os espinores. Somente nessas circunstancias, a métodologia des-
crita acima realmente nos darda uma solucao correta. Como exemplo ilustrativo,

avaliaremos sucintamente o caso anisotropico apresentado na subsecao 5.3.2. O
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operador de Dirac modificado é mostrado a seguir

~

R A3 .
0
onde definimos R como
3.k k
A PPy 05
R = myy? +—). 5.143
( »7Y V05 (o £ my) ( )

A solugao espinorial que usaremos como exemplo sera

Oy pL+ipy o (004 A3
’E(+> <¢_> + —2E02 N <5¢_> A°.

Multiplicando a expressao (5.142) pelo espinor u(1)|§+) acima e substituindo as

~ N A3
expressoes para D ;3 e u(1)|g(+), obtemos

A + ) b
ooton (1) e (5] oo )

_ N
p1+1ip2 ¢y | A o p1+ipe o (004 A3
i (&b)F R<¢)fo+ 2F, R(éé-)@o)'

(5.144)

Como E = pg e devemos substituir py por E |A = FEy (1 —Ag) , & equacao

acima assume a segulnte forma:

A A3 Oy (p1 +ip2) dp | A
Do x uVgen) = Eo (1 - ﬁ““g) <¢—> Ty < EQAS) (5&_ E,

_ _ . _ . _ N
+i 5\ AP A* pitipys (0 A’
Eovs O+ + +p1 1P2 s ?Jr LA ) ?+ A 1 IPQR ¢é+ [
b 2 dp_ ) Eo o_ | Ey 2FE do_ Ey

Como dissemos inicialmente, devemos reter apenas termos em primeira ordem nos

coeficiente que induzem a violacdo na simetria de Lorentz. Portanto, eliminando

101



termos quadraticos em AS, obtemos:
: i Qs 15\ (64 , (01 +ips) (664 A°
D x uM|A :E(1+—A3> T+ ) =+
o pitips  [(66+) A® | o [oy) AP
+Eyys |- |+ - | =+tR|- | 5. (5145
¢ 2 op- ) Eo o) Eo (5.145)
Para avaliarmos numericamente a expressao acima, fizemos uso do sistema de
algebra computacional Mathematica. Para verificar a consisténcia das solucoes,
fizemos uso dos seguintes valores numéricos arbitrarios

3 3 N
g—{pl—eﬂ, P2= s Ps = my =e, A —m} (5.146)
Fizemos a escolha desses niimeros transcendentais nas defini¢oes acima, pois isso
impede que haja cancelamentos “milagrosos” em primeira ordem que possam nos
induzir a interpretacoes erroneas. Devemos observar também que o valor de A3
deve ser arbitrariamente pequeno, tendo em vista que estamos tratando os ope-
radores de maneira perturbativa. O comando a ser utilizado no Mathematica é
mostrado a seguir
N [expressdo, n], (5.147)

onde “expressao” indica a funcao que desejamos avaliar numericamente e “n” indica
a precisao da avaliacao numérica que estamos interessados. Para avaliar o caso em

questao, basta introduzir o seguinte comando no Mathematica

N (D x uV[4,,/.G,100| | (5.148)

onde /.G é o comando que indica que estamos substituindo todas as varidveis pelos
valores definidos na equagao (5.146). O resultado apresentado pelo Mathematica

foi
0. x 10719 0. x 107199

A (1) .43 0. x 10711 + 0. x 107154
Djs X u B T —150 —150:
u 0. x 10 + 0. x 10 1

0. x 10711 + 0. x 1071544

(5.149)
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Portanto, pode-se concluir que o nosso resultado satisfaz a equacao de Dirac modi-
ficada. Fizemos uso deste procedimento para todos os casos propostos nas secoes

anteriores e obtivemos resultados satisfatorios para todos eles.

Outra maneira de verificar a consisténcia dos nossos resultados consiste em
verificar se o limite Q — 0 reproduz as solucoes da equacao de Dirac na auséncia
de termos de violagao. No apéndice C obtivemos as solugoes para equacao de Dirac
livre na representacao quiral. A seguir, reproduzimos as equagoes (C.29a — C.29d)

obtidas naquele apéndice

+ A

HAGONT
1,2 . — .2,
v |EO—Z’7 N(A(+)> — Ey.

A partir destas solugoes, podemos verificar se nossas solucoes sao realmente con-
sistentes. Uma olhada rapida nas solugoes espinoriais \i/(‘”, \TJE;.), \ilgf‘o), \Ifg?‘)J e
verificamos que simplesmente fazer Q — 0 nao reproduzira as solucoes da equagao
de Dirac livre na forma bloco-diagonal, ou seja, estas solugoes nao correspondem
aos espinores do operador

D = E + 5 E,. (5.150)
Porém, nao ¢ tao dificil perceber que uma combinacao linear daquelas solucoes,
no limite em que Q9 — 0, nos fornecerao as solugoes corretas para o operador de

Dirac (5.150). Como a transformacio Ut (Q — O) é linear, temos que

U1 (@ 0) (a ) + by ¥ ) = a5, & biayi?| s, (5.151)

por exemplo. Dessa forma, os parametros escolhidos convenientemente para a
combinacao linear das solugoes da forma bloco-diagonal nao se modificarao apo6s
a transformacao inversa ser aplicada. Todos os espinores obtidos nas diversas

configuragoes propostas nas segoes 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 assumem os seguintes valores
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no limite em que Q — 0:

2 2
Z 555)&(5)@&5) - U(S)léfﬁ>—>EO’ Z 58(5)13(6)|E0£ﬁ) — U(s)|é,gqu0> (5.152a)
B=1 p=1
2 2
i 1 s Az A s
Zg;‘\ (8)4,(8) 2\1@ = ul )|E§i)—>E0’ ng (8),(8) 21@ — ol )’Egi)_)E()? (5.152Db)
B=1

p=1

WE

7014 7-01% s 701 7014 s
E:g'mwm@ﬁ:umbwﬁ%7 gﬂwwm@ﬁzvubwﬁ%,@im@

1

»
Il
—

koY
Il

2 2
Z gz’z] (ﬂ)u(ﬁ) ;:;a) _ u(s) |E/l(t:t)_>EO, Z gg'w (B)U(ﬂ) 7E’§3) — ’U(S) |E,§,i)—>E07 (5152d)
B=1 p=1

2 ) 2, R
Z gf(ﬁ)u(ﬁ)‘gu = U(S)’Eu%Eov Z gf(ﬁ)v(ﬁ)VEDv = U(S)|EvﬁEo7 (51526)
B=1 p=1

onde o parametro s assume os valores 1 e 2, e u(®) e v(® correspondem as solu-
¢oes (C.29a — C.29d). Os limites acima tendem aos resultados desejados para as
escolhas apropriadas dos parametros géﬁ ) e ¢{?. Devemos salientar que as combi-
nagoes lineares (5.152a — 5.152d) s6 satisfazem a equagdo de Dirac no limite em
que 0 — 0, caso contrario elas nao satisfarao. O motivo, deve-se ao fato de que
cada espinor ﬁ(1)|Ea£+) e 1‘2(2)|Ea1(;>, por exemplo, possui uma relacao de dispersao
diferente. Consequentemente, cada espinor satisfara sua equacao de Dirac modifi-
cada com sua respectiva energia separadamente. Este problema nao ocorre quando
fazemos Q —» 0, uma vez que todas as nossas solucoes passam a ser degeneradas,
ou seja, possuem a mesma, relacao de dispersao. A tdnica excecao a essa regra sao
as solugoes (5.152¢), ja que elas sdo degeneradas. As tabelas 5.1 e 5.2 mostram os
valores destes parametros para algumas configuracoes escolhidas. Com estes re-

sultados em maos, mostramos definitivamente a consisténcia das nossas solugoes.

Podemos observar a partir das solucoes dispostas acima que elas diferem das

solucoes usuais encontradas comumente na literatura. A explicacao para esta dife-
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renca reside no fato de termos usado uma representacao diferente para as matrizes

gamma, que diferem da representacao usual encontrada na literatura. A conexao

entre estas duas representagoes pode ser encontrada de maneira mais detalhada

no apéndice C.

Configuragao isotrépica. Configuracio anisotrépica A3
Parametro Valores Parametro Valores
2(1) (ps+pl) A3(1) 1
1 2|pl(p1+ip2) 1 Q3(Bo+my)
£(2) —(ps—|p|) A®(2) -1
1 2[p|(p1+ip2) 1 Q3(Eo+my)
2(1) 1 A3(1) p°—p3)ps
2 2[p| 2 2(p1+ip2)(Eo+m)(((2E0+Sn)(m+Q3)+p§)Qg
£(2) 1 A3(2) —(p®—ps3)ps
2 2|p| 2(P1+ip2)(Eu+m)((Eo-‘rm)(m—ﬂs)“rpg)Q?)
01(1) I(T)(3+|p|)) gf\?’(l) : 1 )
2|p|(p1+ip Q3 (Eo+my
.(2) ~ (ps—lpl) A2(2) L
51 2|p|(p1+ip2) 51 Q3 (Bo+my)
el 1 §A3(1) (p*—ps)ps
2 20 2 2(p1+ip2)(E0+m)((Eo+7)n)(m+Qg)+P§)Q3
2(2) 1 A*(2) —(p*=ps)ps
S2 27pl 52 2(p1+ip2) (Bo+m) ((Bo+m) (m—Q3)+p2) 2

Tabela 5.1: Valores dos coeficientes fg(,ﬁ

anisotropica A>.

e P para a configuracao isotropica e

Configuracdo anisotropica 703 Configuracio anisotropica 72
Parametro Valores Parametro Valores
T3 (1) 1 T(1) 1
1 %0, &1 I (Bomy)
T%%(2) 1 5%12(2) _ 1
1 2103 1 2T 12(Eo+my)
T3 (1) 1 57’12(1) (Eg*T%)(TfQ*mij)
2 2(p1+ip2) 2 2T12p3([)1+ip2)(Eo-‘r’rnw)((Eo-‘r‘rnw)'rlg—T%Z—Eo’ﬁlw)
702 o A (£3-2,) (T3,-m3)
2 2(p1+ip2) 2T 12p3(p1-+ip2) (Bo+my ) (Bo+my) T12+T3,+Eomy )
7031 TR0
S W 2ié)3 1 W m
<T°3(2) __1 <T12(2) 1
1 2i03 1 2T212(E0—2‘,-md,)
§27—03(1) . 1 §7—12(1) (Eo le)(le mw)
(p1+ip2) 2T 12p3(p1+ip2)(Eo+my) ((Eo—&-mw )Y10— le—E0777.,/,)
Jo@ 1 T (B3 —1%,) (YT, —m3)
2(p1+ip2) 2 2Y12p3(p1+ip2) (E0+mw)( Eo+m¢)T12+T12+Eomw)

Tabela 5.2: Valores dos coeficientes gﬁﬁ

7'03 e 7—12_

) e gﬁﬁ ) para a configuracoes anisotropica
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5.7 Derivadas temporais adicionais

Como mencionado nas secoes 5.3 e 5.4, estamos trabalhando com operadores
de dimensao arbitraria e devido a essa arbitrariedade alguns problemas podem
surgir. Como j& citado, problemas com a dinamica usual da equagao de Dirac
surge quando p° adicionais estdo presentes nas equacoes de campo. A relaciao de
dispersao também exibe um comportamento singular que se manifesta no apare-
cimento de solucoes “esptirias”, ou seja, relacoes de dispersao que nao reproduzem
o limite esperado quando os coeficientes que violam a simetria de Lorentz se anu-
lam. Mostraremos a seguir como resolver estes problemas nos setores fermiénico

minimo e nao minimo.

5.7.1 Setor fermidnico minimo

No setor fermionico minimo nao surgem problemas com a relacao de dispersao,
uma vez que nao ha p° suficientes nas estruturas dos coeficientes que induzam
relagoes de dispersao “espurias”. No entanto, uma olhada rapida na equagao (4.7a)
e observamos que os p° adicionais que surgem modificam somente a dinamica da
equagao de Dirac. A seguir, reproduzimos o operador de Dirac modificado (4.6)

para o setor fermionico minimo

R 1
D =~"p, + (6(4)W% + d(4)uv%% +e@®n if(4)“75 + 59(4)”’\“%,\) Pu— M,
(5.153)

ou de forma explicita

. . 1
D =+'p, + (0(4)0”% + dD% gy, 4 @0 0 4 59(4) M’Um) Po

. . N 1 .
+ (6(4)“’% + dD¥ gy, 4 eWE i fWigg 4 59(4)HAZUHA) pi — M. (5.154)
Os coeficientes que integram o coeficiente M nao introduzem p° adicionais, por-
tanto, nao modificam a dinamica da equacgao de Dirac. Porém, vemos claramente
que os coeficientes { W dWm e@r f@n (DAt introduzem modificacdes na di-

namica do operador (5.154).
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Nosso interesse reside entao em recuperar a evolucao temporal convéncional
da equacao de Dirac. Uma maneira de recuperar o comportamento desejado foi
proposto D. Colladay e V.A. Kostelecky |77] e ser& descrito e aplicado a um caso
particular. A metodologia consiste em introduzir um novo espinor y que conecta-se

ao espinor original ¢ através da seguinte transformagao
v = Ay. (5.155)
A matriz A deve ser inversivel e deve satisfazer a seguinte propriedade

ATHTOA =1, (5.156)

Como pudemos observar na equagao (5.154), I'? contém todas as derivadas tem-
porais que devem ser removidas pelo procedimento mencionado. O procedimento
é eficaz e, como exemplo, calcularemos a matriz A para o caso em que d% e (400
sao os tnicos coeficientes nao nulos. Para encontrar a matriz A basta resolvermos

a seguinte equacao

AfH° (" + dW%0y5y + 0(4)0070) A=1, (5.157)
cuja solucao é
A = diag (Ag, A11, Agg, Ass), (5.158)
onde .
Ag = A = N OOk (5.159)
Agy = Agz = ! (5.160)

V1 + @00 _ g(4)00°
Com esse resultado em maos, obtemos a equacao de Dirac com a evolucao tempo-
ral correta. A equacao de Dirac para o novo espinor y possui a mesma relacao de
dispersao, porém, algumas quantidades sao modificadas devido a nova forma da
equacao de Dirac. Como exemplo, tanto o propagador como quaisquer quantida-

des relacionadas aos espinores se modificarao [78|. Para a configuragao citada, o
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operador de Dirac modificado assume a seguinte forma:
St =40AT0 (’Y“Pu — mylly + AW 5yopg + 0(4)0070290) A, (5.161)

cujo propagador modificado pela matriz A seréa:

i = % (G + B0+ 147 + Gr*r* + Do) (5.162)
onde

E = —myApAga_, T =0, (5.163a)

EM = —2p2d(%)2p050# + A§1A§3a,po(50u — a_PBpibiy, (5.163Db)

Eu = 2p2d((%)ﬁpo5ou — déﬁ)a+pi(5w, (5.163c)

1;;;0 =0, {p\ij = mwAnAz?)d((;é)Pogijkpk, (5.163d)

ar = +E3 4+ A AZps, (5.163e)
B=1+c. (5.163f)

A metodologia empregada para obter o propagador é mostrada no apéndice E. O
fator A corresponde & equacao de dispersao e pode ser obtido a partir da equacao
(4.28), ou seja,

A=E+ 4m12b (d(4)oop0)2 _2R? [(1 i c(4)00)2 I (d(4)00)2} (p0)2

[ em)? (a0 (. (5.164)

5.7.2 Setor fermidnico nao-minimo

Diferentemente do caso anterior, no setor nao minimo as derivadas temporais
adicionais modificam nao s6 a dinamica como também a relagdo de dispersao.
As modificacoes que surgem na relacao de dispersao se manifestam na forma de

solucoes ditas “esptirias”, ou seja, que nao possuem equivalentes na teoria de Dirac
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usual. Como um exemplo elucidativo, a relagao de dispersao para a equacao de
Dirac modificada pelo operador Q =b(®%0 (i9)* v5~, possui as seguintes solucoes

para a relagao de dispersao

péi) = Fy & pEgb®00 4+ (5.165a)
péi) = —FEy £ pEgb®»00 (5.165b)
1 Lo o 2y 1(5)000
o _Wi|py_§(2p +m3) P00 4 (5.165c¢)
1 1
(£) _ 2 2\ 7,(5)000
P _—Wi|p|+§(2p +mi) P00 (5.165d)

As duas dltimas equagoes nao possuem o comportamento adequado quando efetua-

mos o limite p(3)000

— 0. Tais solucoes sao interpretadas como efeitos provenientes
da escala de Planck e normalmente sao descartadas. Outra observacao valida é
que, a tree-level, tais solugoes podem ser descartadas sem nenhum prejuizo as ana-
lises fenomenologicas. Deve-se mencionar que as solugoes “esptrias” nao ocorrem
quando os operadores possuem apenas componentes do momento p na sua estru-
tura. Como exemplo, as relagoes de dispersao para a equacao de Dirac modificada
pelo operador Q = 3% b1 (i9,)* 45741, com pOML = p(B)122 — p()133 apenas por

simplicidade, sao

péﬂ:) _ i\/Eg 1 pt (5(5)133)2 + p(5)133p2, /m?p + pi, (5.166a)
P(()i) = i\/E(% + p? (5(5)133)2 - 5(5)133192\/ mi + D (5.166b)

133

Assim, vemos claramente que fazendo b®133 — (0 obtemos as solucdes da equacio

de Dirac usual.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho fizemos uma répida abordagem no capitulo 2 sobre simetrias.
Comentamos rapidamente sobre simetrias discretas, onde demos énfaze nas sime-
trias C, P, T, sua combinacao CPT e estudamos como os covariantes bilineares
se comportam sob estas transformagcoes. Descrevemos de maneira sucinta a teoria
dos grupos de Lie, onde enfatizamos suas principais propriedades. Como exemplo,
descrevemos os grupos U (1), SU (2), SU (3) e suas principais propriedades. Como
o grupo de Lorentz constitui um grupo de Lie muito importante na Fisica de parti-
culas e foi de fundamental importancia para o desenvolvimento do nosso trabalho,
tratamos-o de maneira detalhada neste capitulo. Finalizamos descrevendo como

os covariantes bilineares se comportam sobre uma transformacao de Lorentz.

Iniciamos o capitulo 3 discutindo os conceitos basicos do MPE e detalhamos
como o modelo em questao foi estruturado. Descrevemos todos os setores que
compoem o MPE de forma sucinta e demos énfase especial ao setor dos férmions.
Apresentamos o setor fermidénico minimo do MPE e um compilado dos principais

resultados obtidos para este setor.

No capitulo 4 o setor dos férmions foi generalizado, ou seja, transformamos
os coeficientes que violam a simetria de Lorentz, que outrora eram constantes,
em operadores. Tais operadores possuem em sua estrutura derivadas de alta or-
dem. O setor fermiodnico generalizado apresentado é conhecido na literatura como
setor fermiénico nao-minimo. Numa tentativa de condensar os setores minimo e

nao-minimo em uma tnica estrutura, fomos levados a decompor o operador Q em
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termos dos operadores {¢*, dme, et fr e, ths, a*, DM, ﬁ’“’} de modo a fa-
cilitar a conexao entre os resultados. Apenas por simplicidade nos restringimos ao
tratamento de um tnico férmion. Mostramos também a forma geral do operador
Q, sua decomposicao em termos dos covariantes bilineares, sua classificacao sob
transformacoes CPT e de Lorentz, bem como a forma em que a densidade Lagran-
geana L de Dirac é modificada. Estudamos ainda alguns aspectos da equacao de
Dirac modificada pelo operador 0.

Apos a apresentacao do setor generalizado, calculamos as equacoes de campo,
a equacao de dispersao exata, apresentamos as relacoes de dispersao em primeira
ordem nos operadores {S' , 75, f/“, .,Zl“, 7'“”}, além de detalhar algumas propriedades
deste resultado. Mostramos também uma nova abordagem para resolver a equagao
de Dirac. Essa nova metodologia consistiu em encontrar uma transformagao U de
modo que a equagao de Dirac modificada fosse posta em sua forma bloco diagonal.
A vantagem desta nova metodologia consistiu em poder tratar o operador 0 de
maneira geral, nos possibilitar generalizar as solucoes espinoriais, bem como de-
sacoplar as equacgoes que descrevem as particulas das equacoes que descrevem as
antiparticulas.

Ja no capitulo 5 usamos todo o arcabouco tedrico desenvolvido nos capitulos
anteriores para resolver a equagao de Dirac modificada por operadores de spin
nao-degenerado. Os operadores de spin nao-degenerado foram representados pelos
operadores A¥ e T, Conforme mostrado no capitulo 3, o operador pseudovetorial
A contempla em sua estrutura os coeficientes d* e I;“, j& o operador tensorial de
rank-2 T contempla os coeficiente g"” e Hm. Uma das caracteristicas mais
notoria destes operadores é que eles possuem duas relacoes de dispersao distintas
para cada projecao de spin. Para estes dois operadores calculamos as relacoes de
dispersao, bem como as solucoes espinoriais para as varias configuragoes possiveis.

A primeira configuracao tratada para ambos os operadores foi a “isotropica,”
uma vez que as solucoes dependem de poucos parametros. Mostramos que, de
fato, as relacoes de dispersao e espinores dependem apenas do médulo do mo-
mento, 0 que caracteriza isotropia, e possuem uma forma relativamente simples.
Porém, quando generalizamos tais solugoes para o setor nao-minimo, as solugoes
tornam-se mais complexas devido ao aparecimento de componentes adicionais do

momento. Finalizamos obtendo os espinores que descrevem as antiparticulas e as
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constantes de normalizagao seguindo a metodologia apresentada na subsegao 5.1.1.
Em seguida tratamos separadamente as configuracoes anisotropicas dos operado-
res A" e TH. Percebemos que as solucoes espinoriais sao muito mais complicadas
quando comparadas as solucoes isotropicas. Percebemos, e era esperado nestes
casos, o aparecimento de parametros que dependem das componentes do momento
e, portanto, caracterizam a anisotropia da configuragao tratada. Os parametros
anisotropicos €;, ©;, T;; desempenharam um papel importante na conexao entre
as solugoes que descrevem a quebra na degenerescéncia de spin. Fazer €2; — —;,
por exemplo, conecta os dois espinores que descrevem as particulas e os dois anti-
espinores. A mesma conexao foi observada entre as relacoes de dispersao e entre as
constantes de normalizacao. Na tabela 6.1 compilamos todos os resultados obtidos

no capitulo 5.

Por completeza, avaliamos também o operador P que, apesar de ser degenerado
com respeito ao spin, possui uma caracteristica peculiar. Tal operador nao possui
contribui¢oes em primeira ordem, como foi mostrado a partir da relagao de disper-
sao (4.31). Em observéveis experimentais como taxas de decaimento, por exemplo,
é esperado que o operador P contribua apenas em segunda ordem. Portanto, em
principio, era esperado que os espinores obtidos via formalismo apresentado no
capitulo 4 também nao possuissem tal contribuicao. Porém, mostramos que o

operador P contribui em primeira ordem nas solu¢oes espinoriais, como pode ser

Coeficiente X E,gi) /Ey  Espinores Anti-espinores | Parametros
Bod —b+myg 1+ ‘E%‘X Eq. (5.21) Eq. (5.23) p|
Al Eq’s. (5.36b) e (5.37b) Eq. (5.43)
,{t? 1+ géx Eq’s. (5.44b) e (5.45b)  Eq. (5.51) Q= \/p?+m2,
A3 Eq’s. (5.59b) e (5.600) Eq. (5.64)
7o Eqs. (5.75b) e (5.76b)  Eq. (5.82)
702 1+ 92X Eq’s. (5.80a) e (5.80b) Eq. (5.82) 0; = /p*> — p?
“ 0
T3 Eq’s. (5.89b) e (5.90b) Eq. (5.94)
T Eq’s. (5.112) e (5.113)  Eq. (5.116)
7:“23 1+ ngx Eq’s. (5.107b) e (5.1080) Eq. (5.116) Yij = \/p}+pi+m?
T2 Eq’s. (5.123b) e (5.124b) Eq. (5.129)

Tabela 6.1: Resumo dos resultados obtidos para as relacoes de dispersao e espinores

modificados.
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visto na secao 5.5.

Discutimos a consisténcia das solucoes espinoriais de duas formas: numérica e
analiticamente. No que concerne a analise numérica, explicamos detalhadamente
como proceder para testar a consisténcia dos espinores. Empregamos este método,
pois as estruturas das equagoes de Dirac modificada, bem como os espinores e
relagoes de dispersao envolvidas no problema sao bastante complexas. No que
diz respeito ao teste analitico, tentamos reproduzir as solugoes da equacao de
Dirac livre, no limite em que Q — 0, a partir das solugoes espinoriais obtidas
para cada caso. Ambos os procedimentos adotados se mostraram eficazes e nos
possibilitaram mostrar que as nossas solucoes sao realmente consistentes para todos
os casos tratados.

Avaliamos e discutimos também os efeitos causados pela presenca de derivadas
temporais adicionais nos setores minimo e nao minimo do MPE. Apresentamos um
método desenvolvido na referéncia [77] que nos permite recuperar a dinamica usual
da equacao de Dirac no setor minimo do MPE. Como um exemplo ilustrativo,
calculamos a forma explicita da matriz A necessaria para remover as derivadas
temporais adicionais devido a presenca do operador @ = d®%~-~0idy 4+ cD0~id,
na densidade Lagrangeana L. Através do procedimento discutido na sec¢ao 5.7.1,
mostramos como a equacao de Dirac modificada recupera novamente a evolugao
temporal adequada. Calculamos também o propagador para a nova equagao de
Dirac e mostramos que a matriz A nao modifica a relacao de dispersao. Por fim,
avaliamos as consequéncias dessas derivadas temporais no setor nao-minimo do
MPE. Um dos principais efeitos foi o surgimento de relacoes de dispersao ditas
“espurias.” Tais relacoes de dispersao adicionais nao reproduzem o limite esperado
quando Q-0 e, portanto, sao interpretadas como efeitos advindos da escala de
Planck.

Todos os resultados obtidos no capitulo 5 podem ser usados em aplicacoes
fenomenologicas, tais como radiacao Cherenkov e decaimento de fo6tons. Podemos
também avaliar quais efeitos o setor nao-minimo induz no limite nao-relativistico
usando forma bloco-diagonal apresentada no capitulo 4. Portanto, nosso proximo
objetivo é usar todo o ferramental aqui desenvolvido para avaliar todas as possiveis

aplicacoes fenomenologicas.
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Apéndice A
Calculo da relacao de dispersao

Iremos agora calcular explicitamente a relacao de dispersao mostrada na secao

4.3. Como ja mencionado, podemos escrever o operador de Dirac modificado em

R A B
’yup“ —my + Q= ( ) . (Al)

forma de bloco,

C D

Escrevendo explicitamente o operador Q, temos
Q=8 +iPrys+ V', + A5, + ST 0w, (A.2)

organizando um pouco mais

<p“+]>“ + /1“75) Yy + (—m¢ +S+ 17575> +T7" o, (A.3)
Al ~ (=l 0 I, 0
(L2 pof o L 2 2
+V +A —
(I 0 . (=1, 0 1.
° (02 11) ip( 0 1 > 3T (A4)
2 2

obtemos
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P+ VR — AH 0 . —my + S —iP 0
0 Pt Vs An ) 0 —my + S + 1P
1~
5T [ W] (4.5)

Usando as definicoes

S:t = —My + SA' + 175, )}:I: = p“ + f}u + ./AVL, (A6)
temos . .
Ve 0 S 0 1.
- + I [ L R A7
( 0 Vﬁ) Vi ( 0 S+> 1 [’Yﬂ Y ] ( )

Introduzindo a notacao
o' = (o°,0'), (A.8)

onde ¢° é a matriz identidade em duas dimensdes e o' representa a i-ésima matriz

0

de Pauli. A matriz adjunta a o* ¢ 6" = (0", —0") , e ambas satisfazem a seguinte

identidade bésica:

7
5-/140-1/ = N + 56/11/11)\5ﬁ0-)\- (Ag)

Reescrevendo (A.7)

Ve 0 S0 i
R + .| =T L — Yy , A.10
( 0 Vi) Y ( 0 S+> 4 {’Yu’Y Y ’Vu} ( )

e usando a forma explicita para as matrizes gamma, obtemos
Vo [0 o, S_ 0
. - + s |+
0o vt o, 0 0 S;
_|_i7A’HV 0 o, 0 o) ii‘w 0 o, 0 ou 7 (A11)
4 g, 0J)\a, O 4 g, 0)\a, O
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ou de forma mais compacta

S Y . —
S Vo) L (w00 00 (A.12)
Vie, Sy 2 0  Gu0,
Fazendo TH = % <7A““’ + 72“”> na ultima parcela
AS_ VﬁAau +i TWo,0,+THo,0, ) 0 ) | (A13)
Vi, S 4 0 TG0, + THG,0,

e substituindo a equagao (A.9), obtemos

SV i (G, O
) DU [ , (A.14)
Vig, Sy 4\ 0 Go
onde .
Gus = 70,8, + T — LT, (A19
Gog = 7’“”5ual, + 7’“”7]“,, + %72‘“’(—:!“,,&)\5“0>‘7 (A.16)

Como THn,,, = 0 e a parcela 3e""*7T;, = T equivale ao dual do operador T+,

temos
Gy = (”rﬂv - rfﬂ”) GG, (A.17)
Gop = (f"” + if“”) G0, (A.18)
Definindo
71“/ _ 1 (zf’;w + izf’;W) (A19)
2 b

obtemos a seguinte expressao:

AB) S‘J“A%T_iwa"a” . Vﬁf"y_ . (A.20)
C D ViaG, Sy + 3T 0,0,
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Precisamos agora calcular o determinante da equacao acima. Para isso, nos vale-

remos da identidade j4 mencionada no capitulo 4, isto é
A B L
det (C D) = det (AD) + det (BC) — tr (IB%A(C]D)) . (A.21)

Substituindo a equacao (A.20), temos

dot (Sl +1iT"0,5, Via, > B

VG, S+ iT15,0,
= det [(S_ + %’f’”auay) (S+ + %”rﬁ”auay)] + det (fiﬂ%)}ﬁau)
— tr [fiﬁau (S‘_ + %ﬂ‘”aﬂay) Vo, <S+ + %ﬁwauay)} . (A.22)
Calcularemos cada um dos termos separadamente, a saber

e Primeiro termo: O primeiro termo pode ser reescrito da seguinte forma

det [(S_ + %ﬁ”0“5y) (3+ + %ﬁ‘”a—uav)} -

= det (S_ + %7‘“”0“0”> det ($+ + %ﬁwauay) : (A.23)

Calcularemos inicialmente o det <$+ + %71“’%61,). Analisando separadamente o

segundo termo entre parénteses, temos
17/\‘MV— _ 1 7‘MV i uwc)vf— =
4 0u0y, = 5 + 56 kA | OuOv,
TV = 1 v = 1 UURAT =
76,0, = 57‘ G0, + G TrT 0.

Substituindo 7,0, = (9, + %Eyy,{)ﬁ'“d)‘) no segundo termo, temos

. 1. i . i
T 6,0, = 5T Wea,o, + Ze"”mﬁA (mu + 56,“,&50%5) 7 (A.24)
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como 17,,e"" M, = 0, obtemos

N 1 1 -

T 6,0, = 57”“’6#0,, — ge”””)‘ewagﬁ,\ﬁo‘aﬁ, (A.25)
TV — 1. V= 1 T~ —a _f

T o,0, = 5 "Wa 0, — 3 (0an0rp — Oarndpr) Texd“o”, (A.26)
Y — 1A1/— l- ~\ _k 1 —Kk A

76,0, = 57’“ Tu0, — gﬁ,\a o+ gﬁ)\a o, (A.27)
UV — 1. V= 1. —\ _K

TG0, = 57" Tu0, — 17;,\0 o", (A.28)
o 1.,

Ti"6,0, = 1—17-“ Tu0y. (A.29)

Efetuando a soma de Einstein, temos

S L 00 ~ - 0i 530 - i~
T 6,0, = Z’T“ 5,0, = T%6000 + T"G00; + TG00 + T" 5,0, (A.30)
ou ainda
'71“'5#0,, = 7—0i0'00i - ,7A'i00'2‘0'0 - TijO'iO'j. (A?)l)

Usando a identidade o;0; = 0;; + ig;;x0% na equacao acima, obtemos a seguinte

expressao
ﬁ”&uay = 27-0i0'00i — 7Adij (51] + ieijk:o-k) s (A32)
7?”6“0” = 27-0i0'00'i — iSz‘jk,idijO'k, (AS?))
A A i AL
ﬁw(}u(fy =2 (7_Ok — §€ijkTZj) 0. (A34)

Efetuando a soma sobre o indice k, chegamos ao seguinte resultado

A~ A 1 A ~ i A ~ i A
Tt 6.0, =2 (7—01 — 5&‘;‘17”) o142 (TOQ — 5&;‘27”) o912 (TO3 — 55@;‘37”) 03.
(A.35)
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Efetuando agora a soma nos indices 7, j, obtemos
TH&,0, =2 (7*“ - 17”23) o1+ 2 (7”)2 - 1%31> o9+ 2 (7*)3 - 1%12> 5. (A.36)

Substituindo as matrizes gamma,

10 0 1 0 —i 1 0 (437
0o = L0 = , 09 = ,03 = , .
" No 1)\t o)\ o) Lo 21

obtemos o seguinte resultado

T 0,0, =2 (T —iT%) (‘1) (1)>+2 (702 - i7) (0 ;i>+2 (70 7 (é _01>‘

Multiplicando a equagao acima por 3 e adicionando o operador S, obtemos a

seguinte matriz

o s Sy +iT®+ T2 AT 7B T2 T
S+ T0,0, = ot s S - T |
’ O TE TR S, -T2 i

O determinante da expressao acima é
et (84 47000 ) = 824 (7)o (79) 4 (7) = (72) = (7
(7)) AT AT 4 AT,

ou ainda

det (5’+ + %71”’5“01,) =82 -T2, (A.38)

o s
Oﬂde 7-_2 - 7], 77LV+'
Procedendo de maneira inteiramente semelhante ao calculo acima, o primeiro

termo da equacao (A.23) é dado por
det (S_ + %7”_*‘”5#0—”) = S+ (7’01>2 + (7’02>2 + (7’°3>2 — (7’12)2 — <T31>2
_ (j—ﬂ3>2 _ i OIS 028 _ o032,
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ou ainda

det (S + %7—_”1/5“01,> =82 -T2, (A.39)

onde T2 = 7A'_‘”'7AL,,_ L
Substituindo os resultados (A.38) e (A.39) em (A.23), obtemos

det KS + %7”_“”0“6”> (& + %ﬁ“’&“av)] = <S§ —~ TE) (Si —~ 712) . (A.40)

e Segundo termo: O segundo termo é mostrado a seguir

det (Vﬁaﬂfﬂﬁ@) = det ()A/ﬁau) det (fiﬁi&» : (A.41)

expandindo a soma de cada um dos termos do lado esquerdo, obtemos

Vo -3 iV%—v1>d6t<v3—vi ivi—vi)'

det (VFo,ViG, ) =det | . AN . LT
(Fauvio) (—vl e v DLz Vv

O determinante ¢ dado por
det (Vo Va,) = [(fzgf - () - () - (f}iﬂ .
) -0 -0 -] e
0O lado esquerdo ainda pode ser escrito de uma maneira mais compacta, a saber
det (Vo Via, ) = V22, (A.43)

e Terceiro termo

L0 valor das contragoes 7f e T2 sdo mostrados a seguir
7? __ (7—01) 2 (7-02) z (7—03) 2+ (7—12) 2+ (7—31) 2+ (7—23) 2_217—017-23_217—027—31 _9i 703712,
e

T2 = (TO)  (702) — (709) o (722) o (720) (729 O 72 s T2 T 2 09722
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tr {vﬁ@ (5 i %frfﬂa,,@) P, (5 + %ﬁw&pag)] _ DS Setr (5,0)

Loona s Lo &
+ EVﬁViS+T_”*’”tr (6,0,5:03) + §Vﬁvis_’rf"tr (6,075,05)

N2
+ (%) vﬁVi'i:””ﬁUtr (040,5,07\0,0,), (A.44)

fazendo uso das identidades

tr (6400) = 21 (A.45)

tr (0,00050\) = 2N, (A.46)

tr (0,0,0,010,0,) = 200w Trpors (A.47)
nuynxﬁ’” = 47:“A7 'r/uwi/\,ff)\ = —4tuu, (A.48)

Muwwd = N Med = Narsllox + Dudlluw — 1€, (A.49)

temos
tr {waﬂ (s + %fr_mm) Py (3 i ;ﬁvgp(;g)] oD AE S

e s o a e
+ 2§VﬁViS+Tf”nWm + 2§Vﬁvi&7'f Nurpo

N 2
1 AN AN A ~
+2 (5) Vﬁviﬂﬁﬁo—nuynT,r]’T}\po" (A50)
Usando as definicoes nwm’f‘_’”‘ = 47A‘_u,\ e nuy,{A’YAf)‘ = _4tuvv temos

br {waﬂ (3 + %frzﬁayaﬁ) P, (s i %frfvap%ﬂ _

122



= 29&?_?_375}77#)\ + 4ﬂ>ﬁ]>j‘_$+7:u)\ — 4ﬂ>ﬁf}j\_$7ﬁﬂ>\ + 8)>ﬁ1>+)\7:ua7:(_1)\-
(A51)

O resultado acima pode ainda ser escrito de uma maneira mais compacta, a saber
tr [f/ﬁ&# (s ; 5700—) Pay <s+ i 57;00)] _
—op . (S_ + 2#_> : (S; . 21’“r+) V. (A.52)
Juntando os resultados (A.40), (A.43) e (A.52) acima, encontramos:

(82 -72) ($2-72) + V202 — 20 (S +2iT ) - (8, — 272 ) - Vi =0,
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Apéndice B

Espinores exatos para algumas

configuracoes especiais

Iremos mostrar algumas solugoes exatas para configuragoes isotropicas dos co-
eficientes A" e TH” que controlam a violacao da simetria de Lorentz. Mesmo
para estes casos com a escolha de um tnico coeficiente fizemos uso do Software

Mathematica para obter as solucoes a seguir.

B.1 Coeficiente b isotropico

O primeiro caso no qual obteremos as solucoes espinoriais exatas é para a

configuracdo b®°. Esta configuracio nos fornece a seguinte relacio de dispersio

B = \[p? + mi2 % 2600 |p| + (501 (B.1)

Ha duas solugoes distintas, como esperado, e elas diferem uma da outra em pri-

meira ordem em b, As energias em primeira ordem sio:
BB = 2 5 1Py, (B2
\/P?+ mi

Como a relacao de dispersao acima nos mostra, a configuracao escolhida de

fato é isotropica pois depende apenas de |p| na parcela que contém a violagao de
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Lorentz.

Para a obtencao dos espinores procederemos como descrito no capitulo 4. In-

troduzindo os valores das energias (B.1) na equacao de Dirac
(V0 — my + b(3)0”y5”yo) Y =0, (B.3)

e resolvendo o sistema de equagoes resultantes com o auxilio do Mathematica,

obtemos as seguintes solugoes

(ps £ Ip]) (B — s +b<3>°) (v + 13)

(3)0

u(1’2)|E(:l:) (p) — NS’Q) pl + ZpQ) < + ‘p| + b ) ’ (B4)
my (p3 + [pl)
my (p1 + 1p2)

para as particulas e
my (p1 — 1p2)
—my (ps F |p|)
(1,2) _ n(12)
v |E7(Ji) (p> Nv _ (pl o ZPQ) (Ez(;t) + |p| + b(3)0) ) (B5)

(ps T |p|) (Eff) —ps + b<3)°) — (p® + p2)

para antiparticulas A condicao de normalizacao é escolhida de tal forma que
(u(a)) u® = 2B 5a5 de modo similarmente temos (U(O‘))Tv(ﬁ) = 2E1(}a)5a5. Isso
requer que os espinores relativos a diferentes energias sejam ortogonais, todavia
esta condicao é garantida pois o operador de Dirac é hermitiano. Para o caso em

questao, a constante de normalizagao é

1
N = : (B.6)
|21l ol ps) (62 1]+ 600)
(§]
N(L2) — 1

v

2181 ) (B4 11+ 000)
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B.2 Coeficiente g isotrépico

E sabido que o coeficiente H ndo possui uma configuragio isotrépica [22]. No
entanto, para o coeficiente g hi uma configuracao isotrépica. Esta configuracao
4)ijk 9.

Onde 17, 7, k sao os indices espaciais. De maneira idéntica ao item anterior, aqui

& especificada pela escolha dos seguintes coeficientes nao nulos: g = gk
hé duas relagoes de dispersao que diferem uma da outra em primeira ordem nos

coeficientes de violacao de Lorentz:

E® = \/(1 +g7) p? £ 291my |p| + M3, (B.7)

que em primeira ordem em ¢, é
plm
Eii)(l) = /p? + mi == —| |y . (B.8)
\/ P+ m3,

Deve-se observar que o coeficiente g; é admensional.

A equacao de Dirac modificada é

1 .
('y"ﬁu — My + 59(4)”kﬁiajk) ¢ =0. (Bg)

As solucoes espinoriais sao obtidas de maneira analoga ao item anterior. Tais

solucoes sao:

- [p? +p3+ <P3 - Eii)) (Ip| £ pg)]
+1 (El(bi) )
u(1,2)’EfLi) (p) = N@(LM) (p1 +1p2) ¥ |p|

(ps & [p]) (my £ g1 |P|)
(p1 +1p2) (my, & g1 |pl)

(B.10)

)
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para as particulas e

(p1 — wp2) (mw T a1p])
— (ps F Ipl) (my F 91 |PI)

(1,2) - N(1.2) B.11
v , .
‘E(i> (p) v — (p1 — o) (Eqsi) + ’p|> ( )
- [p? +P5F (pg - Eﬁi)) (Ip| :FP3)}
para as antiparticulas. As constantes de normalizacao sao dadas por
(12) 1
N, = ) (B.12)
218l (el =) (55 5 191
¢ 1
NI = (B.13)

|21 915 (57 2 1pl)
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Apéndice C

Forma bloco-diagonal da equacao de

Dirac e suas solucoes

A seguir, usaremos o formalismo apresentado na secao 4.4 para solucionar a
equacao de Dirac livre. Obteremos a equacao de Dirac na forma bloco diagonal,
apresentaremos suas solugoes espinoriais, verificaremos se de fato satisfazem a
equacao de Dirac e, para finalizar, mostraremos como se di a conexao entre as

solugoes nas representacoes quiral e standard.

C.1 Obtencao da equacao de Dirac transformada

e suas solucoes.

A equacao de Dirac no espago dos momentos é dada por

(V*pu — my) ¥ = 0. (C.1)

Aplicando a transformacao U na expressao acima obtemos a equacao de Dirac

transformada, a saber
UAY (v'p, — myly) UTU = 0, (C.2)
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onde U = VW e ¢ dada por (4.36a) e (4.36b)

1
V = +075

V2
_ _Eotm+py (C?’)
2Fo(Eo+m)

Escrevendo a equagao de Dirac explicitamente, temos

I O .
Uy’ (70p0—7ipz‘—m¢ (()2 H))UTU¢: (E_H> Uy =0, (C.4)
2

ou ainda

0 I, 0 po —My —O P i B i B
U<H2 o) <(p0 O>+<a'-p _m¢>>UUw_(E H)Uw_o.

Sabemos que py = F, portanto

E 0 0 L\ [-my —o- :
uut veru( 2T TP vte = (B i) ve =,
0 F I, 0 o-p —my

comparando os dois membros da equacao acima vemos que

I — —o- .
o ) (T TP i g (C.5)
I, 0 o-p —My
Portanto,
E 0 -
Uy — HUyY = 0. C.6
(5 Dow e oo

Os operadores V' e W nas suas formas explicitas sao:

I, I
- L
g . (C.7)
7 1 o+ My o-°'p
—0O D E() + mw
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Retornando a equacgdo de Dirac (C.6),0btemos:

E 0 0 I — —0 -
U+ VIV 2 (7" TP vty — o,
0 F I, 0O o-p —my

explicitando todos os operadores, temos

E I, I E, .
0 U + 1 2 otmy O-p «
0 E 4Fy (Eo +my) \ -, TI,) \ —o-p Ey+my
0 I - -0 - E -0 - I, —I
2\ (T TOP) (Pote P ) (2 TR gy ()
I, 0 o-p  —Mmy o-p Ey+my I, I

Usando a convencao (C.5), calcularemos separadamente o segundo termo da

equacao acima a saber:

]:_f— Hg E()—l-mw o-Dp 0 ]IQ y
4Eq ( Eo-l—mw —Is —o-p Ey+my I, O

—O P EO + My A Y ]12 _]IQ (C 93)
) E() + My, ]IQ ]IQ ’ '

- m¢+E0—0' p my+Ey+o-p "
4E0 E(] +m¢ —Myy — — O P My —|—E0 — O -Dp
—My, my+FEy—oc-p —my—Ey—0-p (C.9b)
— —o-p my+FEy+o-p my+LEy—0o-p ’
S/ — T (C.9¢)
4By (Eo +my) \az ag)’ .

onde fizemos uso das seguintes defini¢oes:
aj; = —4E0 (mfp + p2) - 2m¢E§ - 2m¢ (mfp + p2) ) (ClOa)
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agy = 4Ey (m3, + p*) + 2my E§ + 2my, (m3, + p?) | (C.10b)
a2 = 20 - p (m3, +p* — Ef) (C.10c)
as; = 20 - p (m3, +p* — E7) . (C.10d)

Usando a relagao de dispersao Ej = mj, + p?, obtemos

. —4FE2 (E
- ! 0 (Eo +my) 0 (C.11a)
4E0 (E() + m¢) 0 4E§ (Eo + mw)
. —FE
—H = o 0 (C.11b)
0 E
ou ainda

Substituindo o resultado anterior na equagao original (C'.8) , a equagdo de Dirac

transformada torna-se:

(E—ﬁ)w:o,

E 0 Ey 0
(= Yoo (52 Yoo e

A partir da equacao de autovalor acima os espinores sao facilmente obtidos:

E 0 0 0 E, 0 0 0
0 E 0 0 0 B, 0 0

Uy = 0 Uy, (C.14)
00 E 0 0 0 —E 0
00 0 E 0 0 0 -E

os autovetores e seu respectivos autovalores sao:

3.4)

o By, B = < —E. (C.15)

o O = O
S = O O
_ o O O
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Os autovetores acima obtidos sao os espinores da equacao de Dirac transfor-
mada. Porém, estamos interessados nos espinores que satisfazem a equacao de
Dirac usual dada por (C.1). Para obter tais espinores precisamos aplicar a transfor-
magao inversa UT = VW aos espinores (C.15). Definindo inicialmente o operador

Wi como

Eo + my 0 Fps3 T (p1 — ip2)
T — 0 Eo + Wfbw F (p1 +ip2) +ps 7 (C.16)
+p3 + (p1 —ip2)  Eo+my 0
+ (p1 + ip2) Fps3 0 Eoy 4+ my

onde sinal (+) representa o operador W usual e o sinal (—) simboliza operador
W1 usual com as seguintes modificacoes, a saber: p — —p e py — —po. A partir
destas definicoes, faremos o célculo de maneira separada e detalhada para cada

um dos espinores x(®) | a saber:

e Primeiro espinor: Aplicando-se a matrix transformacao inversa, obtemos

T =t x W) (C.17)
10 -1 0 1
1 - 01 0 —1]fo
o = Wi x : (C.18)
VAEy (Eo + my) 10 1 01]]o0
01 0 1 0

efetuando o produto matricial, chegamos ao seguinte resultado

Eo+my —p3
1 _ .
o) — (p1 +1p2) (C.19)
\/4E0 (EO + mw) E() —I— mw —|— D3
p1+ip2
e Segundo espinor: De maneira andloga ao item anterior, temos
T = Ut x @, (C.20)
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10 -1 0 0
@ _ 1 ) 01 0 -1 1 | (C.21)

VAEy (Ey + my) 10 1 0 0

01 0 1 0

efetuando o produto matricial, chegamos ao seguinte resultado
— (p1 — ip2)
1 E
v — 0+ My +Ps (C.22)
VAEy (Ey +my) | p1—ipe
Eo+my — ps

e Terceiro espinor: Para os espinores que descrevem as antiparticulas preci-
samos da reinterpretacao de Feynman-Stiickelberg. Neste caso precisamos

fazer p — —p na matriz de transformagio e nos espinores (C.15). Assim,

temos
TO = Ut x ), (C.23)
10 -1 0 0
1 . 01 0 —1ff{o
v® = W) x : (C.24)
VAE, (Eo +my) 10 1 0 1
01 0 1 0

efetuando o produto matricial, chegamos ao seguinte resultado

—Eg — My +p3
B _ ! P ¥ ips (C.25)
VAEy (Eg+my) | Eo+my +ps
1+ 1p2

e Quarto espinor: Procedendo de maneira analoga ao item anterior, temos
T = Ut x W, (C.26)
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10 -1 0 0
1 - 01 0 -1 0
v = W) x : (C.27)
VAEy (Ey + my) 10 1 0 0
01 0 1 1
efetuando o produto matricial, chegamos ao seguinte resultado
p1—1p2
1 —Ey — —
T = 0T Ty~ Ps (C.28)
VAEy (Eo +my) p1—ip2
Eo+my — ps

Portanto, as solu¢oes da equacao de Dirac (C.1) de maneira compacta sao:

A
u = vl = N Y R Ej, (C.29a)
W=ue 2 (M) GR C.29h
- =y A(+) < Lo, ( . )
—AD)
u? =y :N( AC) ) < Fy, (C.29¢)
@ =0 = 2. N <_A()> < F (C.29d)
- - ,7 A(+) 0 .
onde N/ :ﬁ, ~? é a matriz gamma na representacio quiral, * significa
o( Eo+my,

complexo conjugado e A®) ¢ definido como

A Eo +my F ps
F (p1 + ip2)

Apenas por completeza iremos mostrar na proxima subsecdao que as solucoes
(C.19 — C.28) satisfazem a equacdo (C.1).
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C.2 Verificagao das solugoes espinoriais (C.19 — C.28).

A equagao de Dirac (C.1) de maneira explicita escreve-se como:
ME) 5 p =0, (C.30)

onde o operador de Dirac M) & definido como

—Mmy 0 + (po —p3) =+ (ip2 —p1)
R 0 — i +
ME — mw. F (p1 + ip2) (po + ps3) (C.31)
+ (po +p3) £ (p1 —ip2) —Mmy, 0
+ (p1 +ip2) £ (po — p3) 0 —My

O sinal (+) representa o operador de Dirac usual e o sinal (—) simboliza operador
de Dirac usual com as seguintes modificagoes, a saber: p — —p e py — —py. Este

ultimo resultado sera de grande utilidade mais adiante.

O proximo passo serd verificar separadamente cada um dos espinores obtidos

na subsecao anterior, a saber:

e Primeiro espinor (C.29a): Substituindo o primeiro espinor na equagcao (C.30)
obtemos

~

M) 5 M Lo, (C.32)

substituindo py = Fy e o espinor ¢ dado por (C.29a), temos

R ABN
M) (py = Ep) x N <A()> = 0. (C.33)

Efetuando o produto matricial e usando a relagao de dispersao E3 = m?p +p?,
obtemos:
—mi, — p{ — p3 — p3 + B¢
0
N =0. (C.34)
—m, —pi —ps —pi + B§
0
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e Segundo espinor (C.29¢):

~ ?

M 5y =0, (C.35)

substituindo py = Ey e o espinor ¢ dado por (C.29¢), temos

M) (py = E 'ZN‘AF)*io C.36
(po = Ep) x iy - An ) =0 (C.36)
Efetuando o produto matricial e usando a relagao de dispersao E§ = m3,+p?,
obtemos
0
2 2 g2 2 o 2
Y (fQ Ll (C.37)

—m3 — pi —pj — 3+ E§

e Terceiro espinor (C.29b): Assim como fizemos para os anti-espinores, preci-
samos usar a reinterpretagao de Feynman-Stiickelberg na equagao de Dirac,
pois estamos tratando do espinor que descreve a antiparticula. Neste caso
precisamos fazer p — —p e pg — —po no operador de Dirac. Procedendo

desta maneira, temos

~

M) x o™ Lo, (C.38)

substituindo py = Fy e o espinor 9 dado por (C.29b), temos

“ —A®N
M) (pg = Eo) x N O ) =0 (C.39)
Efetuando o produto matricial e usando a relagao de dispersao E§ = m3,+p?,
obtemos
my + i +p3 + pi — B
0
N 0. (C.40)
—my —pi —py —py+ Bf
0

e Quarto espinor (C.29d): De maneira analoga ao item anterior, precisamos
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da reinterpretacao de Feynman-Stiickelberg. Prosseguindo com as mudangas,
obtemos

~ ?

M) x @ =, (C.41)

substituindo py = Ejy e o espinor v dado por (C.29d), temos

MO (o = By it [N *10 C.42
(pO_ O)Xl")/ ’ A(+) - Y ( : )
Efetuando o produto matricial e usando a relagao de dispersao Eg = m?,+p?,
obtemos
0
9 o 9 9 2
N T +p1 +1(7)2 R C R (C.43)

—m3 —pi —p3 — p3 + E§

Portanto, vimos que que as solugoes (C.29a — C.29d) de fato satisfazem a equa-
¢ao de Dirac. Porém, se observarmos cautelosamente as solugoes (C.29a — C.29d)
veremos que elas diferem das solucoes usuais encontradas na literatura. A explica-
¢ao para isso ¢ que, em vez de usar a representacao standard das matrizes gamma,
usamos a representacao quiral. Por consequéncia, as solucoes serao diferentes. Po-
rém, é possivel conecté-las através de uma transformacgao S que serd detalhada na

proxima subsecao.

C.3 Conexao entre os espinores nos formalismos
quiral e Standard.
A maneira conhecida de conectar a representacao quiral & representacao Stan-

dard & dada por [62]
Mg =V MV (C.44)

onde M é uma matriz qualquer, os subscritos SR e Ch significam Standard e

quiral, respectivamente, e V' é a matriz que conecta as duas representacoes. A

138



forma explicita da transformacgao V' é

1 I, I
V=—/| 2 ?*], (C.45)
V2 \-L L
cuja inversa é

_ 1 (I I,
| e — . C.46
V2 (]12 I, ) ( )

A matriz V acima é a mesma a matriz V' presente nas transformagoes (C.3) que
bloco diagonalizam a equacao de Dirac. Mostraremos a seguir que de fato as
transformacoes acima conectam as representacoes Standard e quiral das matrizes

gamma. As matrizes gamma na representagao quiral sao:

0 I , 0 o I, 0
0 _ Ak, = ' Y2, = ) C.47
Yon (Hz 0) Ten (—O’Z 0 ) Yon < 0 ]I2> ( )

Aplicando a transformacao de similaridade mostrada na equacdo (C.44) nas ma-

trizes gamma acima, temos

1 (I I 0 I I, —I I, 0
Vr=ViaVl=5| o ° ol e . (C.48a)
2\-1, I, I, 0O I, I 0 —I
. ; _ 1 ]IQ Hg 0 O'i Hg _I[Q 0 O'i
L —= V ¢ V 1 = — . - . 3 C48b
VSR Voh 2 —]IQ H2> (_O_Z O ) (]IQ ]IQ ) (_O,z O > ( )
_ 1 (L I —I, 0 I, —I 0 I
5 — V 5 V 1 — — . C48C
R 1 e | el | g I (s BT

As matrizes gamma acima calculadas coincidem com as matrizes gamma que apa-

recem na literatura [62].
Apo6s a ilutracdo acima, iremos calcular os espinores na representacao Standard.

A conexao entre os espinores ¢ dada por [62]
v — el (C.49)
Usando a expressao acima, obtemos
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e Primeiro espinor (C.19)

substituindo V e ‘Ifg,)l, temos

W _
\IJSR -

e Segundo espinor (C.22)

substituindo V e \Il(ch,

(2)
\I/SR =

2
v -

e Terceiro espinor (C.25)

1 1
Vop = VUG,
0 1 0
1 1 0 1 0 1
V2\/4E,(Eo+my) | -1 0 1 0
0 -1 0 1
E0‘|‘mw
1 0
2E0(E0+m) P3
p1+ ip2
2 2
v = Ve,
2) temos
1 0 1 0
1 1 0 1 01
V2\/4Ey (Eg+my) [ -1 0 1 0
0 —1 0 1
0
1 E0+m¢
V2Eo (Eo +my) | p1—ip2
—Ds3
3 3
v = Vo,
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(C.50)

Ey+my —ps
— (p1 +ip2)
Ey 4+ my + ps
p1+1p2
(C.51a)

(C.51b)

(C.52)

— (p1 —ip2)
Ey+ My + P3
1 —1p2
Eo +my — ps
(C.53a)

(C.53b)

(C.54)



substituindo V' e \II(C?’,)I, temos

0 1
v® _ 1 1 0 1 0
V2 AEy (Bo+my) | -1 0 1
0 -1 0
P3
o® _ 1 p1+1p2
SR =
\/2E0 (E() + m¢) EO + My
0
e Quarto espinor (C.28)
4 4
W= v,
substituindo V' e \IJ(CZL})L, temos
0 1
@ _ 1 1 0 1 0
V2 AEy (B +my) | -1 0 1
0 -1 0
p1—ip2
oW _ 1 —P3
SR =
V/2Eo (Eo + my) 0
Ey+ My,

_ O = O

—_ O = O

—FEy —my + p3
p1+1p2
Eo +my + ps3
p1+ip2
(C.55a)

(C.55h)

(C.56)

p1— 1p2
—FEq—my — ps3
1 — 1p2
Eo +my — p3
(C.57a)

(C.57h)

Portanto, as equagoes (C.510 — C.57b) sdo os espinores na representagao stan-

dard que sao frequentemente encontrados na literatura [62].
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Apéndice D

Solucoes exatas da equacao de Dirac
modificada por operadores de spin

degenerado

Iremos fazer uso das transformagoes (4.38a) e (4.38b) para obter as solucoes

espinoriais exatas para a equacao de Dirac modificada pelos operadores S e V.

D.1 Solucoes espinoriais

Como ja mencionado na secdo 4.4, as transformagées modificadas (4.38a) e
(4.380)

Iy + 7075
V=—-—, D.1
N (D.1a)
Eu—i-f}o—i-md,—s‘f‘ (p‘i“}) Y
W (p) = (D.1b)

\/2<Eu+f/0> (Eu+f20+mw—$‘)’

sao as matrizes responsaveis por bloco diagonalizar a equacao de Dirac modificada

pelos operadores S e V* de maneira exata. A equacao de Dirac que estamos
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interessados em resolver possui a seguinte forma

VP — myh + St 47,V = 0, (D.2)

em que os operadores S e V* possuem dimensao de massa d = 3, a priori.

Aplicando a matriz transformacao na equacao acima, temos

Uro (’y“p# my+ S+ %W) Uty = (E _ H) U =0, (D.3)

onde a matriz H ¢ dada por

E, 0 0 0
a0 E, 0 0 |
0 0 —E,—2V, 0

0 0 0 —E, — 2V,

. N\ 2 N 2
e, neste caso, Eu:—VO+\/<p+V> +<m¢,—8> .

Tendo em maos a equacdo de autovalor (D.3), podemos obter os autovalores
e autovetores da equacao de Dirac. Os autovetores e seus respectivos autovalores

Sao0,

(12) — & E,, O = & —E, -2V, (DA)

o o o =
o O = O
o = O O
_ o O O

Os autovetores acima obtidos sao os espinores da equacao de Dirac modificada
na sua representacao bloco diagonal. Porém, estamos interessados nos espinores
que satisfazem a equagao de Dirac modificada usual dada por (D.2). Para obter
tais espinores precisamos aplicar a transformagao inversa UT nas solugdes (D.4).

Faremos o calculo de maneira separada para cada um deles, como segue:

e Primeiro espinor: Aplicando-se a matrix transformacao inversa, obtemos
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u® = U (p) x xW,

1 E, + Vo —ps — Vs
1)_m¢—8 0 1 —pl—Vl—ipg—iVQ

1

0

+ — N N
N, E,+Vo+p3s+ Vs

L+ Vi +ipy iV

Ey

onde A/ :\/<Eu+1}o+mw$’)2+(p+\))2

e Segundo espinor: De maneira andloga ao item anterior, temos

u® =U" (p) x X,

—p1 — ]}1 +ipy + if}z

N Na | pr+V—ips —iVy

Eu+]>0—p3—]>3

_ O = O

(D.5)

(D.6)

Os espinores que descrevem as antiparticulas estao conectados as solugoes

acima através da transformacao de conjugacao de carga, vide subsecao 5.1.2. Por-

tando, ao invés de aplicar a matriz transformacao inversa UT, faremos uso desta

conexao. A seguir mostramos as solucoes desejadas

(2,1)
1 —U
B = 3 (_a#y...7 _euy...) )

v ./\/U _U§271)

ugZ,l)

p(12)

As energias que descrevem as antiparticulas sdo mostradas a seguir
Ve (2
E,=E,(—a""",—e"").
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J& a constante de normalizacao é dada por

. (B0 + Vo +my ;3) +(p+ 9)2‘ Do)

Deve-se notar que as solugoes acima sao exatas e foram calculadas para os
operadores S e V" de dimensdo de massa d = 3. No entanto, tais solucoes exatas
podem ser estendidas para quaisquer configuracoes de S e V" com dimensdo de
massa d > 3 desde que facamos a seguinte substituicdo nos espinores, conforme

subsecao 5.1.2:

S—S8 (po = IEU) = Z SWorozaisy, b Dy s (D.10a)
d=3

PH s PH (po = Eu) = V(d)“alaz"‘O‘d*3palpa2 oo Day_s (D.10Db)
d=3

onde E, é a relacao de dispersao exata da equacao de Dirac modificada pelos
operadores S e V* com dimensdo de massa d arbitraria. E, pode ser obtido

atraves da equagao (4.28), ou seja,

(—mw - S>4+ (p“ - 9“)4—2 (p” + ﬁ”) : (—mw + S) : <—m¢ —- S) : (p“ —- 19“) =0
(D.11)
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Apéndice E
Propagadores

No contexto da teoria quantica de campos, um propagador descreve uma par-
ticula virtual que é gerada em um ponto do espaco-tempo e é aniquilada em outro
ponto. Propagadores sao importantes em processos de espalhamento em que a
criacao de particulas virtuais torna-se relevante. O propagador S representa a
funcao de Green das equacoes de campo no espaco dos momentos e pode ser ob-
tida invertendo o operador de Dirac, S~!, (multiplicada por um fator i de acordo
com a conven¢ao usada em [61]). No espago dos momentos o operador de Dirac

modificado que estamos interessados possui a seguinte forma (4.6)
Sl = Y — mylly + Q

O operador de Dirac modificado é uma matriz 4 X 4 no espago dos momen-
tos. Portanto, para obter o propagador precisamos inverter a matriz S~!. Para
efetuar o calculo do propagador S, faremos uso dos 16 covariantes bilineares
{TAY = {IL, 75, 7", ivs7*, 0*}; uma vez que qualquer matriz complexa 4 x 4 pode
ser expandida em termos dos {I'*}. Como os covariantes bilineares sdo ortogo-
nais entre si, podemos propor uma forma geral para a fungao de Green de modo
a explorar tal propriedade. Assim, como um Ansatz sensato, podemos propor a

seguinte estrutura para o propagador
R N =S S o
N (Sw“ + 2L+ T + G+ ot ) , (E.1)
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onde A é um fator global que seré identificado, a posteriori, como sendo o deter-

minante da matiz S~!.

Para obter o operador S, basta lembrar que os 16 covariantes bilineares satis-
fazem a seguinte relagdo de ortogonalidade: Tr(I'aI'®) = 4§,P. Portanto, para
encontrar o valor de cada um dos coeficientes presentes na equacdo (E.1), deve-
mos multiplicar S~ pelo covariante bilinear dual {T'4} = {I4, V5, Vs V5V O} €
calcular o trago desse produto. Como resultado, obteremos todas as 16 compo-
nentes {gt,é,i@,@w} presentes na equacao(FE.1). Exploraremos a metodologia

apresentada para algumas configuracoes do operador Q.

A A

E.1 Propagador para os operadores S e V¥

Iniciaremos calculando o propagador para uma das configuracoes mais simples
a fim de exemplificar a metodologia descrita anteriormente. A configuracao em
questdo consiste na modificacdo do operador de Dirac S~! pelos operadores Se

VH, ou seja,

ST =t (p,L + fiﬂ> -1 (md, - S‘) : (E.2)

Como descrito no inicio deste apéndice, faremos uso das relacbes de ortogona-
lidade entre os covariantes bilineares. Portanto, para calcular as componentes
{£,.2,Y,(,,%, }, multiplicaremos cada um dos {I'4} pelo operador S e calculare-
mos o traco. Antes de prosseguir, calcularemos a inversa do operador S~!. Usando

o Software Mathematica encontramos o seguinte resultado:

S = % [(p#—l—f/#) 7+ (mw—$> 114} , (E.3)
onde A é dado por , ,
A=(p+V) = (my-8). (E.4)

A equacdo (E.3) ja esta decomposta em termos dos covariantes bilineares, por-

tanto, seré facil proceder usando a metodologia apresentada. A seguir, calculare-
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mos as projecoes do operador S, a saber:

ié = Tr (I,S) = (p” + f/u) Tr (Iy*) + (mw — 8) Tr (Iily) = (mw = S) ,
(E.5a)
1T =T0058) = (et V) T () + (my — 8) Tr(psl) =0, (E.5b)

~

%ﬁ = Tr (.5) = (pu + Vu) Tr (y") + (mw - 5) Tr (ull) = (Pu + Vu) )

(E.5¢)
1~ , . . . ; .
Z—lCﬂ = Tr (iy57,5) = (pu + Vu) Tr (ivsy,0") + (mw - 8) Tr (i57.14) = 0,
(E.5d)

1~ N “
wa =Tr(0,95) = (pu + VM) Tr (") + (m¢ — S) Tr(o,,14) =0, (E.5e)

onde o fator }L diante dos coeficientes foi colocado para normalizar o produto
escalar entre as funcoes gamma. Substituindo cada uma das componentes na

equagao (£.1), obtemos

1S = i [(pﬂ—l—fiu) P+ (mw —3) h} .

Devemos observar que fazendo A = 0 e resolvendo para py obtemos as energias

permitidas.

E.2 Propagador para o operador Ar

A configuracao que iremos explorar agora trata-se do operador pseudovetorial.

O operador de Dirac modificado em questao ¢ dado por

S =, p* — myly + APys,. (E.6)

149



Procedendo de maneira equivalente a secao E.1, obtemos o seguinte propagador

5= - €+ B+ Ton 4 St 8ow) . (B9
em que
éA:mw <p2—m12/,—,212), ?A:O, (E.8a)
gh = (p* —mi + A" —2p- A) A, (E.8b)
Ch=2(p- A)p — (p* +m? + A2 A", (E.8¢)
@jl’ = mwg“”g"pg.flg, (E.8d)
Ag=p+ A2 (p—A)? —2mi(p* — A) +my, (E.8e)

onde fizemos uso da versao 4—dimensional do simbolo de Levi-Civita #¢7 e, por

0123

definicao, usamos ¢ = 1. O fator global A ; foi obtido fazendo uso dos mesmos

argumentos da se¢ao anterior.

E.3 Propagador para o operador T v

A proxima configuragao que estamos interessados trata-se do operador tensorial

de rank 2 T#. O operador de Dirac modificado é dado por

ST =" —myly + Ty, (E.9)

Seguindo todos os passos ja descritos, temos o seguinte propagador

_ i/~ = = A )y
is = Al (f,i‘f’yu + 240y + Tiys + C#’Ys’)/u + ¢f,f JuV) ’ (E.10)
T

onde os coeficientes mostrados acima sao dados por

(11

F=my(p? —m? +2X),  Ti=—2im,Y, (E.11a)
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-~

€L = (p —m? —2X)p" =2V, (L =2m, T, (E.11b)

-~ 1 ~ X ~ ~
hi = [X -5+ mfp)} T 4 YT + T’ — T, (E.1lc)
Ay =P —mi —2X)* +4(Y? =V - p—2m; X), (E.11d)
B — JHYT 0 —1AHVA —17;w 7#”—1IWQUA
V= T vol™ X = ZT 7:1117 Y = ZT 2 T - 55 72)0-
(E.11e)

Vemos que a estrutura do propagador em questao é muito mais complexa que os
outros ja obtidos. Isso deve-se a propria complexidade do operador T que € um
operador tensorial. Nas defini¢cdes acima, o parametro Y, por exemplo, esta rela-
cionado com o operador dual a T que introduz uma componente pseudoescalar

nao nula.

A

E.4 Propagador para o operador P

Apenas por completeza, calcularemos o propagador para o operador pseudo

escalar P. O operador de Dirac modificado por este operador ¢ mostrado a seguir

S_l = ’yﬂp“ - m¢ﬂ4 + 175’}/5
O propagador é dado por

i

15 = A (57’;7“ +Epls + Tpys + Cﬁ%% + wgl’aw> , (E.12)
’P

onde os coeficientes mostrados acima sao dados por

gh=p' Zp=my, (E.13a)
Tp=iP, (L=0, (E.13b)
127’;” =0, Ap=p’— mi + P2 (E.13c¢)



Vemos que o propagador possui uma estrutura bem simples quando comparado as

configuragoes pseudovetorial e tensorial.

E.5 Observacoes finais

Alguns comentarios podem ser feitos acerca dos resultados obtidos nas secoes
anteriores. Em primeiro lugar, no limite em que os coeficientes {3 PV Ak ,7'“”} —
0 recuperamos o propagador usual, ou seja, 1S = i(p,y* —my) /(p* — mi) Este
resultado mostra a consisténcia dos propagadores obtidos. Em segundo lugar, os
propagadores que apresentamos nas secoes anteriores sao validos para quaisquer
dimensao, uma vez que a forma dos operadores nao modificam a estrutura ge-
ral do propagador. Em terceiro lugar, ganhamos a estrutura fechada da relacao
de dispersao para os operadores {3,75,9“,/1“,7’“”} para quaisquer dimensao de
massa. Estes resultados podem ser confrontados com aqueles obtidos nas secoes
5.3 e 5.4, uma vez que usamos outro método para obter as relacoes de dispersao,
vide subsecao 4.3. Por tultimo, porém nao menos importante, vimos que obter
os propagadores para os operadores em dimensao arbitraria ¢ mais simples que
obter os espinores. A dificuldade reside no fato de que nos espinores precisamos
substituir todos os p° pela relacao de dispersao exata e, esta ltima, se torna mais
complicada quanto maior for a dimensao dos operadores que estamos interessados
em avaliar. Por outro lado, os propagadores matém o valor de p° indeterminado o

que torna o processo de obtencao dos mesmos mais facil.
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Apéndice F
Matrizes espinoriais

Neste apéndice calcularemos explicitamente o produto tensorial entre os espi-
nores que descrevem as particulas u(®). Faremos este célculo apenas para algumas
configuragoes especiais que podem ser obtidas a partir dos resultados encontrados
nas secoes 5.2, 5.3, 5.5 e no apéndice D.

O produto tensorial é representado por ® e devemos efetué-lo entre os espinores,
ou seja, u® ® a® onde 7@ = u(¥*40. Este produto tensorial ird nos gerar como
resultado uma matrix 4 X 4 que, por sua vez, pode ser decomposta em termos
dos covariantes bilineares. Adotando o mesmo procedimento usado no apéndice

E, obtemos:

u® @ @@ = fé‘a)’yu + é(a)]Ll + T(a)% + 6€a)757u + %’)Jw- (F.1)

A seguir, avaliamos alguns casos que podem ser obtidos a partir dos operadores Ae
72, 0 caso nao-minimo do operador 75, além da configuragao minima dos operadores
SeV.

F.1 Algumas configuracoes do operador A"
F.1.1 Matrizes espinoriais para o operador A° = —p3)0

O primeiro caso que avaliaremos é a configuracao isotropica do operador A*.

Substituindo A° = —b®3)° nas solugdes para particulas obtidas na secio 5.2 e
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efetuando o produto tensorial, obtemos a seguinte decomposicao

@ u =€ o+ o)+ T2 + oy 1shn + Oy 0w bo=pe (F-2)

onde
~ m o
=(1,2) = _T@b, 1,2 =0, (F.3a)
4 1 1 % ' (3)0
Sy =3P E5 (5 ) O (F.3b)
Ip|
p p
A 1 { |p| 1(1 30
Céiz)zqi—(]; ) ——<p> IS (F.3¢)
2\wP) 2\E
i ij My 5
Vi =0, by = T k. (F.3d)
p|
O termo 7% ¢ o simbolo de Levi-Civita em trés dimensdes e usamos a convencao
Devido a isotropia da configuracao acima, observamos que todas as

el? = 1.
quantidades dependem apenas do modulo do momento.

F.1.2 Matrizes espinoriais para o operador A3 = —p®3

O segundo caso a ser tratado é a configuracio anisotropica A3 = —p33. A

partir das solugoes obtidos na secao 5.3, obtemos os seguintes resultados

u?) ® a1 = 5872)% + é(l,Z)HAL + T(1,2)75 + C&gﬂs% + @bﬁng)guu |p0:E07 (F4)

onde
2 m b33
=(1,2) = —Tw (1 =+ Q_3> ; 12 =0, (F.5a)



2 0
Q37(3)3\ ¥ 2
o DA " DA Eob +0 D- (33 | \n
C(1,2) < 20 )p + 20, 0 + 3F . + ,
(F.5¢)
. m L N m Qs one
Pk, = iﬁgw, Vit = 4—&’ (iEo + E‘Zg,(s)s) , (F.5d)

Fizemos uso dos seguintes parametros: 3 = /p3 +mfp, M= M3 e 012 = 1,
Diferentemente do caso anterior, o aparecimento das quantidades (23 e \* garantem

que a configuracao em questao é realmente anisotropica.

F.2 Matrizes espinoriais para o operador 7"

As solugoes espinoriais para a configuracdo do operador T que iremos tratar
pode ser obtida a partir das solugoes calculadas em 5.2. A configuragao de interesse
¢ obtida fazendo T4 = ¢@Wiik = g, x 4% Egta escolha nos leva a uma configuracao
isotropica (como mostrado no apéndice B.) Para este caso, obtemos os seguintes

resultados para o produto tensorial

~

W @ al? = 5&2)% +Za2li +Tar + 6872)757;1 + wéy,g)auu |po=ro.  (F.6)

onde

-, 1 N

=12 T 7y (my +91|p), YTa2 =0, (F.7a)
~ p:u p,u

gﬂ = ) CH P YURE (F?b)
9= 02T o)

70 ~ij (my + 91 |p|) 4 P

@Z}?L?) =0, ¢(J1,2) = %5 ]km- (F.7¢)
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O termo 9% ¢ o simbolo de Levi-Civita em trés dimensdes e usamos a convencao
e!23 = 1. Como j4 esperado, as componentes da decomposicdo acima dependem

apenas do modulo do momento.

F.3 Matrizes espinoriais do operador nao-minimo

A

P

Para as solucoes espinoriais do operador nao-minimo P, obtemos 0s seguintes

resultados

onde
1 - My 752 o . 75
—= =—|1-— T =i— F.9
3 (172) 4E0 ( 4E§> ) (1:2) 14E07 ( a)
1 . 1 P2 P?
Ay B [N I A YU F.9b
NE402 = 15, ( 4E§> Y7 R (F-9b)
1y 1 P2 .
./\/3 C(l,?) - :l:4E0 1 - 4E02 p37 ( 9C)

52
SELT (1 + P—) 5, (F.9d)

Ly e (P P
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Os termos €7 e €Y% s3o os simbolos de Levi-Civita em duas e trés dimensoes,

respectivamente. Fizemos uso da seguinte convencao: ¢! =1, 2 =1 e ¥ = (.
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onde N, ¢ dado por

N, = (F.11)

F.4 Matrizes espinoriais dos operadores S e )V mi-

nimos

Por fim, o produto tensorial das solucoes espinoriais obtidas no apéndice D é

mostrado a seguir:
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Apesar de termos efetuado o produto tensorial usando as solucoes espinoriais para
as configuracoes minimas dos operadores S e V , as solucoes acima podem ser
generalizadas usando o mesmo procedimento descrito no final do apéndice D. Por

fim, vale lembrar que a constante de normalizacao é dade por

. E,
N,= - — .
<]Eu+Vo+m¢—S) +(p+V)°
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Apéndice G

Trabalhos Publicados

Os resultados desta dissertacao proporcionaram um artigo intitulado “Lorentz-
violating modification of Dirac theory based on spin-nondegenerate ope-
rators”, publicado no periédico PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017). Segue

em anexo o artigo.
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Lorentz-violating modification of Dirac theory based
on spin-nondegenerate operators

J.A.A.S. Reis and M. Schreck’
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The Standard Model extension (SME) parametrizes all possible Lorentz-violating contributions to the
Standard Model and general relativity. It can be considered as an effective framework to describe possible
quantum-gravity effects for energies much below the Planck energy. In the current paper, the spin-
nondegenerate operators of the SME fermion sector are the focus. The propagators, energies, and solutions
to the modified Dirac equation are obtained for several families of coefficients including nonminimal ones.
The particle energies and spinors are computed at first order in Lorentz violation and, with the optical
theorem, they are shown to be consistent with the propagators. The optical theorem is then also used to
derive the matrices formed from a spinor and its Dirac conjugate at all orders in Lorentz violation. The
results are the first explicit ones derived for the spin-nondegenerate operators. They will prove helpful for

future phenomenological calculations in the SME that rely on the footing of quantum field theory.

DOI: 10.1103/PhysRevD.95.075016

I. INTRODUCTION

Quantum-gravity effects may induce minuscule violations
of Lorentz invariance. This is motivated by a number of
articles that have been published during the past 25 years.
Lorentz symmetry violation was shown to occur in string-
theory models [1-5], loop quantum gravity [6,7], non-
commutative theories [8,9], models describing a small-scale
structure of spacetime [10-12], quantum field theories on
spacetimes with nontrivial topology [13,14], and last but not
least, Horava-Lifshitz gravity [15].

Although there are specific models in various approaches
to quantum gravity, it is highly challenging to extract
generic physical statements or principles from such models.
After all, theoretical observations are very specific to a
particular model under consideration and it is not clear at all
whether the same or similar results will be obtained within
a different model. Understanding the physics of model after
model always requires starting a calculation from scratch
and studying more general models may turn out to be
impractical. Besides, it is not clear at all where to look for
Lorentz violation specifically, insofar there is no preference
of any particle sector or any prototype of quantum gravity.

For these reasons, it is much more reasonable to have
a general, effective framework available including all
possible Lorentz-violating terms that are consistent with
coordinate invariance and the gauge structure of the
Standard Model of elementary particles. Such a framework
is provided by the Standard Model extension (SME), which
is a collection of all Lorentz-violating contributions in both
the Standard Model and general relativity [16—18]. Each
Lorentz-violating term is decomposed into field operators
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and component coefficients that can be interpreted as
background fields permeating the vacuum. The SME
allows for obtaining experimental predictions that are
independent of any specific underlying model. The big
advantage is that large regions of coefficient space can be
tested with a single experiment only, i.e., in principle many
distinct models are covered by doing so. Since every
particle sector is contained, a large variety of experiments
can be considered ranging from precise measurements of
hyperfine splitting in hydrogen to observations of ultrahigh
energy cosmic rays. In the physics community, there seems
to be a greater interest in searches for CPT violation than
for Lorentz violation. In this context, one has to remark
that CPT violation implies Lorentz violation [19], which is
why all CPT-violating operators are contained in the SME
automatically.

Lorentz-violating operators are classified according to
their mass dimension. The finite number of operators with
mass dimensions of 3 and 4 are contained in the minimal
SME [17]. The remaining infinite number of higher-
dimensional operators are part of the nonminimal SME
[20-22]. Note that the nonlinear nonminimal gravity sector
was discussed in [23], where the recent paper [24] contains
a classification of the nonminimal coefficients in the
linearized gravity sector. The nonminimal SME is a natural
generalization of the minimal framework. It must be kept in
mind that nonminimal operators become more dominant
for increasing energies. Also, due to the negative mass
dimension of the commutativity tensor in noncommutative
field theories, such models can only be mapped to
coefficients of the nonminimal SME, which justifies its
consideration.

With the construction of the (minimal) SME, searches
for violations of Lorentz invariance in Nature have had their

© 2017 American Physical Society
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revival. This has led to a steadily increasing number of
cutting-edge experiments testing Lorentz invariance, which
enlarges the set of constraints on Lorentz violation yearly.
At the same time, the sensitivity for detecting Lorentz
invariance has been augmenting at a fast pace, leading to an
improvement of constraints by several orders of magnitude
within a few years, such as in the neutrino sector [25].

The theoretical properties of the SME at tree level were
investigated in a large series of papers [26—42], while
radiative corrections were studied in [43—-61]. In particular,
the authors of [26] examined properties of the minimal
fermion sector in general, whereas [28] is dedicated to the
minimal a and b coefficients. Furthermore, in [38] the
(nonminimal) fermion operators that are degenerate with
respect to particle spin are the focus. This concerns the a, c,
[, and m coefficients. So far, the modified propagators and
particle spinors have not been stated explicitly in the
literature for the spin-nondegenerate cases, which involves
the b, d, H, and g coefficients.' The goal of the current
paper is to fill this gap. Since all fields will be defined in
Minkowski spacetime, it suffices to consider explicit
Lorentz symmetry breaking. Hence, the Lorentz-violating
background fields are introduced by hand and they lack any
dynamics. Note that in curved spacetimes, this procedure is
not sufficient, but one either has to break Lorentz symmetry
spontaneously [62—-65] or one must work in an extended
geometrical framework. Finsler geometry seems to be very
promising in this context and it has been in the spotlight for
a couple of years [66-80].

The paper is organized as follows. In Sec. II, we state
the propagators for the operators that break spin degen-
eracy. The results are valid for all possible choices of b, d,
H, and g coefficients, no matter whether they are part
of the minimal or nonminimal SME. In Sec. III, both the
dispersion relations and the solutions of the modified Dirac
equation are given at first order in Lorentz violation for
specific choices of minimal and nonminimal coefficients.
The method of obtaining these solutions, which was
developed in [22], will be reviewed. Section IV is dedicated
to obtaining the matrices constructed from a spinor and its
Dirac conjugate. These objects are indispensable in phe-
nomenological calculations within quantum field theory. In
this context, the optical theorem is employed as a tool to
obtain the matrices and also to check consistency between
the propagators and the first-order solutions of the Dirac
equation. It is well known that additional time derivatives in
Lorentz-violating theories lead to several issues both in the
minimal and the nonminimal SME. How these can be
resolved for specific cases will be outlined in Sec. V. Last
but not least, the results are summarized and discussed in

'Note that even for these coefficients there are particular
choices that have a single dispersion relation for particles and
antiparticles, respectively. Currently such a framework is under
consideration and the outcomes will be reported in a forthcoming

paper.
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Sec. VI. For demonstration purposes, exact spinors for a
limited number of coefficients can be found in Appendix A.
For completeness, in Appendixes B and C we give the
spinors and the propagator for the spin-degenerate oper-
ators. Besides, we will state a couple of specific spinor
matrices in Appendix D. Natural units are used with
h = c =1, unless otherwise stated. For typesetting pur-
poses, momentum components will often have lower
indices, but these should always be understood as compo-
nents of the contravariant momentum.

II. SME FERMION SECTOR AND PROPAGATORS

The construction of the minimal SME fermion sector
was initiated in [16,17]. Ultimately, the Lagrange density of
both the minimal and the nonminimal sector is expressed as
follows [22]:

L= %l/"/(}/"iﬁﬂ —my, Iy + Q)w + H.c. (2.1)
Here, y is a Dirac spinor and @ =y y° is its Dirac
conjugate. The fermion mass is denoted as m,, to distin-
guish it from one of the Lorentz-violating operators.
Furthermore, y* are the standard Dirac matrices obeying
the Clifford algebra {y,.y,} = 21,14, with the Minkowski
metric 7,, and the identity matrix T, in spinor space.

Lorentz-violating contributions are contained in Q, which
is a 4 x 4 matrix in spinor space as well. All fields are
defined in Minkowski spacetime with metric signature

(+,—,—,—). In the nonminimal SME, Q is an expansion
in terms of derivatives 8”, in position space, or momenta,

pu = i0,, in momentum space. In spinor space, Q is
decomposed into the 16 Dirac bilinears:

O =8+iPys + fi"yﬂ + Aysy, + %T”UO'”D, (2.2)
with the chiral Dirac matrix y5 = y°> = iy%y'y?y? and the
commutator 6,, of two Dirac matrices: 6, =i/2[y,.7,].
The scalar, pseudoscalar, and vector operators 3, 75, and V
contain the a, c, e, f, m, and ms coefficients; cf. Eq. (7) in
[22]. The m5 coefficients can be absorbed into the physical
fields by a chiral transformation but they are usually stated
for completeness. The remaining ones were subject to
studies in [38]. In the latter reference, certain properties of
quantum field theories, based on these coefficients, were
examined. Such frameworks do not break spin degeneracy,
which means that the characteristics of a particle do not
depend on the direction of the spin projection along the
quantization axis. Hence, there is only a single dispersion
relation and a single spinor for particles and antiparticles,
respectively. The situation is different for the spin-

nondegenerate operators, which are the pseudovector A
and the two-tensor 7**. Those contain the b, d, H, and g

075016-2
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coefficients and their nonminimal versions are given
by [22]

Ar=a b, Tm=gv-A", (23a)

b= pmeisp p,, (2.3b)
dodd

at = Z d(d)"“""ad-wal...paH, (2.3¢)
deven

fr =N " Hbmaresp, (2.3d)
dodd

v = Z g(d)”””’l"'“d-3pal...p,,H, (2.3e)

deven

with the superscript (d) giving the mass dimension of each
coefficient. Here b(@#@1 %5 etc, are called the component
or controlling coefficients, which can be interpreted as
background fields in the vacuum. The latter equations give
the definitions of the Lorentz-violating operators that will
be examined in the current paper. The mass dimensions of
the minimal » and H coefficients are 1, whereas the
minimal d and g coefficients are dimensionless. For each
term in the expansions, the number of additional momen-
tum components increases by 2, successively, which is why
the mass dimension of the appropriate coefficients
decreases by 2. Moreover, the associated b, d, H, and g
coefficients break spin degeneracy. Therefore, there are two
possible dispersion relations and spinors for both particles
and antiparticles. We will encounter this behavior in the
course of the article.

Before solving the modified Dirac equation, we are
interested in the propagators of the frameworks that rest on
the operators of Eq. (2.3). In the context of quantum field
theory, a propagator describes a virtual particle that is
generated at one spacetime point and annihilated at another
one. Propagators play a role in interaction processes where
virtual particles occur. Thereby, due to the physical
propagator poles, the contribution to the probability ampli-
tude becomes large whenever the momentum of any virtual
particle is nearly on shell. The propagator iS is the Green’s
function of the free-field equations in momentum space,
i.e., it is the inverse of the Dirac operator, S~!, that appears
in the field equations (multiplied by an additional factor of i
according to the conventions of [81]). In momentum space
the latter is given by Eq. (4) of [22]:

St =yrp,—my Ty + Q. (2.4)
The Dirac operator is a 4 x 4 matrix in spinor space. Thus,
to obtain the propagator this matrix has to be inverted, for
which the 16 Dirac bilinears {T"*} = {1,,7°, y*, iy’y*, 6"}
are indispensable. Any complex 4 x4 matrix can be

PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017)

expanded in terms of {I'4}. Hence, for the inverse of
the Dirac operator we propose the Ansatz

R o
i = L (" +Ely + Ty + 77" +W,0™),  (2.5)

where A is the overall denominator of the propagator.
There are now two possibilities of proceeding. First,
Eq. (2.5) can be inserted into S7'S = SS~! = 1,. This
delivers a system of 16 linear equations in the 16 param-
eters {é, T, éﬂ, é’ Wy t/ A that are themselves functions of
the four-momentum components, the particle mass, and the
Lorentz-violating coefficients. It is no obstacle solving this
system with computer algebra. The second possibility is to
keep in mind that the Dirac bilinears obey the orthogonality
relation Tr(['4,I'%) = 45,58, where the appropriate Lorentz
indices are lowered to obtain the dual basis {I',}.
Multiplying the inverse of the Dirac operator with each
of the Dirac bilinears, each parameter can be obtained
relying on the orthogonality condition.

A. Propagator for A"

Now the propagator is obtained for the b and d
coefficients, that are comprised in the observer Lorentz
pseudovector Ar, according to Eq. (2.3a). The Dirac
operator is given by Eq. (2.4), where Q=A Y5V u-
Either of the two procedures outlined above leads to the
result

2= my,(p* —mi, - A%, (2.6a)
T;=0 (2.6b)
&= (= my + A)p' = 2(p - HA, (2.6¢)
& =2p- Ap = (p* + my, + A A, (2.6d)
lf/ﬁ/ = m,,,e””("’p(,.,zlg, (2.6e)
Ay = (p+A>(p—A)P?-2md(p* = A) +mi, (2.6f)

with the four-dimensional totally antisymmetric Levi-
Civita symbol, ¢, where £"'>3 = 1. Several remarks
are in order. First, the physical dispersion relations are
poles of the propagator, i.e., they are zeros of the global
denominator A. The result for A corresponds to the
determinant of the Dirac operator that was obtained in
Eq. (4) of [70]. For minimal coefficients, this is a fourth-
order polynomial in pp—even when the Lagrange density
contains additional time derivatives. Under that condition,
there are two particle dispersion relations and (after
reinterpretation) two antiparticle dispersion relations.
Hence, the usual spin degeneracy of the particle energy
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is broken for this framework. Note that with additional time
derivatives, the number of poles even increases. Second, for
vanishing Lorentz violation, A = 0, the standard propa-
gator iS = i(p +m,,)/(p* — m;,) is recovered. Third, the
propagator, as it stands, is valid for both the minimal and
nonminimal framework because additional powers of the
four-momentum, which are contained in A , do not modify
the overall propagator structure.

B. Propagator for 7"

The second framework considered is based on a non-
vanishing observer two-tensor 7" in Eq. (2.3a), which
contains both the H and the g coefficients. The Dirac
operator includes the modification O = 7 "6,,/2. The

propagator can be obtained in analogy to the previous
framework and its structure is a bit more involved:

Es = m,(p? — m2 +2X), (2.7a)
T; = -2im, Y, (2.7b)
& = (p?—mj, —2X)pt - 2V¥, (2.7¢)
& —om,T"p, (2.7d)
xf/"; = {X - % (p*+ m&,)] T 4 Y’Z:'W + ’f’”gp(,p”

- p”’ZA"“QpQ, (2.7¢)
Ay =(p*—ml =2X)*+4(Y*-V-p-2mX), (2.7f)
Vi = ’ZA'””’ZA',,QpQ, (2.7g)

N

I

uv X pv 1 ~
TJ — Qo
T = 6'” ¢ T()O"

(PN
XEzTﬂ Tﬂl/’ Y us 5

(2.7h)

Again several remarks are in order. First, the zeros of the
overall denominator A correspond to the physical
dispersion relations. Note that A is equal to the determinant
of the Dirac operator, which is stated in Eq. (15) of [70].

Such as for fl", the denominator A has at least four zeros.
Second, the propagator has a pseudoscalar part that is
characterized by a nonvanishing quantity, Y, linked to the
dual tensor of 7.

It is interesting to observe that computing the propa-
gators is much easier than obtaining the spinors, as we shall
see. The reason is that propagators are off-shell objects,
where p° is a free quantity. However, the spinor solutions
of the Dirac equation are valid on shell. Exact dispersion
relations can become highly complicated even for simple
choices of component coefficients, for example when they
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produce third-order polynomials in p°. It may not even
possible to give solutions of polynomials with order higher
than four in a closed form. Hence, it is not surprising that
the complexity of the spinors follows the complexity of the
dispersion laws.

III. DISPERSION RELATIONS AND SPINORS

The Lorentz-violating background field does not only
modify the propagators but it changes the physical energy-
momentum correspondences as well. We have already
observed this from the modified overall denominator in
the propagator, whose poles correspond to these dispersion
relations on the one hand. On the other hand, it is possible
to obtain the dispersion relations directly from the deter-
minant of the Dirac operator that changes due to Lorentz
violation. The modified Dirac operator is stated in Eq. (2.4)
with the Lorentz-violating modification Q In the current
section, the Dirac equation will be solved for multiple
frameworks that are considered as exemplary. There are
several procedures to do so.

The first method is to simply consider the Dirac equation
in momentum space as a homogeneous linear system
of equations whose solutions are the Dirac spinors. For
the spinor solutions to be nontrivial, the determinant of the
Dirac operator has to vanish. This condition sets the
hitherto arbitrary zeroth four-momentum component to
allowed energy levels. Since the Dirac operator is a
4 x 4 matrix in spinor space, the polynomial in p° is at
least of degree 4. There are both positive- and negative-
energy values. The positive ones E. can be interpreted as
the energies for free particles, i.e., p® = E. (p) in this case.
The negative ones E_ indicate the appearance of anti-
particles, which are reinterpreted according to the pro-
cedure of Feynman and Stiickelberg to give physically
meaningful results. The reinterpretation works such that
antiparticles are considered as particles propagating back-
ward in time, which leads to four-momentum components
with opposite signs. Hence, for antiparticles we have that
p’ = —E_(-p) > 0[22,26,38]. With p° set to the allowed
energy values, the system of equations has nontrivial
solutions for the spinors. For antiparticles, the Feynman-
Stiickelberg reinterpretation has to be applied not only to
the negative-energy solutions but to the whole Dirac
operator. Solving the resulting system produces the spinors
for antiparticles.

The advantage of this general procedure is to deliver
energies and spinors that are exact in Lorentz violation.
However, the complexity of both the energies and the
spinors rises drastically the more controlling coefficients
are taken into account. The reason is that, even at second
order in Lorentz violation, more and more possible
products of distinct coefficients can be formed with an
increasing number of coefficients. For the purpose of
demonstration, two isotropic cases will be treated in
Appendix A according to the method outlined.
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It makes sense to obtain such exact solutions for
theoretical reasons, e.g., to investigate the physical con-
sistency of the framework under consideration. However,
for phenomenological studies it often suffices to restrain
particle energies, spinors, etc. to first order in Lorentz
violation. The particle and antiparticle energies can then be
obtained from the first-order Hamiltonians given by
Egs. (60) and (64) of [22], respectively. The method of
computing the spinors is presented in Sec. III. A of the
latter paper. In this context, a unitary matrix U is con-
structed to block-diagonalize the Dirac operator, which
decouples positive- and negative-energy states. In the
standard case, the matrix U is given by the product of
two matrices, V and W, with

1 Ey+m, +p-
V: 4+YO}/5, W(p) — 0 m/ p 7 , (31)
V2 V2Eo(Eg + my,)
where Ej = /p? + m&, is the standard dispersion relation

for fermions [22]. Note that for certain Lorentz-violating
frameworks such as those based on the a, ¢, ¢ and m
coefficients, the matrix U that block-diagonalizes the Dirac
operator still has this form, where just the four-momentum
or the particle mass is replaced by a suitable combination
involving the controlling coefficients (for details
cf. Appendix B). This works at all orders in Lorentz
violation. However, constructing U for the b, d, H, and
g coefficients is much more involved, which is why the
result is only known at first order in Lorentz violation:

1 .
U= (114 +iz [ys, VWyOQWTvT]> VW, (3.2)
0

where [e,¢] denotes the ordinary commutator of two
matrices [22]. After block diagonalization, the Dirac
equation is brought into the form (E — H)Uy = 0, with
the energy E, the Hamiltonian H, and the spinor . This
is an eigenvalue problem for the energies and the eigen-
vectors Uy. Having these eigenvectors at hand allows for
computing the spinors by multiplying the eigenvectors with
U'. The approach developed is similar to the Foldy-
Wouthuysen procedure [82] in spirit. Note that all compu-
tations will be carried out with the Dirac matrices in the
chiral representation:

. (0 112> . < 0 ai>
r = , Y= ‘ ,
1, 0 - 0
B (—1]2 0)
},5_ O 1]2 )

using the Pauli matrices

(3.3a)
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51:<0 1> 02:<0 —i) 63:<1 0)
1 0/)° i 0)’ 0o -1/’
(3.3b)

and the identity matrix 1, in two dimensions.

A. General properties of particle
and antiparticle energies

In the standard case and for some Lorentz-violating
frameworks such as those based on the a and ¢
coefficients, the particle energy is degenerate with respect
to the particle spin, i.e., the energy is the same no matter
in what direction along the quantization axis spin points.
However, the frameworks based on the b, d, H and g
coefficients are nondegenerate with respect to the particle
spin. Therefore, a particle has two possible energy states
that are denoted as Ef[) = Eg,i), where the ordering of
the energies is chosen along the lines of Appendix B in
[16]. We use a notation for the particle energies similar to
that introduced in [26].

Since there exist two distinct positive energies, there are
two distinct negative ones that will be called E(f). Based on
the transformation properties of controlling coefficients
under charge conjugation C, the positive energies are
related to the negative ones as follows [26]:

_E(;F)(_p7 —am--, —HW"').
(3.4)

E(<i>(p7d;w...,[_1/w...) —

Hence, only the d and H coefficients appear with
opposite signs on both sides of the equation where the
signs of the b and g coefficients remain unaffected. This
is due to the fact that the d and H coefficients are odd
under C, whereas the b and g coefficients are even (see
Table P31 in [25]).

The ordering of the energies is reversed as well
according to Appendix B of [16] and Eq. (16) of
[26]. These negative energies are physically meaningless
and they have to be reinterpreted according to Feynman
and Stiickelberg. By doing so, the signs of the spatial
momentum components and of the energy, which corre-
sponds to the zeroth four-momentum component, have to
be reversed:

_ E(>¥)(_p’ _d;w..., _H;w...) N E(>$) (p’ _d;w...’ _H/w...)
E (p). (3.5)

where we employ the notation of [26] for the antiparticle
energies as well. Hence, ultimately the antiparticles
have the latter positive energy values with both the signs
of the d and H coefficients reversed. As the d and H
coefficients violate C, the particle energies are related to
the antiparticle energies as follows:
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El(li)(p’ dﬂl/..., Hﬂl/...) — E'(;F) (p’ _d;w..., _H;w...) _ E(L:F) (p)

B. Obtaining the spinors

The great advantage of using the method of obtaining the
spinors, which was outlined at the beginning of the current
section, will be explained as follows. First of all, it suffices
to compute such a spinor for one particular nonzero
component coefficient, such as for the minimal coefficient
b§3), defining a preferred direction pointing along the third
spatial axis of the coordinate system. Having obtained this
result allows us to generalize it to the pseudovector A¥
and even to the appropriate nonminimal frameworks. For

example, with the particle spinors for the coefficient bf) at
hand, we can replace bS) by —(dY) —b{) =-A;
cf. Eq. (7) in [22], which is the generalization within the
minimal SME. In a further step at first order in Lorentz

violation, the latter AS) is promoted to an operator, which
corresponds to generalizing it to the nonminimal SME:

A(3)3 N A3 = ZA(d)3a1.~.ad_3pal cePay s (3.7)

dodd

Similarly, this works for the tensor coefficients H and g. As
a first step, it is reasonable to obtain the spinors for a
particular nonzero H coefficient, such as for HE)31)~
The results are then generalized within the minimal
SME according to Eq. (7) of [22], i.e., we replace H(()Sl)

by —(g((ﬁ) - H(<)31>) =-T, ((:1) The generalization to the non-

minimal SME amounts to promoting 7 5)31) to an operator:

T T = Y Ty py, -
dodd

(3.8)

So it is wise to start with the simplest component
coefficients in this context, which are the minimal » and
H coefficients and to generalize the spinors obtained
based on the previous description. Note that for the
spinors at first order in Lorentz violation it is sufficient
to replace all additional p® components in the Lorentz-
violating terms of the particle and antiparticle spinors by
the standard energy E,. It has to be kept in mind, though,
that the simple generalization outlined above only works
at first order in Lorentz violation. The exact spinors are
expected to involve complicated combinations of distinct
coefficients of both the minimal and nonminimal SME

such as bg3) and df?)]l.

C. Normalization

The positive-energy spinors (for particles) are denoted
as u® and the negative-energy spinors (reinterpreted for
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antiparticles according to Feynman and Stiickelberg) are

(+)

denoted as v@. Additional subscripts E; ’ will indicate

whether a spinor is associated with an energy EE,H or E,(,_) .
This distinction is necessary because of broken spin
degeneracy. For the latter reason, both particle spinors
and the antiparticle spinors are automatically orthogonal
to each other. Furthermore, the spinors should be nor-
malized. We choose a normalization such that the spinors
satisfy

u@Ty@ =2 (3.92)

p@iy@ = 2@ (3.9b)
Note that « is not summed over on the left-hand sides.
This normalization has a great advantage when dealing
with the optical theorem. There is then no additional
global adjustment necessary in the optical theorem to
make it work. We will observe this in Sec. I'V. Except for a
factor 2/m,, on the right-hand sides of these conditions,
our normalization corresponds to the normalization of
spinors chosen for the minimal SME in [26].

D. Energies and spinors for A*

We start computing the spinors for the pseudovector
operator A”. All results are understood to be valid for a
positive expansion parameter, i.e., for a positive combina-
tion of Lorentz-violating coefficients and four-momentum
components. If this combination is negative, the labels of
the dispersion relations and the spinor solutions just have to
be switched. We will elaborate on this at the very end
of Sec. IV.

1. Full “isotropic” operator

It is always a good advice to start with an isotropic
framework. First, this is due to practical reasons, since
computations are expected to be much simpler when
there is no direction dependence. Second, from a
phenomenological point of view, controlling coefficients
that are associated with preferred spacelike directions
are often constrained more strictly in comparison to their
isotropic counterparts. The leading-order terms in the
dimensional expansion of the b, d, and g coefficients are
chosen to be isotropic, which will be indicated by the
standard notation of a ring diacritic (cf. Sec. IV.B in
[22]). For the minimal b coefficients, only the zeroth
component of the coefficient (pseudo)vector leads to an

isotropic dispersion relation, i.e., b = 30 The minimal
d coefficient matrix has to be chosen as a diagonal
(traceless) matrix with the spatial components equal

to each other, i.e., d¥™ = d x diag(1,1/3,1/3,1/3)",

where d=d®%. Last but not least, the minimal ¢
coefficients produce isotropic expressions if all spatial
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coefficients with a totally antisymmetric permutation of
indices are equal modulo the sign of the permutation:
gWik = g x gk with g= ¢g*123, There is no isotropic
choice for the minimal H coefficients. Respecting these
leading-order choices, we define the total “isotropic”
operators as follows:

A=d-b, (3.10a)
b= p(d)0ar...az 5 Pay++Pay s> (3. IOb)
dodd
oH e 11 1\
=d xdi 1,—,—,— "
X 1ag< 3°3 3> Da,
QE Zd(d)OOaz...adeaz,_,pad%, (310C)
deven

A

ol] o ij o @ ...q
g =gxetp.  g=) gdBe-ssp p,s.

deven

(3.10d)

Including the higher-dimensional contributions, these
choices are certainly no longer isotropic. However, they
will still be denoted with a ring diacritic to remind the
reader of the isotropic nature of the leading-order
(minimal) terms. The modified dispersion relations, at
first order in the controlling coefficients, read

. 4 o % 3
E\3

Relying on the second procedure reviewed at the begin-
ning of the current section, the particle spinors at first
order in Lorentz violation are calculated and cast into the
following shape:

o o ° A T2
W1 = Nil’z)%(v‘l—flp—) (3.12a)
u m[’j
Foo=(P7) - Ze [ FF )x, (3.12b)
° 2E2
X+ 0 _¢¢
y P3 F [p|
b=t tm 2l (TP
P1+1ps
. +
X+ = [Eo+m,,,j:|l)|](p3 .|p|), (3.12d)
p1+1p;

with the normalization factors

PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017)

°(12) 1
“ o 4/Ipl(el £ p3)(Eo + m,)

Pl (4,5 & 3

Disregarding the momentum dependence in the Lorentz-
violating operators, the isotropic spinors only depend on
the magnitude of the momentum, as expected. The
spinors contain a small number of functions dependent
on the energy, momentum, and mass with different
combinations of signs. Thereby, the Lorentz-violating
contribution does not introduce any terms with a different
structure. For vanishing Lorentz violation the spinors do
not reproduce the standard results given in most text-
books. However, two issues must be taken into account
in this context. First, in most textbooks, the spinors
are given for the Dirac representation of the Dirac
matrices, whereas here the chiral representation is used;
cf. Eq. (3.3). Second, the standard method for solving
the Dirac equation with a decomposition into two-
component spinors does not work for the b, d, H, and
g coefficients. Therefore, the structure of these spinors for
vanishing Lorentz violation is more involved than the
structure of the usual spinors obtained for the chiral
representation of Dirac matrices. Nevertheless, the more
complicated standard spinors, deduced from Eq. (3.12a),
satisfy the standard Dirac equation. It is also possible to
transform the spinors from the chiral representation to the
Dirac representation and we will come back to this
point at the very end of the current section. Additionally,
the Lorentz-violating term is suppressed by the ratio of
the fermion mass and the standard particle energy E,. The
combination of m,, / E} and the Lorentz-violating operators
is dimensionless to make the second summand match the
mass dimension of the first.

Note that the widely used field-theory model by Myers
and Pospelov [83] can be mapped to effective dimension-5
a and dimension-6 g coefficients; cf. Eqs. (27), (156),
and (157) in [22]. Therefore, it is possible to treat this
particular model based on the combined results of [22,38]
and the current article. Choosing a special observer frame,
with a purely timelike preferred direction n# = (1,0, 0, 0)#,
allows for identifying the Myers-Pospelov Lagrangian with
a subset of the general isotropic SME fermion sector for
d =5, 6, which is given by Eqgs. (97), (98) of [22]. The
model of [83] is a special case of the latter equations, where

the isotropic effective coefficients 2185> and §§6> are non-
vanishing only. Hence, there is a single d = 5 and a single
d = 6 isotropic degree of freedom out of the eight possible
ones for dimension 5 and 6 (see Table III in [22]). The
degree of freedom f]f) is a combination of the nonvanishing
component coefficients b()%% = ps and (00 = glik g

Then, the above energies and spinors are valid with
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~ A

b=bsE2,  d=0, §=gE. (3.13)

2. Anisotropic operator A with i={12}

After establishing the isotropic result, we intend to
consider anisotropic Lorentz violation in the realm of
the pseudovector A", The preferred direction is chosen
to either point along the first or the second spatial axis of
the coordinate system, as both cases can be treated in one
go. The particle spinors are obtained in the same manner as
before, based on the perturbative method reviewed at the
very beginning of the current section. First of all, the
particle dispersion relations at first order in Lorentz
violation are given by

N O -
E()|A :E0<1iE—5A’), ®; = \/p; +my.  (3.14)
0

Quantities such as ©; are characteristic for anisotropic
frameworks and they will appear at various places in the
spinors. For all cases that follow, we will only state the first
particle spinor u(!) that is connected to the particle energy
EE,H. The remaining spinors can be computed from u(!) by
simple transformations; cf. Sec. III D 4. In this context the
spinors for the components A" and A? are closely related to
each other, being expressed in terms of a master function g:

WV, = NG Al 6. (3.150)
-
mA _ 82 _ _ A2
u | (+)—Nu > (pl_pZ’pZ__pl’p3’A’®2)7
Eu —ig3
Ss
(3.15b)
b, 1 o
x,0)=(? — (" )x, 3.15
50.x.0)= (57) 4 (3.150)
. A A -B.
¢t=(ui), 5¢i:iﬂh< b )ip3(~ ),
+ -B. Ay
(3.15d)
AL = (£ps— Ep)(©, £ p)) + my, (£ip, = ©;),  (3.15¢)
B, = my,(Ey+m, £ p3) + (p1 +ip>)(p1 £ ;).
(3.15f)

with the normalization factor

PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017)
1

(OF
(2+ 2x).
4\/(E0+m1//)®i2_p1p3®i E

(3.15g)

N,(,,l)(p,x, 61) =

The structure of the spinors is evidently a bit more involved
in comparison to the “isotropic” case of Sec. III D 1. The
spinors can still be expressed via two different functions
including two sign choices for each. The transformations
P1 = P2, P> = —p; have to be applied to the normalization
factor as well, when computing the spinor for 7%,
However, note that the momentum components contained
in the Lorentz-violating operator itself stay unaffected.

3. Anisotropic operator A?

For a framework with a nonzero A3, the energies
correspond to Eq. (3.14), where just the Lorentz-
violating operator and the quantity ®; have to be adapted

accordingly:
=\/p}+mi.

(3.16)

. O ~
i>|A3:E0<1:I:E§«43), 0,
0

The spinors for this framework can be expressed in a very
convenient form:

uEL, = NU§(A). (3.17a)
_ Y Sd
_ (% L Pitie P\ x, (3.17b)
¢ 2E; \o¢_
q‘b—(Ai) omzedi o=( )
T \B ) G S YA
(3.17¢)
AL = (Eg—©3)(my, F p3 — ©3), (3.17d)
By = +(py +ipy)(m, £ p; - ©3), (3.17¢)
with the normalization factor
v 1 < O3 A3>
Nu® = 2+ A7),
4,/0;(E) - ©3)(03 — m,,) Ej
(3.17f)

Here, the asterisk means complex conjugation and e is
the matrix representation of the two-dimensional Levi-
Civita symbol. Hence, the spinors can again be expressed
completely in terms of two functions, where additional
sign choices must be taken into account. The Lorentz-
violating contribution involves a global ratio of certain
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momentum components over the standard particle energy
squared.

4. Second particle spinor and antiparticle spinors

For the pseudovector operator A", both particle spinors
are related to each other by changing the sign of certain
quantities. For the isotropic case, the latter is the magnitude
|p| of the momentum and for the anisotropic cases, these
are the quantities 9;:

E(Il) = E4 (Ip).
i@ (Ipl) = & (=Ip]), (3.182)
EF (@) = B 1A (—ey),
WL (@) = ull L (-0). (3.180)

Hence, the objects |p| and ©; are essential as they control
both the particle energies and the spinor types. The
antiparticle spinors can be computed from the particle
spinors by applying the charge conjugation matrix C to
them; cf. Eq. (21) of [26]. Independently of any represen-
tation, the charge-conjugated spinor reads .= Cy’,
where C = B(y*)T with —(y*)* = B~'y*B. In the chiral
representation, we find that B =iy?> and thus y, =
ir?[(Y°)T]?y* = iy>y*. Therefore, the charge-conjugated
spinors in the special frameworks considered result in
ugz,l) *

—u&

= (_d/w...)’

U(1,2)|ES) o

MEZ,I)

N2 N&Z,l)(_dyu...)’ (3.19)

where N 5;12) are the spinor normalization constants for the

antiparticle spinors. So the spinor components just have to
be rearranged including additional signs at appropriate
positions (followed by a complex conjugation). Recall
that the signs of the d coefficients have to be reversed
as well, since the latter are odd under charge conjugation;
cf. Table P31 in [25].

E. Energies and spinors for T

The second type of frameworks that shall be considered
are based on the two-tensor operator TH that comprises
both the H and g coefficients. The structure of the spinors is
expected to be more complicated than the previous results
for A". We consider only one of the six nonzero compo-
nents of 7" at a time.

PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017)
1. Operator T" with i={12}

The spinor results for 7% with i = {1,2}, are observed
to be related to each other. Once the first particle spinor for
one of the two operators is known, the spinor for the other is
obtained by rearranging its components and by relabeling
the momentum components. A similar behavior was
observed for the anisotropic A2 in Sec. MID2. First,
the modified particle dispersion relations read

+), 70 D; 4o
ES™ :Eo<1iETO>’ ®; = \/p* - p;.

(3.20)

In contrast to the quantities ®; that were defined in the
context of the pseudovector operator A, such as in
Eq. (3.14), the current ®; do not depend on the fermion
mass, but only on certain momentum components. The
spinors associated with the particle energy EE,JF) for both

operators are based on a single master function % and they
are given by

W7 = N, T, @), (3.21a)
-
”(U‘?E)ZNS}) if (Pl=P2,P2=—P17P3,7027®2),
! —1353
Ss
(3.21b)
b, 1 (8,
X @) = . ]X. 3.21
Sox.e) = (5 ) (00 (:21¢)

(3.21d)
Ay =i(Ey+m,)(ps — ®;) £ p3(py —i®;). (32le)
By = p3(Ey +my, £ p3) £ (py —ipi)(p2 — D),

(3.21f)

with the normalization factor

. 1 D, D;

M = #<2+—£T°l>. (3:21g)
4\ p3®@;(Ey +m,,) Ej

Again, the transformation p; = p,, p, = —p; must be

applied to the normalization factor as well, but the
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momentum components within the Lorentz-violating oper-
ator should not be touched; cf. Sec. III D 2. Furthermore,
we have observed that these results are very similar to
the spinors for A" in structure. There are the following

correspondences between the parameters that appear in
both spinors:

Ay =iAy (py < £p2ps < +m,,), (3.22a)
By, =+By,(py — £p2. p2 >F p1.
ps F my.my, > £ps). (3.22b)

2. Operator 7%

The particle energies for the operator 7% are given by
Eq. (3.20) with i = 3. The first particle spinor is simpler
than the previous two:

““”Zﬁ) = Nal)g(p’j’m»@ﬁ, (3.23a)
- (PN 1 (b
S(p, X, ®3) = ((Z)_> + 8 <5(Z)+ )X, (3.23b)

b — ((ipl +?2)Ai>,
@A

@,
(3.23¢)
Ay =Ey+i®; F p3 +m,, (3.23d)
B. =ipsy(As - my,) +im, (ps F Aq:% (3.23¢)
with the normalization constant
Sy q>3 03
N ’T 3.23f
! 4|¢3|\/E0+m < ) ( )

Two functions including sign choices are sufficient to
parametrize the solution of the Dirac equation. Note the
absolute-value bars around ®; > 0 in the normalization.
They are stated explicitly to indicate that the normalization
does not change sign for the antiparticle spinors when @5 is
replaced by —®5; cf. Sec. IIIE5 below. This is also the
only case where a quantity ®; appears outside of a square
root function in the standard part of the normalization
factor.

3. Operator T with i={12}
Last but not least, we want to state the spinor solutions
for the 7+ operator with two spatial indices nonvanishing.
The subsequent results are simpler than the previous ones

for 7% with one timelike index. First of all, the energy
levels at first order in Lorentz violation can be expressed as

PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017)

before, with anisotropic quantities ¥';; that here depend on

the particle mass:
\/ i+ P+ my.

(3.24)

- Y,
BT = Eo(l iE—;T’f), ¥ =
0

The spinors for 7" and 7% are again related to each other,
which makes it possible to express them via a single master

function % A similar behavior was encountered for A" in
Sec. D2, and for 7°"%% in Sec. M E 1,

(3.25a)

(pl =—P2P2= pl,p3,’j'13,‘~Pl3)7

(3.25b)
S(p. X, ¥;;) = ¢+> +2L <_:¢‘> , (3.25¢)
¢_ 2E5 b,
- -A
b = i( _ *>, (3.25d)
By
= E Wy
Ao DipstEotm)®y (3.25¢)
Ey(Ey +my,) — pi(py +ip2)
Ay =p —ipr £ (Ey+ my, F p3)A. (3.25f)
By = (p\ +ips)A £ (Ey +m,, + ps), (3.25g)

with the normalization factor

= E + - lPl" Ti' A s
M = VE+my = pips/¥y (2+—2’T”>. (3.25h)
4(E0 + m,,,) EO

In contrast to the spinors for 7o only two two-dimensional
vectors are sufficient to construct the spinors at first order in

Lorentz violation. The same will be true for 7> below.

4. Operator T
For the last operator to be considered, the energies are
given by Eq. (3.24) with {i, j} = {1,2}. The first particle
spinor reads

WIZE = NS0, T2 ¥, (3.26a)
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X 113+ P3 —‘z’—
Sp.X. Y1) = ( A N D ¢ (3.26b)
b/ 25\ ¢,
. -A
¢i—:|:< ) i>, (3.26¢)
B
A:(E0+mw)(E{)_lP12)_p§’ (3.26d)
(p1+ip2)ps
Ay = py—ipy & (Eg+my, F p3)A, (3.26¢)
B. = (pi +ipy)A £ (Eg+ m,, + p3). (3.26f)

X0 _ VEo +my, +¥ + Egm, /¥, IP—TA'
! 4(E0 + ml//) %

(3.26g)

Evidently, the form of the spinor is analogous to the results
for 7°" and 7. Furthermore, the parameters A, Bi have
the same form as the previous Ai, B . However, A# Aand

the structure of the normalization factors differs from each
other, too.

5. Second particle spinor and antiparticle spinors

For the tensor operator T" the first particle spinors
only were given previously. The second particle spinors
can be obtained from the first ones in an easy way in
replacing all quantities ®; or ¥;; by their counterparts with
opposite sign:

DT @) = BV (o)),
E,(l_) |'f"'f (lPij) _ E(+) |i’ij(_q1ij), (3'2721)
7o A0i
DT (@) = V[T (),
(2)@5;)( ) = ul! |E<+>( ). (3.27b)

In analogy to the pseudovector operator, the types of energy
and spinor are controlled by the quantities ®; and '¥;;. Also,
the antiparticle spinors for 7" are determined completely
by the components of the particle spinors. With the charge-
conjugated spinor y, = iy>y™* in the chiral representation,
we obtain them directly from Eq. (21) of [26]:

PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017)

(2.1) *
Uy
@.1)
(1.2) —h -
v |E5'i) (2,1) (_ )’
i
u(lz.l)
NS = NZD (< Hme). (3.28)

The signs of the H coefficients also have to be reversed,
since these are odd under charge conjugation; cf. Table P31
in [25].

F. Additional observations

It is interesting to note that some of the spinors can be
cast into a very simple shape by factoring the Lorentz-
invariant contribution out of each component. This can be
carried out for the “isotropic case,” for each of the spacelike
components of the pseudovector operator A¥, and for the

two-tensor operator components 7>, 7. For these cases,
it is possible to express each spinor component of the first
particle spinor in the following form:

o (1 b 1 /¢ 5p?

Py v
(3.29a)

) " 2E,
(3.29d)
Q= (S ) amom) 0= 00
Ey o_/, 2E;
(3.29)

with the vectors
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Ip| + Eo 1/(ps — Ep)
+ E 1 + E
9 — Ip| 0 ’ W — /(p3 0) ,
Ip| — Eo 1/(p3 + Ep)
Ip| — Eo 1/(p3 — Eo)
®;—FE
=" (3.29¢)
0; + E,

Note the indices i on both sides of the relations, which
refer to a particular component i of the spinors and
defined vectors, respectively. What is characteristic for
the stated spinors is the exceptionally simple form of the
Lorentz-violating terms. For the second and the fourth of
these spinors only, the Lorentz-violating contribution has
an imaginary part. The spinor for A? can be obtained
from the spinor for .,le, cf. Sec. IIID 2, whereby it is
discarded here. For the remaining spinors, it was not
possible to obtain results with an analog simplicity,
which is why they are dropped as well. Besides, the
ratios,

with a generic Lorentz-violating operator X, are addi-
tional interesting quantities. They are measures for how
much the Lorentz-violating part of the spinors is sup-
pressed compared to the Lorentz-invariant part. The
quantities Q, are simple for all operators considered
and they read

° m s p? Ai ./Ali
O, =2wia_g2 | g :|—2|<I>i, (3.31a)
2E2 ) 2B
L [
Q7" = g@h Q7 = |€72pk|7 (3.31b)
2E] 2B

where in the latter equal indices are not summed over.
The quantities ®; and ®; change their roles and the
results for both particle spinors correspond to each other.
Furthermore, Q, = Q, (—d**--,—H""-) for antiparticles.
The findings tell us that Lorentz-violating effects may be
additionally suppressed for |p| < m,, i.e., for decreasing
momentum. First of all, all Lorentz-violating operators
have mass dimension 1. As Q, is dimensionless, the
operator has to be divided by a dimensionful scale, where
for vanishing momentum the only one is the fermion
mass. This holds for the “isotropic case” and the two-
tensor operator with one timelike index. For the

PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017)

remaining frameworks, there is an additional suppression
factor p;/m,, with the largest momentum component p;.

Finally, another issue related to the spinors shall be
mentioned at this point. There is a matrix transformation
that connects the chiral representation of y matrices to the
Dirac representation [84]. It can be written in the form
Mp = VM4 V™', where M, and M, are y matrices in the
chiral and the Dirac representation, respectively. The matrix
V here corresponds to the matrix V in Eq. (3.1), contained
in the transformation that diagonalizes the Dirac operator
(with ¥ and y° themselves in the chiral representation). The
spinors of both representations are then related by
wp = Vy,. Hence, all of the spinors obtained in this
paper can be transformed from the chiral to the Dirac
representation according to this rule. We carried this out
and considered the limits of the spinors for zero Lorentz
violation, where the particle and antiparticle states become
spin-degenerate. It was verified successfully that there exist
proper linear combinations of the particle spinors #(® and
of the antiparticle spinors v(®), such that the standard
solutions of the Dirac equation are obtained:

Z g(yll)u(a) = < ¢(A) ) ’
a=12 c-p/(Ey+my) PV
1 0
(1 — , 2 = , 3.32
0= (y) o= (") (3:32)
G- Ey+m ()
Tga)v(a) _ ( p/( 0 ' l//) X )7
a=12 ){m
1 0
(1 — , 2 — , 3.32b
X <0> x (1) ( )

with 6 = (¢', 6, 6°), where ¢ are the Pauli matrices. The

parameters g§”> and Tﬁ“) are chosen appropriately. Last but

not least, the most important of the previous results are
compiled in Table L.

IV.SPINOR MATRICES AND OPTICAL THEOREM

For calculations in high-energy physics that are based on
quantum field theory, the spinors are often not needed
directly. Instead, when computing matrix element squares
spinors are always combined in the form of uiz, where the
latter is a 4 x 4 matrix in spinor space. In the Lorentz-
invariant case, it often suffices to calculate unpolarized
cross sections, which means that one has to average over
initial particle spins. As such a scattering or decay process
is a quantum process; the final state is not predictable,
which is why the final particle spins must be summed over
and the phase space has to be integrated out. Hence, in the
standard case the following well-known expressions (with
proper normalization of the spinors) are usually extremely
helpful:
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TABLE I. Collection of modified particle energies and spinors.
Coeff. X EW /E, Spinors Definitions
. s 2 . (3.12
(4/3)Egd — b+ m,§ L+ (Ipl/E5)X Eq. (.122)
2! 1+ (0;/E)X Eq. (3.15a) 0, = TZ +m?
t Eq. (3.15b)
pE Eq. (3.17a)
7o 1+ (®;/E2)X Eq. (3.21a) @, =/p -2
402 Eq. (3.21b)
703 Eq. (3.23a)
513 1+ (¥,/E3)X Eq. (3.25b) W= [t
423 Eq. (3.252)
12 Eq. (3.26a)
u @@ = 4 m, 1y, (4.1a) forward scattering amplitude to the total cross sections of
a=12 all processes that are energetically allowed by cutting the
propagators in the diagram representing the forward scat-
v @@ = m, 1. (4.1b) tering amplitude. The validity of the optical theorem was

1.2

]
Il

For the Lorentz-violating case with broken spin degeneracy,
there are essential differences. First, due to the modified
kinematics in Lorentz-violating frameworks, a small part of
the phase space of otherwise forbidden particle processes may
open and render them possible. Examples are Cherenkov-
type processes in vacuo and decays of photons into electron-
positron pairs. Since in a theory with broken spin degeneracy
both the particles and antiparticles can have two distinct
energies, such a process may be allowed only for one of these
energies. Under this circumstance, sums over both particle
spins in the matrix element square do not have to be carried
out as only a single spin state contributes. So what we are
interested in are expressions such as u(@#(@ or v(¥ (@, with
a particular a. From now on these matrices will be referred to
as “spinor matrices.” However, for calculational purposes, the
matrices themselves are not that useful. Instead, such a matrix
should be expressed in terms of the 16 Dirac bilinears. The
matrix structure is supposedly more complicated than what
we encountered in Eq. (4.1), where the Dirac matrices and the
unit matrix only appear. For the Lorentz-violating frame-
works considered here, the matrix structure is expected to
include a large number of the 16 Dirac bilinears such as for the
propagators; cf. Egs. (2.6), (2.7).

There are two possibilities of computing the spinor
matrices. The first takes into account the spinors that were
determined in the previous section. The matrices are
calculated directly based on these spinors and they are
expressed in terms of the Dirac bilinears. The resulting
expressions will be valid at first order in Lorentz violation.
The second possibility is to use the optical theorem. The
latter gives a relationship between the imaginary part of a

demonstrated at tree level for various sets of Lorentz-
violating frameworks, such as both minimal and non-
minimal modifications of the photon and the fermion sector
[31,32,36-39]. Therefore, it is not expected to lose its
validity for the range of coefficients considered within the
current paper. Nevertheless, a cross check will be carried
out at first order in Lorentz violation using the spinor
matrices obtained from the spinors directly.

To make use of the optical theorem, a particular scattering
process is needed. Thus, we have to introduce an interaction
and we decide to couple the modified fermions to standard
photons. In this context it is reasonable to mention the very
recent paper [85], where nonminimal Lorentz violation in the
fermion sector is constrained by Penning trap experiments.
To do so, fermions are minimally coupled to electromagnetic
fields. This amounts to replacing the particle derivative at
all occurrences by the covariant derivative D, = 8” —eA,,
where A, is the vector potential and e the elementary charge.
However, in contrast to the partial derivative, the covariant
derivative does not commute, which introduces additional
interactions for the nonminimal terms. In principle, when
computing the cross section or decay rate of a particular
process, all these additional interactions must be taken into
account. Since we are only interested in investigating the
validity and implications of the optical theorem for fermions
and since this calculation will be purely formal, the exact
form of the interaction is not important and we can even
resort to the standard one. The fermion propagator and the
external particles, which are described by spinors, lie in the
center of our considerations.

The particular process to be analyzed is one of the two
possible contributions of Compton scattering with an incom-
ing photon and electron scattering and producing another
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Im

FIG. 1.
photon absorption by an electron.

photon-electron pair; cf. Fig. 1. The second contribution with
both vertices interchanged is not needed in this formal
analysis. The left-hand side of the equation, presented in
the latter figure, contains the forward scattering amplitude of
this process, where the initial and the final states correspond
to each other. Based on the optical theorem, the imaginary
part of the left-hand side is linked to the total cross section of a
photon absorption process shown on the right-hand side. The
left-hand side of the equation contains a propagator where the
right-hand side involves external fermions and, therefore,
spinors that are combined into spinor matrices.

We consider the incoming electron to be in the spin-state
associated with the energy ng) ; it is then described by the
spinor u(!). The standard Feynman rules for the external
photons and the vertices can be employed for writing up
the matrix element M = M(e"y — e7y) of the forward
scattering amplitude (cf. also [81]):

1
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2

é/dnl

Forward scattering amplitude of one of the two contributions for Compton scattering that is linked to the total cross section of

d*p 25(@ (p )y
M= — (_5 (ki + p1 = p)e*a (p)r*S(p)

27)*
x @ (py)eld) (ks (ky ),

where Lorentz violation just sits in the modified fermion
propagator S. Furthermore, ¢ is the standard polariza-
tion vector of a photon in the polarization state 1. The 6
function directly behind the integration measure enforces
energy-momentum conservation. The fermion propagator
is either taken from Eq. (2.6) or Eq. (2.7), dependent

on whether Lorentz violation based on A* or 7 is
considered. However, for this formal calculation, it will
be chosen generically. The Feynman-type propagator
has to be used in the amplitude, which means that an
infinitesimal imaginary part must be added to the
denominator:

(4.2)

1

A+ie z(po —E,(f) —|—i€)(p0 —EE,‘)

+ie)(p°

- , (4.3)
~EY —ie)(p° - EY) —ie)

with a global prefactor Z that does not depend on p°. The imaginary number ie prevents singularities emerging for a

vanishing A, which is exactly what produces the imaginary part of the forward scattering amplitude. The denominator has

four roots in p°, which are composed of two positive ones Eg,i) and two negative ones £ (f). The imaginary parts are added

to the poles such that the two positive poles are shifted to the lower complex half plane and the two negative poles are shifted
to the upper one. In Sec. V, it will be investigated under which circumstances the form of Eq. (4.3) fails to be valid and how

such a case can be treated. Energy-momentum conservation of the process shall allow A to vanish for p® = E,(f) only. To
evaluate the expression, the following identity is used:

1
=P —ind(p° — ESP),

(4.4)
p0 - EE,H + ie po - E,(4+>

where P is the principle value. The first term is real, i.e., it does not contribute to the imaginary part of M. The second term

does so only and it forces p to be equal to the energy EE,+> when evaluating the integral over p°. That corresponds to cutting

the propagator in the Feynman diagram on the left-hand side of Fig. 1 into two lines, which represent on-shell fermions
described by the spinor u(!). The imaginary part of the forward scattering amplitude can then be cast into the form

_dp

(27)32E,"
2 A A B ~ « A _(4

< (&7 + B+ T+ 8751, + 90| o_ger x Pu@ (pr)esd) (k)& (ky),

2Im(M) = /

89 (ki + py = p)eu® (p,)y6(E EL, E<<_>)|p0:E(M\)

(4.5a)
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with the generic function

2p0

€(a,b,c)= . (4.5Db)
Z(p® = a)(p® =b)(p° - )
The latter function, evaluated at po = E,(f), is the remainder of the denominator A. The additional factor of 2p0 is

introduced to cancel the factor of twice the particle energy that has been generated in the denominator of the integral

measure. Thus, what remains from the propagator is the scalar function € and the matrix structure, which is expressed in

terms of the Dirac bilinears and which is evaluated at po = E,(f).

Due to the validity of the optical theorem, Eq. (4.5a) must be equal to the total cross section o = o(e”y — e7) of the

process on the right-hand side of Fig. 1. Thereby, the initial electron is in the spin-state associated with the energy EE,H, for
which reason it is described by the spinor u(!). With M = M(e"y — e~), we obtain
&p 4 ik
o= /Wé( '(ki + p2 = p)IM|
u
&*p (4) 2 (1) (g (@) (* T a1 (@) ()
= Wﬁ (ki + pa = p)(iea'V (p)y u'® (pr)e” (ki) iea') (p)y*u'® (pi)ei” (ki)
) u
&p _ _ _
= / W&M)(kl + p1 = p)e2a (py )y [ (p)a ™ (p) ]y u@ (py)es (k)& (k). (4.6)
)" u

A comparison of the latter final result with Eq. (4.5a) allows for deriving an expression for the spinor matrix formed from
u"). The whole computation can be performed for an electron in the spin state connected to Eff) in an analogous way
leading to the spinor matrix obtained from u(?). The results will be given below. Similarly, it is possible to derive spinor
matrices for the antiparticle spinor »(1). To do so, the same process is considered with only the electron replaced by a

positron. Then, the forward scattering amplitude M = M(e*y — e*y) reads

— d*
- 2y b+ P = D) (PSP (el (ke ) (4.7)

The propagator has to be evaluated at the negative of the four-momentum to take into account that the momentum of the
internal line flows in a direction opposite to the arrow on this line. Besides, a global prefactor of —1 has to be considered to
account for the interchange of fermionic operators when applying Wick’s theorem [38]. First of all, we evaluate the
denominator of the propagator for the four-momentum components with their signs reversed:

Asys(=p) = (=p° = ES7)(=p° = ES)(=p° = EX)(=p° = E) oy
= (P + ENp + ETN(° + ESN (0 + ED) sy
= [P = B (mae —H)|[p” = B (ma —H)|(p0 - ED) (0 - B). (48a)

The result involves the two possible antiparticle energies E s.i ) and the negative-energy values with the signs of the C-odd
coefficients d** and H" reversed. Based on this decomposition of the denominator, the imaginary part of the forward

scattering amplitude can be cast into the form

— d3p B _ _
2mM) = / PRET AR P)eH (py)y (=B (V) ES) (= — ) B (=d = HP )] oy
T v
~ A A A~ 0__ () _
X (Fru+ E+ T+ sy, + 070, o 0@ (py)el (ke (k) (4.9)

with the scalar function € defined in Eq. (4.5b). The remainder of the antifermion propagator S(—p) contains the latter

scalar function and the matrix structure of the propagator, which is evaluated at the antiparticle energy ESY and with all
spatial momentum components replaced by their counterparts with opposite sign. The optical theorem says that Eq. (4.9) is

related to the cross section & = o(eTy — e'), with the amplitude M= M(eTy — et), given as
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- d3P (4) A2
7= [ gt 4 pa =PI
T v
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d3P . . B
- / PrET A P)ies@ (py)y o0 (p)ed) (ki) (e (py)r oD (p)el” (k1))
T v

d? _ _ _
- / (27%5(4)(/61 + p1 = p)e8 () [ (p) 3V (Pl 0@ (p)esd) (k1) (k).
/5

)32E;

(4.10)

(=)

The calculation can be carried out one-to-one for the antiparticle energy E, ’. With these results at hand, we are able to
simply read the spinor matrices v(* %@ off by comparing Egs. (4.9) and (4.10) directly to each other. It is possible to treat

the frameworks of the pseudovector coefficients A* and the two-tensor coefficients 7% in one go. The spinor matrices for

particles and antiparticles finally read as follows:

A

u(l,2)[](1,2)|E£i) = %(EEEF), E(<+)’ E<<_))|p‘)=Ez(4i) (E:zlj'y” + éﬁl’f’ + rf}l,'j’ + 23.,?,]/5]/” + [‘?/ﬁj’gﬂl’ﬂp”:ﬂ‘i)’

ol

X (5’;‘7—7;4 + é}(ﬁ +Tys+ C’;j}’s}’ﬂ + l/?’jij,aw) P,

with the scalar function € of Eq. (4.5b). The matrix
coefficients have to be taken accordingly either from the
propagator for A" or T". Several remarks are in order.
First, since these expressions result from the exact propa-
gators given in Sec. IT A, they are valid at all orders in
Lorentz violation. Second, they hold for on-shell particles,
which is why all p® must be replaced by the appropriate
energies E,(,i) for particles and ES,.i> for antiparticles that are
associated with the spinors. Third, the results, as they stand,
are only valid when there are no controlling coefficients
that produce additional time derivatives. How to treat such
cases will be described in the latter Sec. V. Fourth, for
vanishing Lorentz violation, & > 1/(p? — mg,), and look-
ing at the propagator coefficients of Egs. (2.6), (2.7) shows
that the standard expressions of Eq. (4.1) are recovered
when Lorentz invariance is reestablished. Fifth, for the
expressions of Eq. (4.11) we checked that

S (p) (P2 u)) =0,

u

(4.12a)

57 (=p) (D31 1)) =0,

v

(4.12b)

with the modified Dirac operator of Eq. (2.4). Sixth, since
the spinors span spinor space and they are orthogonal to
each other according to the orthogonality conditions of
Eq. (3.9), adding up all four spinor matrices, leads to the
completeness relation

1
3 <_ WO

=12 2E1(4a)

2E (-p) " '

2502 ) = ~G(Ey, ES) (= —HP) E

(4.11a)

i_)(—d“”"', _Hﬂbm»lpozgiﬂ

__
P E (4.11b)

The latter is directly connected to Eq. (23) in [26] and it was
verified to be valid at all orders in Lorentz violation for the
relations of Eq. (4.11). Furthermore, we were able to
demonstrate the validity of Eq. (23) in [26], at first order
in Lorentz violation, employing the spinor results directly.
Finally, note that for the “isotropic” case of Sec. III D 1, the
b and d coefficients have to be treated separately from the g

coefficients, as the first are comprised by A" and the latter

are contained in 7"*. Besides the general expressions stated
above, several special results at first order in Lorentz
violation will be given in Appendix D to make the behavior
of the spinor matrices more transparent. We will not state
explicit results that are exact in Lorentz violation as they do
not provide any further insight. Once a specific result is
needed for practical purposes, it should be possible to
derive it from the general formulas of Eq. (4.11), with the
help of computer algebra.

At this point, we will make a couple of final statements
on certain conditions for the validity of the previous results.
For the pseudovector operator A, the spinors, the spinor
matrices of Eq. (4.11), and the completeness relation of
Eq. (4.13) are valid for controlling coefficients chosen such
that the following conditions are fulfilled:

O S Aﬂ’ (4143)
0< .,Zl”(d””“' > —dt), (4.14b)
0< Aﬂ(d/w... > —dt p > —p), (4.140)

The first of those ensures that the particle energies and
spinors are numbered such as indicated throughout the
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paper. The second grants the same for the antiparticle
energies and spinors. The third applies to the completeness
relation and makes certain that the numbering of the
antiparticle energies and spinors stays consistent. There
exist controlling coefficients and momentum components
such that all three conditions are satisfied. For the two-
tensor operator, there are similar three conditions:

0< ™, (4.15a)
0< ,jwv(Hyu... > _[-]ﬂ”w)7 (415b)
0< j*ﬂl/(H;u/... — _Hﬂ”w’p — —p) (415C)

The reasons for choosing these conditions are analog to the

reasons outlined for A*. However, 7" differs from A
crucially. Although each of the conditions above can be
fulfilled for A¥, this is not possible for 7#*. Either the first
two are true, but not the third or vice versa. The reason for
this is that the g coefficients are contracted with one
additional power of the momentum compared to the H
coefficients. So, once the first two conditions are valid,
changing the signs of the momentum components obscures
the third condition. This does not occur for the pseudo-

vector fl” , since it is the d coefficients that are contracted
with one additional four-momentum relative to the b
coefficients. Hence, once the first two conditions are valid

for A", the third is not compromised by changing the signs
of the momentum components. Now let us assume that the
first two conditions for 7** hold. The consequence is then
that the antiparticle energies have to be switched in the
completeness relation of Eq. (4.13).

V. ADDITIONAL TIME DERIVATIVES

The results established in the previous section with the
help of the optical theorem are only valid in case there are
not any controlling coefficients that introduce additional
time derivatives into the Lagrangian. Such time derivatives
lead to an unconventional time evolution of the physical
states [86]. Furthermore, for the nonminimal SME they
increase the degree of the polynomial in p® that follows
from the determinant of the Dirac operator. First, this may
lead to additional spurious dispersion relations that do not
have Lorentz-invariant equivalents. Second, the structure of
the denominator A in propagators is modified drastically,
which renders the previous proof based on the optical
theorem invalid [37,38].

A. Minimal fermion sector

One possibility of remedying this behavior at least for
the minimal SME was outlined in [86]. The authors of the
latter paper suggest introducing a new spinor y, which is
linked to the former spinor y via a transformation with

PHYSICAL REVIEW D 95, 075016 (2017)

an invertible matrix A: yw = Ay. The matrix A shall be
constructed such that ATy’T%A = 1,. Since I'V is linked to
additional time derivatives in the minimal fermion sector all
such time derivatives can be removed in this way.

The procedure will be exemplified within the
minimal fermion sector with a nonzero coefficient )%,
The matrix A is found by solving the matrix equation
ATPO(y° + dWP95y0)A = 1,. Making the Anmsatz of a
diagonal A with real coefficients allows for a convenient
solution of the system and it gives

1 1 1
A= diag( , , )
V14 d®0 /13 d®H0 /1 — g4
1
=) o

Introducing the new spinor y into the Dirac operator leads
to

1
L= 5;?5'—‘;( +H.c.,

S = POATYO (90, — m, 1, + Q)A. (5.2)
Note that the dispersion relations are not modified by this
transformation but the propagator is. The new propagator S’
can be shown to be of the following shape where the purely
timelike four-vector # = (1,0,0,0)* is introduced for
convenience:

Uy m s
' =R G +ET TP + 'y + o), (53a)

E = (A An)7E, (5.3b)
T = (ApAs)™'T, (5.3¢)
Er=¢+ % (a2 + Bp*), (5.3d)
=0+ é (2 + 6p+), (5.3¢)

P = Ay Asy) i, (5.3f)

with the helpful quantities
a = 4p0(d(4)00)2{8(d(4)00)2(p _/1>2 + [9 + (d(4)00)2]p2
+9mg,}, (5:3g)

B = —(dW0)2{8[9 + (d V™)) (p - 2)* = [9 = (D) p?
+om2}, (5.3h)

y = 8p°(dW®)[4(p - 2)? - p?, (5.3i)
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5= _d(4)00{16(d(4)00)2(p . /1)2

(5.3)

Hence, the scalar, pseudoscalar, and the tensor parameters
are just multiplied with a global prefactor, which corre-
sponds to the inverse product of two matrix components.
The modification of the vector and pseudovector parameters
is more involved, though. As expected, the denominator A
remains unchanged since it corresponds to the determinant
of the Dirac operator modulo a global prefactor.

As the Dirac operator has changed the spinors will
change as well. The new spinors are given by y = A~y
where the spinors y for particles at first order in Lorentz
violation are stated in Eq. (3.12a) and for antiparticles they
are obtained from Eq. (3.19). Hence, each of the already
known spinors just has to be multiplied with the inverse of
A, which is also a diagonal matrix. Note that the normali-
zation must be adapted as well. Based on these spinors, the
spinor matrices at first order in Lorentz violation are
derived:

u<1’2)ﬁ(1'2) = Ui(gﬂyy + E‘]]4 + Cﬂ}/Syu + l//ﬂya;w”po:Eo’

(5.4a)
12502 = o (&', = Bly £ Py, F ¥0,) oo,
(5.4b)
M
g — %’ (5.4¢)
p| Eop
z:o =, C 2 54d
2 Ip| 2 244
o ; My ik k
" _0, ll/j__gj 5.4e
4|p| (54
ml//
=M 5.4f
- (5.4f)
4|p|
4t 5.4
U+ 3E0 34

Using the results for the modified propagator of Eq. (5.3)
and the previously stated spinor matrices allows for
demonstrating the validity of the optical theorem at first
order in Lorentz violation. A reasonable assumption is that
the optical theorem is valid at all orders in Lorentz
violation; cf. [31,32,36-39]. Then the spinor matrices
are given by Eq. (4.11) based on the modified propagator
quantities stated in Eq. (5.3).

B. Nonminimal fermion sector

In the nonminimal SME, there is an infinite number of
component coefficients that are contracted with additional

+[9 = (dW%)]p? — 9y }.
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time derivatives. This leads to problems similar to the ones
discussed in the previous section. One of the simplest
examples within the scope of the paper is the operator
b0 (302 that is contracted with two time derivatives.
Such nonminimal frameworks can have spurious dispersion
relations that do not have equivalents in the standard
theory:

1

(pO)(:I:) = b 000 + |p‘ (2p +m )b(S)OOO + -,

(5.5a)

1

1
T p0) Ooo:t|P|+ (2p2 + m2)pI00 ...

(p")* =
(5.5b)

Dispersion relations like these could be interpreted as
Planck-scale effects. However, since the realm of appli-
cability of the SME is expected to be far below the
Planck energy (see also the issues connected to highly
boosted observer frames in [26]) such dispersion rela-
tions are usually discarded in any analysis at tree level
and at energies that lie much below the Planck scale.
Spurious dispersion relations may be crucial for quan-
tum corrections only, i.e., for calculations at higher
order in perturbation theory [87]. These take into
account virtual particles in loops whose four-momentum
components are not constrained by energy-momentum
conservation. Note also that the validity of the optical
theorem is obscured by the occurrence of spurious
dispersion relations [37,38].

In contrast to the minimal fermion sector, contributions
with additional time derivatives in the nonminimal sector
do not modify the matrix structure in spinor space, which is
why the additional time derivatives cannot be simply
removed with a matrix transformation along the lines of
the previous section. One method of dealing with such
terms at least at first order in Lorentz violation was
introduced in [37,38]. It amounts to replacing all zeroth
four-momentum components in the Lorentz-violating terms
of the Dirac operator by the standard dispersion relation

p’ = Ey = /p* + mj,. This does not modify the physical
dispersion relations at first order but it removes the
spurious dispersion relations given by Eq. (5.5). As the
current framework is isotropic the spinor solutions of
Eq. (3.12a) must be taken with all p® in the Lorentz-
violating terms replaced by E, which was already
indicated in Sec. III B anyhow. Additionally, the same
should be carried out in the propagator where it has to
be kept in mind that this modified propagator can only
be used in the proof of the optical theorem. In general, a
propagator describes virtual (off-shell) particles, which
is why p° does not satisfy the dispersion relation in this
context. Based on that simple modification, the validity
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of the optical theorem is again established at first order
in Lorentz violation. Hence, the spinor matrices are
obtained from Eq. (4.11) with p® = E,, in the Lorentz-
violating contributions. The corresponding explicit
results will be stated in Appendix D. As long as we
work at first order in Lorentz violation and at tree level,
the procedure described before should be justified. In
case there are, indeed, more than four nonspurious poles
in the propagator the proof in Sec. IV is not valid and
must be adapted to that particular situation. However,
this behavior is expected to be very rare and it is
reasonable to treat it concurrently when considering
such a special framework.

VI. CONCLUSIONS

In the current paper, we have examined the fermion
sector of the Standard Model extension for the spin-non-
degenerate Lorentz-violating operators. This concerned the
b, d, H, and g coefficients where the first two are contained

in the pseudovector A* and the latter two are contained in
the two-tensor 7**. We obtained the modified propagators

for both A" and 7". These results are exact in Lorentz
violation and they are valid for coefficients of both the
minimal and the nonminimal SME.

Also, the dispersion relations and solutions of the
modified Dirac equation, i.e., the spinors for particles
and antiparticles, were computed at first order in Lorentz
violation for particular families of both minimal and
nonminimal coefficients in A" and 7"*. With the optical
theorem, the propagators and the spinors were checked to
be consistent with each other at first order in Lorentz
violation. Under the assumption that the optical theorem is
valid at tree level at all orders in Lorentz violation, which is
reasonable based on earlier investigations, the spinor
matrices u#t and v? were extracted from the propagator
at all orders in Lorentz violation.

The expressions obtained are valid for explicit Lorentz
violation only and they will prove useful for both future
theoretical and phenomenological studies. First, the spinor
solutions of the Dirac equation and especially their non-
relativistic limits may be employed for phenomenology in
fermion systems where the electron spin is essential and
cannot be neglected. Second, the spinor matrices and
propagators are needed for computations in high-energy
physics that are carried out in the context of quantum field
theory. Such investigations are currently in progress and the
findings will be reported elsewhere.
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APPENDIX A: EXACT SPINORS FOR
SPECIAL FRAMEWORKS

In this part of the appendix, we demonstrate how to
obtain exact solutions of the modified Dirac equation.
Doing this with computer algebra is unproblematic as long
as there is a single nonzero controlling coefficient only.
However, the complexity of both the modified dispersion
relations and the spinor solutions rises drastically with an
increasing number of coefficients. This is the main reason
why most of the computations were restricted to first order
in Lorentz violation, which allows us to obtain the energies
and spinors for large sets of coefficients—even including
nonminimal ones. For brevity, we will study isotropic cases
here only.

1. Isotropic b coefficients

The first framework shall be characterized by a nonzero
b3)0_ The particle dispersion relations are obtained directly
from the determinant of the Dirac operator:

EF) = \/p2 + ml F 2600p| + (502 (A1)

There are two distinct ones, as expected, and they differ
from each other at first order in Lorentz violation. Plugging
these energies into the Dirac equation and solving it leads to
the particle spinor solutions:

”(1’2>|Eff) (p)
(p3 £ [PI)(ELY = p3 + b)) — (p + p)
_pua | (pip) (B F [pl+600)

m,,(p3 % |p|)
my, (py +ip)
(A2)

The antiparticle spinors are connected to the particle
spinors according to Eq. (3.19). The normalizations for

the particle spinors are chosen such that (u(®)"u) =

2E,(,“)6aﬁ and in analogy for the antiparticle spinors. This
also requires that spinors for different energies are orthogo-
nal to each other, which is granted by the Hermiticity of the
Dirac operator. Furthermore, such a normalization allows
for a convenient check of the optical theorem, which we
saw in Sec. IV. For this particular case the normalizations
read as follows:
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1

N2
\/2\p|(|p| + p3)(ESY F |p| + b03)0)

NS}I,Z) _ NE,Z’I).

(A3)

2. Isotropic g coefficients

In contrast to the H coefficients, there is an isotropic case
for the g coefficients. It is characterized by a totally
antisymmetric choice of nonzero coefficients: ¢k =
€*g, where i, j, and k are spatial indices. There are again
two dispersion relations that differ from each other at first
order in Lorentz violation:

+
EF = \J(1+ @02 £ 2gim, lp| +mi. (Ad)

Note that the g coefficients are dimensionless. The particle
spinor solutions can be obtained such as before:

“(]‘2)|Ef%> (p)
~[P? + P2 £ (ps — ES7)(p| £ p3)]
_ N2 (1 +ip2) (Ei” F [p])

(p3 + |p|)(ml// =+ g1 |p|)
(p1 +ip2)(m, £ g1|p|)
(AS)

and the antiparticle spinor solutions are connected to these
based on Eq. (3.28). The normalization factors are simply
expressed in terms of the particle energies:

1

N2 N2 D),

_ . ,
V2Ipl(lp| £ p3)(ES) F [p))

(A6)

The exact spinors in both subsections were checked to
correspond to the results in Sec. IIID 1 at first order in
Lorentz violation.

APPENDIX B: SPINORS FOR
SPIN-DEGENERATE OPERATORS

For completeness, we state the spinors, normalization
factors, and the propagator for the spin-degenerate cases
that are encoded in the scalar operator S and the vector
operator V¥ The Dirac operator can be diagonalized with
the matrix U=V -W where V and W are given by
Eq. (3.1). In these matrices all E, have to be replaced
by the exact dispersion relation E, and all occurrences of
my,, by m, —& and p* by (p+ V)* [22]. In the chiral
representation the particle spinors at all orders in Lorentz
violation can be cast into the following form:
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0 —(p+V) +i(p+V)?
1 ~ |1 E,+V+(p+V)
_u(l) E“:(mll/_s) +A '(p+ A)
N, 0 (p+ V) —i(p+V)?
1 Eu+]>0_(p+]>)3
(Bla)
1 E, AV —(p+V)?
iu(2)|E = (m, —8) 0 ~(p+ V) =i(p+V)?
N, 1 E, AV +(p+ V)
0 (p+V) +i(p+V)?
(B1b)

where E, are the exact particle energies. The antiparticle
spinors are obtained from the particle spinors by charge
conjugation (cf. Sec. III D 4):

u‘(¥2.l) *

_ugz,u

—uf‘”

ugll)

Eﬂ — Eu(—a""', _eﬂ...)’

v(1,2)|E’ _ (_aﬂ...7_eu...)’

(B2)
with the signs of the C-odd a and e coefficients reversed

(see Table P31 in [25]). The normalization factors for
particles and antiparticles read

~

E
N, = — “ ,
(E,+V° +m, -8+ (p+V)?

N, = N,(-a —eh), (B3)

where V is the spatial part of the vector operator V¥, Last
but not least, the propagator can be expressed as follows:

_ iV + (my, ~ 8)14)

is - ey
(p+V)*=(m, -8

(B4)

APPENDIX C: SPINORS FOR PSEUDOSCALAR
OPERATOR f

The spinors for the pseudoscalar operator Q= ifys with
f = ]A”’ p,, shall be stated as well. We do not consider the
chiral mass term i/5y>, which in principle also adds to the
pseudoscalar operator but can be rotated away by a chiral
transformation in many cases [22]. The operator f has the
peculiarity that its contributions to the dispersion relation are
of quadratic order atleast, i.e., E, = E,+ >/ (2E,). However,
the spinors contain first-order terms in Lorentz violation:
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N gy ) 2B\ =)

1 —ic2¢* if (o't
ﬁm®hf_< l*+>_3_<,2*>, (Clb)
u o ¢_ E() 10 ¢+

(Cla)

Ay
s = A (Clc)
A:t :E0+ml,,:|:p3, (Cld)
B =p, +ips, (Cle)

with the Pauli matrices ¢'. The antiparticle spinors can be
obtained as usual where the signs of the C-odd coefficients f*
must be reversed (see Table P31 in [25]):

Last but not least, the normalization factors of the particle and
antiparticle spinors read

1
Nu: — ’ NU:NM(_fMM)’
V2(Eo +my)[1 + 72/ (4ED)]
(C3)
and the propagator is given by
. _I] « 5
g it m s +if7) ()

72
pr—m —f

In the denominator the square of Vi appears again demon-
strating that f contributes to the dispersion relation quad-
ratically. The latter result corresponds to Eq. (6.49) in [38].

APPENDIX D: SPECIAL RESULTS FOR
SPINOR MATRICES

Finally, in the current section some explicit results for
spinor matrices u® 7@ for particles and v@7@ for
antiparticles shall be presented. They are based on the
general expressions stated in Eq. (4.11) and will be given
for the purpose of illustration. Two cases for the pseudo-

vector operator A" and one case for the two-tensor operator

A

T will be under consideration.
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1. Pseudovector operator

The first case is characterized by isotropic Lorentz
violation and it was examined in Sec. III D 1. The spinor
matrices for particles and antiparticles are explicitly given by

u(1~2)ﬁ(1~2)|E£ﬂ =&y, +El +ysy, + l//’faw|p(,:E£i),

(Dla)

1,2)5(1,2 _ = H g
1}( )1}( ) )|E5i) = 5’:':)/” — :]]4 - C;F}’Sj/ﬂ -y G’“’|p0:E§vi)’

(D1b)
0 (3)0
P p b
2 P2 D1
5& o &, 2 < +F p] >, (Dlc)
A =Lpl-b),  e—xLp
2 ’ s 2pl
(D1d)
wh =0, y/l = 2 M i k (Dle)
4/p|
my,
- DIf
5 (D1f)

Due to isotropy, no momentum component is preferred in
these expressions. Furthermore, all parameter functions
decompose into a vector or tensor part and a scalar part
that depends on the magnitude of the momentum only. Note
that the signs of E for particles and antiparticles are opposite,
as expected.

The second framework is characterized by a nonvanish-
ing A3, which makes it anisotropic; cf. Sec. III D 3. With
the preferred purely spacelike direction ## = (0,0, 0, 1),
the spinor matrices can be expressed conveniently:

”(1’2>’7(1’2)|E5‘i> =&y, +E T+ sy, + W’iy%ybo:,;lg:),

(D2a)
0(1.2)1—](1,2)| :éﬂ = 1, = o PO—E®
g0 = E51u = Exly = C5rsvu — Wi o |gu sl gw
(D2b)
LA D2
=2 2 (p W
S=7F 20, (P A (D2c)
1 (p ! /1)2 3 p- A
=3 |E —0y ) - A+ Epr,
- 2 |: ( ®3 ’ 2@3 p
(D2d)
0
0i mV/ ij3 ij ml//p ik 1k
=4+ " gl ]’ — j j, ,
Wi 4@38 p l//:t :F 4@3‘8
(D2e)
i3
—_ m[// A
Be=—"|1+4- D2f
2 ( @3) (D21)

075016-21



J.A.A.S. REIS and M. SCHRECK

Since this case is anisotropic with the preferred direction
pointing along the third spatial axis of the coordinate
system the third spatial momentum component is preferred.

This manifests in expressions depending on ©; =

\/P3+m} and the scalar product p-A. Furthermore,

due to the preferred spatial axis, the quantity Z becomes
nondegenerate for the particle and antiparticle spinors,
respectively.

2. Two-tensor operator

As an example for the two-tensor operator 7%, a
nonzero 7°! is considered; cf. Sec. III E 1. For conven-
ience, we introduce the three-dimensional vectors p(3) =
(0. p. p3) and p©) = £'ip(J = (0, p5, —p,). The param-
eters of the spinor matrices can then be written in a handy
form:

M<1’2)17£(1~2) |E51i) = éﬂiyﬂ + E.]]4 + Ci}/S}/ﬂ + Wil/a/“’|p0:E,(Ai)’

(D3a)

0_ (¥
1.2)5(1.2 > = H v p'=E
1]( > )v( )|E5i> = 5;}/'“ - _.]]4 - C¥Y5Yﬂ + l//; Gﬂl/ h‘“’!—)ih‘“”

(D3b)
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g = ’;”izq:(o,pw, (D3c)
"= :I:%(O, P, (D3d)
L R A N
i = igrjkf,w)k%, (D3e)
2= % (D3f)

with @, from Eq. (3.20). Note that it is possible to express
the vectors in &, and ¢} directly in terms of the two-tensor
operator under consideration, i.e.,

N ’Zz'ﬂyp,, Ol b
(O»P(3))”: W, (O’PG))”:# (D4)

This concludes the examples for the spinor matrices that
shall be stated explicitly.
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