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RESUMO

Neste trabalho foi sistematizada a evolucao dos conceitos sobre conicas. Foi feita uma
revisao bibliografica em livros de referéncia sobre a Historia da Matematica. Buscou-se
conhecer a evolucao de conceitos sobre conicas, desde periodos anteriores a Apolonio de
Perga, até a concepgao atual com sua base conceitual alicergada na Geometria Analitica.
Foi feita também uma descricao de atividades que visam obter as seccoes conicas por meio
de experimentacoes de baixo custo. As conicas, & medida que foram sendo compreendi-
das pelo homem, tendo desvendada suas propriedades, comegaram a marcar presenc¢a na
arquitetura, na arte, na engenharia, e numa infinidade de areas a mercé da criatividade
humana. Isto é de impressionar, visto que, inicialmente, Apolonio, o grande nome vincu-
lado a este tema, desenvolveu e sistematizou sua teoria sem se preocupar se havia ou nao
aplicacoes para aquilo que consumiria sua atengao quase que por completo por toda a
vida. Sua persisténcia teve infinita importancia, como sabemos, seu trabalho influenciou

geragoes de estudiosos nos séculos vindouros.

Palavras-chave: Conicas. Geometria. Historia da Mateméatica.



ABSTRACT

In this work the evolution of concepts about conics was systematized. A bibliographic
review was made in reference books on the History of Mathematics. It was sought to
know the evolution of concepts on conics, from periods prior to Apollonius of Perga, to
the current conception with its conceptual basis grounded in Analytical Geometry. A
description was also given of activities aimed at obtaining the conic sections by means of
low cost experiments. The conics, as they were being understood by man, having unveiled
their properties, began to make a presence in architecture, art, engineering, in a multitude
of areas at the mercy of human creativity. This is impressive, since, initially, Apollonius,
the great name linked to this theme, developed and systematized his theory without
worrying whether or not there were applications for what would consume his attention
almost completely for the rest of his life. His persistence had infinite importance, as we

know, his work influenced generations of scholars in the centuries to come.

Key words: Conics. Geometry. History of Mathematics.
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1 Introducao

O que sao as conicas, como surgiram e quais os estudiosos que sistematizaram
esse conhecimento? As conicas sao parte importante da Geometria em particular, e da
Matematica em geral, porque estao vinculadas a resolugao dos problemas, desde classicos
dessa area de conhecimento, como: a quadratura do circulo, a duplicacao do cubo, e a
trissec¢ao do angulo. Também estao vinculadas a problemas de Engenharia e Astronomia,
entre outras ciéncias. Fora isto, muitas de suas aplicagoes praticas sao palpaveis e estao

ao alcance de qualquer estudante do Ensino Bésico.

O conceito de conicas surge ainda na antiguidade, por volta de 300 a.C., li-
gados aos nomes de Aristeu, o Velho, Menaecmus, Euclides de Alexandria, e Apolonio
de Perga, que escreveu As Conicas, um tratado em 8 volumes que suplantou tudo que
seus predecessores haviam escrito sobre o tema. Mas, como veremos, muitos estudiosos
se dedicaram ao estudo das conicas ao longo dos séculos posteriores, como Blaise Pascal,

e Dandelin.

As conicas sao curvas obtidas a partir da intersecao entre um cone e um plano.
Apesar de existir outras linhas, estuda-se e costuma-se denominar por curvas conicas
apenas a elipse, a hipérbole e a parabola. Essas curvas estao muito presentes no nosso
dia-a-dia, no entanto sao poucas as pessoas que as percebem na natureza, nos objetos, na
arquitetura, etc. Isso se deve a falta de conhecimento dessas curvas, ou por nao as té-las
estudado, ou até por até-las visto de forma insatisfatéria e até de modo macante. Pois
bem, sem as conicas fica dificil descrever a trajetéria de um objeto langando obliquamente
no espaco, a trajetoria dos planetas em torno de suas estrelas, de alguns corpos celestes,
como cometas, que visitam nosso sistema solar uma tunica vez. Portanto, as conicas
sao ferramentas que facilitam a compreensao da natureza, justamente por fazerem parte
da natureza, e, por isso mesmo, formam um tema relevante. Nos tltimos anos, com o
advento do ENEM, Exame Nacional do Ensino Médio, temos percebido que essa parte da
geometria tem sido gradativamente esquecida, e muitas vezes nem é apresentada para os

estudantes do Ensino Baésico.

Este trabalho tem como questao problema, conhecer e caracterizar como o

conceito de Conicas foi sendo desenvolvido até os dias atuais.
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E notério que atualmente, no ensino de Matemaética, pouca ou nenhuma im-
portancia tem sido dada aos contetdos de Geometria. Segundo Pavanello (1993. p.1),
"No Brasil, ja fomos mais além: a Geometria esta ausente ou quase ausente da sala de
aula". Para Guimaraes e Santos (2013, p.1), "Apesar de a geometria ser um ramo im-
portante da matematica, [...|, na pratica ela ndo vem recebendo a devida atengaol...|".
Ainda segundo os autores, o tema é tao complexo que sua discussao nao se distancia do
universo académico, e até por segmentos dos governos vinculados a educagao, produzindo

intimeros diagnosticos.

Este trabalho procura abordar a tematica das Conicas, partindo da antigui-
dade, procurando descrever de forma panoramica, e atentando aos detalhes mais signifi-
cativos, relatando nao apenas o que sao as conicas, e suas propriedades, mas resgatar sua

interessante historia, vinculando-as a problemas histéricos da Matemaética.

Esta dissertacao tem por objetivo a sistematizacao e producao de um ma-
terial bibliografico sobre o estudo de conicas, abordando seu desenvolvimento histérico
e matematico, assim como suas aplicagoes nas diversas areas das ciéncias e da propria
matematica. Especificamente sera feito um estudo bibliografico sobre o surgimento do
conceito de Conicas, definir conicas e descrever suas caracteristicas, apresentar algumas
aplicagoes relevantes de conicas que possam ser abordadas no Ensino Bésico e elencar

nomes de estudiosos relacionados as conicas, assim como suas principais contribuigoes.

Esta pesquisa é de natureza bibliografica. Foi realizada uma pesquisa em di-
versas fontes, objetivando conhecer a origem do conceito de Conicas em seus aspectos
histérico e matematico teérico. Especificamente sera feito um estudo a partir dos precur-

sores do tema e seu desenvolvimento ao longo das civilizacoes, até os tempos atuais.
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2 Aspectos Histoéricos

A histéria da matemaética é apresentada de forma panoramica por muitos his-
toriadores. Alguns fatos sao conflitantes entre autores, outros se assemelham a historias
ou anedotas. Contudo, iremos nos ater aos fatos historicos e as fontes consultadas, con-

siderando que essas sao confidveis no meio cientifico.

Sendo assim, existe mais de uma versao sobre o surgimento das secgoes conicas,
numa delas, segundo Boyer (1974) diz-se que essas originaram-se em Atenas, por volta
do ano 430 a.C., como resultado dos esforcos para se combater uma peste que assolava
a cidade. Através do oraculo de Delfos, Zeus, o deus dos deuses, anunciou aos cidadaos
que o fim da peste estava condicionado & construcao de um novo altar para Apolo cujo
tamanho fosse o dobro daquele que ja existia, que tinha a forma de um cubo. Todas as
tentativas para dobrar o cubo com régua e compasso, que eram os instrumentos usados
pelos gedmetras, fracassaram porque se dobrassem a medida do lado do cubo, verificavam
que octuplicavam seu volume. Somente no séc. XIX verificou-se a impossibilidade de tal

construgao a partir da régua e do compasso. (RIZZATO, 2001)

Figura 2.1: Conicas

Fonte: http://www.sato.prof.ufu.br/Conicas/node2.html

Segundo Eves (1992), aproximadamente no ano 340 a.C. Menaecmus descobriu
as trés curvas: parabola, elipse e hipérbole, ver Figura (2.1), conhecidas como triade
menaecmiana. Essas curvas surgiram como resultado de sua tentativa de encontrar uma
solugao para o problema da duplicacao do cubo. Acredita-se que ele tenha descoberto as
trés curvas seccionando cones retos com planos perpendiculares a uma seccao meridiana

cujo angulo era, respectivamente, reto, obtuso ou agudo.
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2.1 Antecessores a Apolonio de Perga

Antes de Apolonio viveu Tales de Mileto, filosofo e matematico da Grécia
Antiga, sendo este a trazer o Teorema de Tales, dando inicio assim a matematica dedu-
tiva. Para demonstrar seus teoremas, Tales definiu angulo reto, tridngulo isosceles e seus

angulos, angulos opostos e angulos congruentes.

Tales, portanto, é considerado o primeiro gedmetra grego, conforme a citacao:

A principal fonte referente & geometria grega primitiva é o chamado Su-
mario Eudemiano de Proclus, que segundo ele, a geometria grega parece
ter comecado essencialmente com o trabalho de Tales de Mileto na pri-
meira metade do século VI a.C. Esse génio versatil, considerado um dos
“sete sabios” da antiguidade, foi um digno fundador da geometria de-
monstrativa. A ele esta associada a utilizagdo de métodos dedutivos em
geometria, residiu temporariamente no Egito, trazendo a geometria em
sua volta para a Grécia, onde comecgou a aplicar a matéria procedimentos
dedutivos da filosofia grega. Pela primeira vez um estudioso da geome-
tria se comprometeu com uma forma de raciocinio dedutivo, por mais
parcial e incompleto que fosse][...|. (EVES, 1992, p. 7).

Também Pitdgoras, da mesma época que Tales, deu grandes contribuigoes a geometria
grega.

O proximo gedmetra grego importante mencionado no Sumario eudemi-
ano é Pitagoras, considerado como o continuador da sistematizagao da
geometria iniciada por Tales, cerca de cinquenta anos antes. Pitagoras
nasceu por volta do ano 572 a.C. na ilha de Samos, uma das ilhas do
mar Egeu proximas de Mileto, a cidade natal de Tales. E bem possivel
que Tales e Pitagoras tenham estudado juntos. (EVES, 1992, p. 8).

Dessa forma, a geometria grega antes de Apolonio estava a se diferenciar na sua expressao,
usando de raciocinios dedutivos.

Os gregos insistiram que fatos geométricos deveriam ser estabelecidos,
nao por procedimentos empiricos, mas por raciocinios dedutivos; verda-
des geométricas deviam ser obtidas no gabinete de estudos, e nao no
laboratério. Em suma, os gregos transformaram a geometria empirica
ou cientifica dos egipcios e babilonios antigos no que poderiamos chamar
de geometria “sisteméatica” ou “demonstrativa”. (EVES, 1992, p. 7).

Dante (2005) confirma esse fato ao relatar que foram gregos como Tales e
Pitagoras, os responséveis pela introducao do raciocinio logico dedutivo na Matematica e

pela sistematizacao desse conhecimento.
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2.1.1 Menaecmus

Menaecmus (380 - 320 a.C.), nascido em Alopeconnesus, Asia Menor, hoje
Turquia, no século IV a.C., foi um astrénomo e importante gedmetra grego da Academia
de Platao. Ele foi um dos primeiros matematicos a oferecer uma solugao para o problema
classico da duplicagao do cubo. Com suas técnicas aperfeigoou a geometria, contribuindo
com ideias originais, fazendo emergir para o mundo pratico os conceitos importantes de

paréabolas, hipérboles e elipses.

Figura 2.2: Menaecmus

Fonte: https://alchetron.com/Menaechmus

Menaecmus, Figura (2.2), foi Discipulo de Eudoxo de Cnido, o astréonomo, e
irmao de Dindstrato, este conhecido por empregar a quadratriz para resolver o problema
da quadratura do circulo, um outro problema classico. Menaecmus foi também um dos
tutores de Alexandre, o Grande. Especialista na deducao de propriedades das secoes
conicas e outras curvas, foi quem descobriu a elipse (350 a.C.), resolveu o problema da
duplicacao do cubo e deu os primeiros passos na direcao da Geometria Analitica muitos

séculos antes de René Descarte (EVES, 2011).

Nao se sabe onde morreu Menaecmus, segundo Boyer (1974), ocorreu no século

II a.C. em local desconhecido.

O problema da duplicacao do cubo consistia em, a partir de um cubo de aresta
unitaria, construir um segmento de reta de comprimento z tal que 22 = 2. Na solucao que
obteve, Menaecmus fez uso de duas curvas criadas por ele: uma parabola e uma hipérbole.
Uma terceira curva dessa familia, a elipse, apareceu como subproduto de sua invencao.
Se hoje essas curvas sao chamadas de seccoes cOnicas, deve-se ao grande matemético

grego, pois ele as imaginou secionando trés superficies conicas por meio de um plano
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perpendicular a geratriz da superficie conica.

As conicas segundo Menaecmus

Segundo Boyer (1974), Menaecmus, obteve suas curvas de forma mecéanica,
e ao contrario do que se faz hoje, ele usava trés tipos de cones, conforme o angulo da

superficie conica, seccionando-os por um plano perpendicular a geratriz do cone:

Primeiro: quando o angulo é reto, tem-se uma parabola.

Figura 2.3: Pardbola de Menaecmus: se¢ao do cone reto

Fonte: Brolezzi e Talavera
Segundo: quando o Angulo é obtuso, tem-se uma hipérbole.

Figura 2.4: Hipérbole de Menaecmus: secao do cone obtusangulo

Fonte: Brolezzi e Talavera
Terceiro: quando o angulo é agudo, tem-se uma hipérbole.

Figura 2.5: Elipse de Menaecmus: secao do cone acutangulo

a < 90°

Fonte: Brolezzi e Talavera
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2.2 Contemporaneos a Apolonio de Perga

No periodo que viveu Apolénio, viveu também Arquimedes de Siracusa e Eucli-
des de Alexandria, esses sendo os maiores mateméticos da antiguidade classica. Segundo
Eves (2011, p. 10):

Os trés gedmetras gregos mais importantes da antiguidade foram Eucli-
des (cerca de 300 a.C.), Arquimedes (287-212 a.C.) e Apolonio (aproxi-

madamente 225 a.C.). Tudo que se fez até hoje em geometria tem sua
semente em trabalhos de algum desses trés grandes eruditos.

Apolénio de Perga (262 - 190 a.C.), escreveu um tratado definitivo sobre as
seccoes conicas. No seu trabalho, Apolonio reproduziu os conhecimentos de Menaecmus,
e acrescentou centenas de novos teoremas sobre as secgoes codnicas, obtidos de forma
puramente geométrica. Apoldnio elevou a Geometria grega de forma e de posicao a altura

méxima, mas para isso, bebeu nas ideias originais de um dos desbravadores desse tema.

2.2.1 Euclides de Alexandria

Os primeiros estudos sistematizados das conicas abarcaram as defini¢oes inici-
ais de Menaecmus, e a classificacao e nomenclatura dessas curvas seguiram a classificacao
dos cones usados para as definir. Desse modo, tinhamos a “se¢ao do cone acutangulo”,
a “secao do cone obtusangulo” e a “secao do cone reto”, para nos referirmos a elipse,
hipérbole e parabola respectivamente. Os termos “acutangulo”, “obtusangulo” e “reto”
indicava angulo entre duas geratrizes opostas no vértice do respectivo cone. Euclides e
Arquimedes, também usaram essa nomenclatura, que se manteve quase completamente.

As denominacoes atuais se devem a Apolonio

Segundo Eves (2011) o que Euclides escreveu sobre as conicas se perdeu. Foram
encontradas referéncias a uma obra de Euclides, num total de quatro livros, em que este
aborda o tema das conicas, cujos contetdos foram verificados por trabalhos de estudiosos

posteriores, notadamente, Arquimedes e Pappus.

Obras posteriores supoem que, como Os Elementos, as Conicas de Euclides
seriam também uma compilagao de conhecimentos ja existentes, principalmente das ano-

tacoes perdidas de Aristeu.

As conicas nesses trabalhos eram caracterizadas através do método de pro-
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Figura 2.6: Euclides de Alexandria

Fonte: https://www.infoescola.com/biografias/euclides/

porcoes, como os postos por Euclides num de seus livros, o Livro V dos Elementos, e
dai demonstravam suas propriedades fundamentais. Muitas dessas foram referidas por
Arquimedes como presentes nos “Elementos das Conicas”. Noutro de seus trabalhos, Nos
FENOMENOS, Euclides ainda observa que a “secido do cone acutangulo” é a secéo for-
mada por qualquer plano obliquo cortando qualquer cilindro ou cone, todavia ele nao

expandiu isso nem generalizou as outras segoes conicas.

Euclides fez pouco avango nos teoremas especificos no que se refere as secgoes
coOnicas, porém estabeleceu no seu trabalho as bases dos desenvolvimentos posteriores mais
significativos sobre o tema, esses alcancados por Apolénio e Pappus. Pappus estudou
entre os discipulos de Euclides em Alexandria, e ainda usou todo o trabalho Euclides
sobre as conicas como base dos primeiros livros do seu proprio tratado. Além disso, pelo
que parece, Apolonio se inspirou no sexto livro dos Elementos de Euclides para dar um

tratamento baseado em areas para caracterizar as conicas.

Euclides também seria o primeiro a trabalhar o problema dos lugares geo-
métricos de trés e quatro linhas, problema importante abordado por Apolénio, no livro
perdido dos Porismas, indicado por Pappus. Este problema foi de grande importancia
nao apenas nas evolugoes futuras do tratamento das secoes conicas, mas também no da

propria geometria.

Apesar de Euclides abordar, a seu modo, de forma exaustiva o tema das co-
nicas, os primeiros teoremas concatenados sobre essas curvas, confirmados e provados de
forma rigorosa, apareceram nos trabalhos de Arquimedes (c. 287 — 212 a. C.). As contri-
buigoes de Arquimedes eram de tal modo definitiva que houve quem acusasse Apolonio

de roubar seus teoremas para seu grande tratado, As Coénicas. Arquimedes em sua obra,
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faz as primeiras referéncias a afirmacoes contidas nos “Elementos das Conicas”, conheci-
mentos atribuidos a Euclides e a Aristeu, no entanto ele determina de forma brilhante
as areas de elipses e de segmentos parabolicos, estabelecendo inclusive a quadratura da
parabola. Arquimedes, no seu trabalho intitulado Sobre Conodides e Esferoides, se dedica

a um estudo das superficies de revolucao, incluindo as quadricas, e as suas secgoes.

2.2.2 Arquimedes

Como visto, a primeira série de teoremas sobre as se¢oes conicas confirmados
apareceram nos trabalhos de Arquimedes. Apesar de ser cerca de 20 anos mais velho que
Apolonio, Arquimedes é o tnico da antiguidade, que pdde fazer frente a este, e por isso,

ambos estao numa mesma secao neste trabalho.

Figura 2.7: Arquimedes de Siracusa

Fonte: http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/fisica/arquimedes.htm

Arquimedes de Siracussa(c. 287 — 212 a.C.), ver Figura (2.7), fez contribui¢oes

em diversas areas do conhecimento, como mostra essa pequena lista de seus trabalhos):

1. A medida de um circulo

2. A quadratura da parabola.

3. O contador dos graos de areia
4. O método

5. Psamites.
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6. Sobre a esfera e o cilindro.

7. Sobre as espirais.

8. Sobre o equilibrio das figuras planas.
9. Sobre os cones e os esferoides

10. Sobre os corpos flutuantes.

Esses sao alguns dos trabalhos atribuidos a Arquimedes. (BOYER, 1974;
EVES, 2011).

No tocante as secgoes conicas, como jé foi visto, nao fez mudangas nas denomi-
nacoes, se interessou, no entanto, em determinar propriedades particulares, nao de forma
sistematica e geral como o fez Apolénio, mas de natureza extremamente fundamentais e

rigorosas, como se pode ser visto na quadratura da parabola abaixo.
Quadratura da Parabola

A quadratura da parabola é um tratado sobre geometria plana reunindo
vinte e quatro proposicoes. Nele aparece o teorema: A drea de um segmento parabélico é
quatro ter¢os da drea do tridngulo inscrito de mesma base e de vértice no ponto em que a
tangente € paralela a base. Arquimedes faz sua prova utilizando um método geométrico,

sobre os qual nao entraremos nos detalhes.

Figura 2.8: Segmento parabélico

Fonte: https://sites.google.com/site/matematicaeureka

Na expressao

4

SACB = gSABCv

Sacp representa a area do segmento parabolico ACC' e Sjpc representa a area do trian-

gulo ABC', ambos constantes da Figura (2.8).
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2.2.3 Apoldnio de Perga

Apoldnio de Perga, matemético grego que viveu durante os tltimos anos do
século IIT até principios do século IT a.C. Autor do insuperéavel Tratado das Secgoes Co-
nicas, que é considerado como uma das principais obras cientificas da Antiguidade, o que
lhe concedeu o direito de ser uma das mais eminentes figuras da ciéncia grega no campo

da geometria pura.

Figura 2.9: Apolonio de Perga
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Fonte: https://fatosmatematicos.com/2018/01/13/apolonio-de-perga/

Como ja vimos, antes de Apolonio, ver Figura (2.9), a elipse, a parabola e a
hipérbole eram obtidas de forma independente como secgoes de trés tipos diferentes de
cone circular reto, sem que se notasse uma relagao de maior proximidade entre as trés
curvas, que eram imaginadas surgindo da interacao de um plano com cada um de trés
cones, de acordo com o angulo do vértice: agudo, reto ou obtuso. Apolonio foi o primeiro
a mostrar que nao seria necessario tomar se¢oes perpendiculares a um elemento do cone e
que de apenas um tnico cone era possivel obter todas as trés espécies de secoes, bastando
para isso, variar-se a inclinacao do plano da seccao, percebendo-se assim a relagao das

curvas umas com as outras.

Portanto, a Apolonio de Perga deve-se o primeiro estudo sistemético e abran-
gente sobre as conicas em geral. Ele nasceu em Perga na Asia Menor, fez estudos em
Alexandria na escola platonica dos herdeiros de Euclides. Todavia, sabe-se muito pouco
sobre a sua vida, mas o seu trabalho influenciou de forma permanente o desenvolvimento
da Matemética, em especial pelo seu célebre tratado As Cénicas. Obra composta de oito

volumes, constitui um estudo quase exaustivo das sec¢oes planas de um cone de revolu-
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¢ao. A maestria com que Apolonio faz a demonstracao de uma infinidade de teoremas
recorrendo apenas aos métodos puramente geométricos de Euclides, até hoje é motivo de

Admiracao.

O "Pai das Conicas", Apolonio apresentou pela primeira vez muitas das pro-
priedades dessas curvas, por exemplo: Se um ramo de uma hipérbole intersecta os dois
ramos de uma outra hipérbole, o ramo aposto da primeira hipérbole nao encontrard ne-

nhum dos ramos da sequnda em dois pontos.

Apolénio, como citado acima, foi contemporaneo de Arquimedes e é consi-
derado um dos mateméticos gregos de maior originalidade. Boyer (1974) afirma, que
"Da Antiguidade Cléssica, notéveis matematicos se destacaram, como Pitagoras, Eucli-
des, Arquimedes. No entanto, quem mereceu dos antigos o glorioso epiteto de “O Grande

Geometra” foi Apolonio. Desafortunadamente, boa parte de seus escritos desapareceram."

Portanto, Apolonio foi e é considerado um dos mais originais e profundos
matematicos da Grécia, assim, nao é de se admirar que os estudiosos do assunto afirmem

que a Matematica dos nossos dias se deve em grande parte a Apolénio de Perga.

O Professor Jacir J. Venturi se aventurou em fazer o seguinte epitome de As

Coénicas de Apolonio, alegando, claro, compreensivel superficialidade:

1. As secOes conicas nao possuiam uma terminologia apropriada. Foi Apolénio quem
introduziu os nomes elipse e hipérbole. A palavra parabola deve-se, provavelmente,

a Arquimedes.

2. Pela primeira vez Apolonio mostrou que de um tnico cone podem ser obtidas a
elipse, a parabola e a hipérbole, simplesmente variando a inclinagao do plano de

secao.

3. Até entao, o cone utilizado era de uma s6 folha. Introduzindo o cone duplo (de duas
folhas), Apolonio apresenta a hipérbole como uma curva de dois ramos, que nos é

familiar.

4. As propriedades das curvas nao diferem conforme sejam obtidas em cones retos ou

obliquos.

5. Embora Apolénio nao se reportasse a um sistema de eixos (em Geometria Analitica

ditos cartesianos), via de regra, utilizava um par de didmetros conjugados como
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equivalentes aos eixos obliquos.

6. Apolonio conhecia a hipérbole equilatera, a hipérbole referida as assintotas, o polo

e a reta polar de um ponto externo a conica.

7. O matematico de Perga descreve um profundo estudo sobre tangentes e normais a

uma conica.

2.3 Periodo ap6s Apolonio de Perga

Conforme o que descreve Eves (1994), depois de Apolonio, a geometria grega
passou a declinar. Varios foram os fatos que antecederam o enfraquecimento da influéncia
grega no campo do conhecimento. No ano 47 a.C., devido a um incéndio na esquadra egip-
cia ancorada no porto de Alexandria, a biblioteca de Alexandria foi afetada, consumindo
cerca de 500 mil textos. Apesar desse fato, Alexandria continuaria a deter a condigao de

capital cultural do mundo.

Podemos ver também, sobre o declinio da matematica grega, Fves afirmar:

Com a morte de Apolonio, a época de ouro da Geometria grega chegou
ao fim. Os gedmetras que se seguiram, pouco mais fizeram do que pre-
encher detalhes e talvez desenvolver independentemente certas teorias
cujos germes ja estavam contidos nos trabalhos de mateméticos que os
antecederam [16]. Dentre esses gedmetras destacam-se Menelaus (c. 100
a.C.), Claudio Ptolomeu (127 - 150 d.C.) e Pappus (c. 300 d.C.), por
terem feito grandes aplica¢oes da Geometria. (Eves, 1992, p.11)

Pappus viveu cinco séculos apos Apoldnio, depois dele, teoremas sobre conicas
apareceriam de forma discreta em trabalhos puntuais como os de Blaise Pascal, no século

XVII e Germinal Pierre Dandelin, no século XIX.

2.3.1 Pappus de Alexandria

Depois de um longo periodo sem que apresentasse um matematico do quilate
dos antigos, a Grécia produziu um geémetra de génio que se debrucou sobre os problemas
das conicas, Pappus de Alexandria (300 — 350). Na maior parte dos seus trabalhos,
Pappus se refere aos estudos de seus antecessores. Em obras como Coletdnea e o Tesouro
da Andlise se depreende o conhecimento indireto e possiveis reconstitui¢oes de muitos dos

trabalhos perdidos de Euclides, como os Porismas e as Conicas, além do oitavo livro das
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Coénicas de Apolonio, também perdido. Pappus é considerado um grande comentador das
obras matemaéticas de seus antecessores, e foi numas de suas compilagoes que apareceu

pela primeira vez a propriedade foco — diretriz das conicas, que ele atribuiu a Euclides e

nao a Apolonio. (BOYER, 1974; EVES, 2011).

Figura 2.10: Colegao Matematica de Pappus (edi¢ao de 1589)
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M. D. LXXXIX.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Pappus de Alexandria

No seu trabalho, Colegao Matemdtica, ver Figura (2.10), um tratado em grego
composto em oito livros, de extrema importancia, pois, essa obra continha informacoes
inéditas para época e é hoje imprescindivel para a histérica da Matematica grega. E
possivel encontrar nele provas novas e lemas suplementares para as obras de Euclides,
Arquimedes, Apolonio e Ptolomeu. Infelizmente o primeiro, e parte do segundo volume
dessa obra perderam-se, mas no que se tem, pode-se encontrar relatos e novas provas e

temas suplementares para varias proposicoes desses grandes estudiosos.

Pappus descobriu vérios teoremas precursores da Geometria Projetiva, pes-
quisou o chamado Problema de Dido ou Isoperimétrico. Pappus tentou generalizar o
chamado Problema de Apolénio, e acabou assim dando sua principal contribuicao a geo-
metria, discutindo o problema do lugar geométrico de trés e quatro linhas, e seus estudos
posteriores para mais linhas. Esse problema de lugar geométrico, em linguagem moderna,

pode ser exposto desta maneira:
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Pede-se o lugar geométrico de um ponto P, sabendo-se que as distincias p1,
P2, p3 e py de P a quatro retas dadas sejam proporcionais, isto €, p1ps = kpsps , sendo k

uma constante.

A solucgao do problema é, como concluiu Apolonio, uma secao conica. Para as
versoes do problema com 5, 6 ou mais linhas, devido a nao haver solucao com uso de apenas
régua e compasso, o que Descartes vai provar no século XVII, Pappus encontrou solugoes
aproximadas, obviamente. Apesar da beleza extrema do tema, e do rico esforco de Pappus,
seus contemporaneos nao conseguiram ou nao quiseram avancar com o desenvolvimento

de seus trabalhos.

J& no século XVII, num movimento caracterizado por uma busca de inspiracao
nos autores classicos, apos recuperar os textos de Pappus, Descartes atacou o entao cha-
mado “Problema de Pappus”. Inspirado por novas ideias, apoiado por uma algebra mais
maleavel, Descartes desenvolve os embrioes da geometria analitica, e nao apenas resolve
o problema de 4 linhas na sua Geometria de 1637, mostrando que esse era redutivel a
solugao de uma equagao de segundo grau, tendo como caso particular linear o problema
de 3 linhas, mas também mostra que, para 5 linhas, a solugao correspondente a resolver
uma equacao de terceiro grau, impossivel portanto, construir a figura correspondente com
régua e compasso. Descartes fez linhas corresponder a equagoes, inclusive as de graus

mais elevados, e assim nascer o método cartesiano.

Vemos assim que as conclusoes de Pappus foram diretamente ponto de partida
para a invencao da geometria analitica por Descartes, aproximadamente treze séculos
depois. Portanto, pode-se sentir na matemética de nossos dias a influéncia das ideias

advindas com as cOnicas.

2.3.2 Germinal Pierre Dandelin

Germinal Pierre Dandelin (1794 - 1847) foi um matematico belga, professor,
militar e engenheiro. Seu pai, era francés, mas sua mae veio de Hainaut, hoje, na Bélgica.
Dandelin estudou em Ghent, em seguida, em 1813, entrou para a Ecole Polytechnique, em
Paris. Ao longo de sua atribulada vida politica, que influenciou sobremaneira sua carreira
cientifica, Dandelin tornou-se cidadao holandés, e, quando forcas politicas contrarias as

suas dominaram a Franca, ele se mudou para a Bélgica.
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Figura 2.11: Germinal Dandelin

Fonte: http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/PictDisplay /Dandelin.html

Desde cedo Dandelin teve seus interesses matematicos voltados para a geome-

tria, é dele o importante teorema de 1822 vinculado as sec¢oes conicas:

Consideremos uma elipse, obtida como intersecgao de um plano o com um
cone de revolugao C , e duas esferas tangentes ao plano e ao cone no seu interior. Entao

os dois pontos de contato do plano com as esferas sao os focos da elipse.

Figura 2.12: Esferas de Dandelin
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Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Dandelin _spheres.jpg

Em 1826 ele fez a generalizagao desse teorema hiperboldide de revolugao, ao

invés de um cone:

Consideremos duas esferas tangentes a um hiperboloide de revolugcao, e um
plano « , tangente a essas esferas nos pontos F e f . FEntdio o plano « intersecta o

hiperboldide sequndo uma conica de focos F e f .

Dandelin também contribuiu para a projecao estereografica, estatica, algebra
e teoria da probabilidade. Os teoremas de Dandelin foram os tltimos teoremas relevantes

relacionados a visao classica das conicas, sendo ele, o extremo de uma origem comegada
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Figura 2.13: Esferas de Dandelin

Fonte: http://cmup.fc.up.pt/cmup/pascal/Dandelin.html

por Menaecmus. (BOYER, 1974; EVES, 2011)

2.4 O problema de Apoldnio

O problema de Apolénio e a respectiva solugdo vém numa das obras perdidas
de Apolénio, Sobre tangéncias, que é uma daquelas da qual s6 temos a descricao feita por

Pappus. Este problema consiste no seguinte:

Dados sucessivamente trés elementos quaisquer entre pontos, retas
e circulos, com certas posicoes, tragcar um circulo que seja tangente a cada um

desses elementos.

Figura 2.14: Problema original de Apolénio

cece

Fonte: https://www.obaricentrodamente.com/2013/04/0s-10-problemas-de-apolonio.html

Na figura 2.14, vemos que uma circunferéncia é a solu¢ao para problema ori-

ginal de Apolonio.

Originalmente, segundo Eves (1994), os elementos eram trés circulos, ver Fi-

gura (2.14), no entanto, por ser um problema instigante, geémetras posteriores deram
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todas as solucoes possiveis, num total de 10.
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3 Forma analitica das cdnicas

As conicas podem ser definidas de trés formas, conforme consideremos a geo-

metria espacial, a plana, ou a analitica.

Figura 3.1: Se¢oes do Cone: Circulo, Elipse, Parabola e Hipérbole

Fonte: http://pensevestibular.com.br/category/topicosdematematica/geometria-analitica/conicas

Secgdes de um cone por um plano (Geometria Espacial)

1. ELIPSE: plano corta somente um dos ramos do cone e nao é paralelo a geratriz

(forma uma figura finita);

2. HIPERBOLE: plano corta os dois ramos do cone; as partes de “baixo” e de “cima’”

(forma uma figura infinita).

3. PARABOLA: plano corta somente um dos ramos do cone e é paralelo & geratriz

(forma uma figura infinita).
Lugar geométrico (Geometria Plana)

1. ELIPSE: Lugar geométrico dos pontos do plano cuja soma das distancias até dois

pontos Fi e F3 é constante.

2. HIPERBOLE: Lugar geométrico dos pontos do plano cuja diferenca, em valor ab-

soluto, das distancias até dois pontos Fj e F; é constante.

3. PARABOLA: Lugar geométrico dos pontos do plano cuja a distancia até um ponto

F' ¢é igual a distancia até uma reta r.
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Solugoes de equagao polinomial do segundo grau (Geometria Analitica)
Na geometria analitica plana, as conicas sao dadas como solugoes da seguinte

equacao polinomial do segundo grau a duas variaveis:

Coénica = {(z,y) € R? tais que Ax? + By* + Cxy + Dx + Ey + F = 0} (3.1)

A classificacao das solugoes desse polindémio do segundo grau em z e y, equacao
3.1, é feita em duas etapas: eliminagao do termo bxy, por rotacao; eliminagao dos termos

lineares, por translagao.

3.1 René Descartes

René Descartes, no século XVII langa sua Geometria, um apéndice de O Mé-
todo, na qual aborda de forma genial o problema de Pappus, derivado do problema de
Apolonio, e o resolve com maestria, mostrando assim o poder que tinha a nova forma de

abordar os problemas geométricos através da algebra.

Figura 3.2: René Descartes
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Fonte: https://fr.wikipedia.org/wiki/René Descartes

Segue uma apresentagao do problema, acompanhada da solucao de Descartes.
Problema de Pappus:

Sejam dadas as quatro linhas AB, AD, EF, GH, encontrar um ponto C tal
que, dados dngulos x, y, z e t, linhas possam ser tracadas de C até AB, AD, EF, GH
fazendo dngulos z, y, z, t respectivamente, tal que CB - CF = CD - CH, veja Fig. 3.3.

Mazs ainda, tracar e conhecer a curva contendo tais pontos.

Descartes inova no tratamento desse problema reduzindo-o a duas varidveis, o
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que permite, atribuindo-se valores a uma delas, determinar os valores correspondentes da

outra variavel e, a partir dai, conhecer o lugar geométrico dos pontos.

Figura 3.3: Problema de Pappus

Fonte: (VAZ, 2010)

Solucao. Pela primeira vez, Descartes aplica seu método na resolucao desse problema:

Primeiramente, supondo o problema resolvido e, para sair da confusao
de todas estas linhas, considero uma das dadas e uma das que ha que
encontrar, por exemplo, AB e C'B, como as principais, as quais trato de
referir todas as outras. Designe por x o segmento de linha AB compreen-
dido entre os pontos A e B; e seja C'B designado por y; e prolonguem-se
todas as demais linhas até que cortem também estas duas, prolongadas
se necessario e se nao lhe sao paralelas; como se vé elas cortam a linha
AB nos pontos A, E, G e a linha BC nos pontos R, S,T. Ora bem, como
todos os dngulos do tridngulo ARB sao dados, a proporgao dos lados AB
e RB é também dada, e indico-a como de z para b; de maneira que repre-
sentando AB por x, RB seré bx/z e a linha total CR sera y + bx/z, pois
o ponto B cai entre C' e R; se R caisse entre C' e B seria CR =y —bzx/z
e se cafsse entre B e R, seria CR = —y + bx/z. Analogamente, os trés
angulos do triangulo DRC sao dados e, por conseguinte, também a pro-
porgao que ha entre os lados CR e CDF, indico como z para ¢, de modo
que sendo CR = y+bx/z, serd CD = cy/z+bcx/2%. Apos isto, como as
linhas AB, AD, e EF sao dadas em posicao, a distdncia entre os pontos
A e E também é dada e, designando- as por k, ter-se-4 EB igual a x + k;
que seria k — x se o ponto B caisse entre F e A; e —k + x se F caisse
entre A e B. E como todos os angulos do tridngulo ESB sdao dados, e
estabelecendo que BFE esta para BS assim como z estd para d, tem-se:
BS = (dk +dx)/z e alinha CS é (zy + dk + dx)/z. Se o ponto S caisse
entre B e C seria CS = (zy — dk — dz): e quando C cai entre B e §
teremos C'S = (—zy + dk + dz)/z. Além disso os trés angulos do trian-
gulo F'SC' também sao conhecidos, e portanto, é dada a propor¢ao de
CS para CF, que z para e, e serd CF = (ezy+dek+dex)/2* . Analoga-
mente, AG ou | é dada e BG é I — x, pois no tridngulo BGT é também
conhecida a propor¢ao BG: BT = z/t, teremos: BT = (fl — fx)/z,
sendo CT = (zy + fl — fx)/z. Agora, como a proporgao de T'C' para
CH esta dada pelo tridngulo TCH, fazendo-a como z para g, tem — se
CH = (gzy + fgl — fgx)/z*> *. (DESCARTES apud VAZ, 2010 p.13 e
14)
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Conforme a solucao de Descartes, substituindo em C'B.CF = CD.CH, encontramos,
na nomenclatura atual, uma equacao do segundo grau em z e y. Atribuindo valores a
qualquer uma das variaveis, encontramos o correspondente valor da segunda. Isso nos
permite determinar uma infinidade de pontos e, a partir deles poderemos construir a

curva que representa o lugar geométrico.

Essa resolugao do problema de Pappus dada por Descartes é reconhecida como

a base para o desenvolvimento da Geometria Analitica.

3.2 Equacoes cartesianas das coOnicas

As conicas sao curvas planas obtidas da intersecao de um cone circular com
um plano, e sendo dividas em conicas nao-degeneradas, que seriam a elipse, hipérbole e
parabola, e as conicas degeneradas que incluem um tnico ponto e um par de retas. A
Circunferéncia, ¢ um caso particular de elipse, como sabemos, quando os focos coincidem

com o centro.

Entre os muitos tipos de equagoes que uma conica pode ter, a depender do
sistema que se toma por referéncia, seja o polar, um par de retas concorrentes, entre
outros, vamos abordar suas equacoes no sistema cartesiano ortogonal, por ser esse sistema

apresentado aos nossos estudantes desde o Ensino Fundamental.

Pois entao, dito isso, chamamos de Conica o conjunto de pontos no plano

cartesiano ortogonal que se estabelecem a equagao:

Az + Bry+Cy?* +Dx+ Ey+ F =0 (3.2)

onde esta equacao é completa quando todos os termos A, B, C', D e E sao reais e nao
nulos. E possivel provar que a equacdo 3.2 represetara uma elipse, hipérbole ou parabola

conforme o fator B> — 4AC seja nulo, positivo ou negativo.
De acordo com isso, a equagao 3.2 respeita a seguinte correlacao:
a) Se B? —4AC = 0, entdo tem-se uma parabola;
b) Se B? —4AC > 0, entao tem-se uma hipérbole;

c) Se B? —4AC < 0, entao tem-se uma elipse.
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3.2.1 Elipse

Definicao 3.1. A Elipse é formada pelos pontos P no plano tais que a soma das distancias

de P a dois pontos fixos F} e F3, que sao os focos, é constante

Ou seja, se F1Fy = 2¢, entao a elipse é o conjunto de todos os pontos P tais

que:
PFy + PFy =2a, com a > c. (3.3)
Figura 3.4: Elipse
BZ
P
F, R
Bl
Fonte: Da autoria
Sao seus elementos:
e C ¢é o centro
e A, Ay, By e By vertices
o [l e F, focos
e A Ay = 2a eixo maior
e BB, = 2b eixo menor

o I F5 = 2¢ distancia focal

Proposigao 3.1. Se os focos da elipse sao Fy = (—¢,0) e Fy = (¢,0) entdo sua equagio

é:
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Proposicao 3.2. Se os focos da elipse sao Fy = (0, —c) e [, = (0,¢) entdo sua equagio

é:

Nestes dois casos temos que b = v/a? — 2.

Figura 3.5: Elipse com focos no eixo x

y
b B,
A
1 F F A
® 1 ® 2 2
—a —c 0 c a X
—b B1

Fonte: Da autoria

Demonstragao: Sabemos que a elipse, figura 3.5, é o conjunto dos pontos P = (z,y)

que satisfazem a equagao 3.3 da definicao. Portanto, temos:

PF, + PFy, =2a =

VE+e+ =02+ V(@ —c?+y-02=20=
(x+e)2+y2=2a— /(v —c)2+y?
Elevando ao quadrado e desenvolvendo os termos, temos:
(r+c)+y*=4a* —da/(x — )2+ 92+ (2 — o) + o =

Isolando o radical
dar/(z — ¢)? +y? = 4a® — 4cx

Dividindo por 4 e elevando ao quadrado

a*(z® = 2cx + & +y°) = a* — 2d°cx + P2? =

a’x? — 2d%cx + a’? + a*y? = ot — 2dPcx + Pt =
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a’r? — At 4 d*yP = adt — PP =

(a® — )a? + a’y* = (a® — *)a® (3.4)
Mas como a® — ¢? = b%, a equacao 3.4 fica assim:
Ba? + 2y = a2
Dividindo ambos os lados por a?b?, obtemos
2 2

a? Ly
St =1 (3.5)

A equagao 3.5 é denominada equacao candnica ou equagao reduzida da

elipse que tem centro na origem do sistema cartesiano e focos localizados no eixo x.

De forma analoga, pode-se mostrar que uma elipse que tem centro na origem

e focos no eixo y, vide figura 3.6, tem equacao:

x_+y_:1 (3.6)

Fonte: Da autoria

A excentricidade da elipse é o valor e = —, como ¢ < a a excentricidade sera
a

um valor real nao negativo menor que 1. Note que quando F; = F3, a elipse se torna uma



Hipérbole 35

circunferéncia de raio a. Em tultima analise a elipse é a curva que se obtém seccionando-se
um cone com um plano que nao passa pelo vértice, nao é paralelo a uma reta geratriz e

que corta apenas uma das folhas da superficie.

Exempro: Dada a elipse de equacao 1622 + 9y? = 144, calcule sua equacao canonica e

sua excentricidade.

a) Para determinar a equagao reduzida dessa conica deve dividir todos os membros por
144:
1622 n 9y? 144
144 144 144’

o que nos da
72 . 2
9 1

| <

= 1.

(=]

b) Da equagao reduzida obtemos:

a?=16=a=14

P¥=9=0b=3.

Logo,
c=d+b =7,

ou seja, ¢ = V7 e, consequentemente,

“I%

3.2.2 Hipérbole

Definigao 3.2. A Hipérbole é formada por um conjunto de pontos P = (z,y) do plano,
onde o médulo da diferenca entre as distancias de P entre os dois pontos fixos Fi e Fj,

denominados focos, é constante.

Em outras palavras a hipérbole é uma curva com dois ramos, onde o valor
absoluto pode ser desconsiderado desde que notemos a diferenca entre a maior e a menor

distancia. Entao:

|dist(P, Fy) — dist(P, F3)| = 2a em que a < ¢

Seus elementos sao:
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Figura 3.7: Hipérbole

Fonte: Da autoria

C é o centro;

Ay, Ay sdo os vértices;

Fy e F; sao os focos;

A1 Ay = 2a é o eixo real;

BBy = 2b é o eixo imaginéario;

F\Fy = 2¢ é a distancia focal;

e Relagao notavel do triangulo C Ay By: ¢ = a® + b?.

Proposicao 3.3. A equagao de uma hipérbole que tem como focos os pontos Fy = (—¢,0)

e Iy =(c,0) é:

Demonstragao: A hipérbole é o conjunto dos pontos P = (z,y) tais que
dist(P, Fy) — dist(P, F3) = +2a.

Assim,

|F2P]| = || 2P| = £2a.

Nesse caso, temos que

(x+c)2+y?>—(x—c)+y?>=2+2a
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Figura 3.8: Hipérbole no plano cartesiano

Fonte: Da autoria

e, elevando-se ambos os membros ao quadrado e fazendo-se as devidas simplificagoes,
obtemos

(a® — A2 + a®y? = a*(a® — ).

Como a < ¢, temos ¢ —a? > 0. Portanto, b = v/c2 — a2 e dividindo-se ambos os membros

desta tltima igualdade por —a?b? = a?(a® — ¢?), obtemos

Isolando-se y na equagao da hipérbole obtemos

b
y=t—Vvr2— a2
a

b 2
y::t—x\/l—a—z.
a x

Quanto maior o valor de x, mais préoximo de 1 fica o radical no segundo membro. Assim,

Para = > 0, pode-se escrever

b
quando x — 0o, y — +—x. O mesmo ocorre para z < (. As retas
a

b
rlzy:ax e ngy:—ax

sao denominadas de assintotas da hipérbole.

Os pontos A; e Ay sao chamados de vértices da hipérbole e a reta que passa

. .. ) c
pelos focos é chamada de eixo focal. A excentricidade é e = —.
a
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Exempro: Dada a hipérbole de equacao 1622 — 25y = 400, pede-se que se determinem

sua equacao candnica e sua excentricidade.

a) Didivindo-se ambos os membros por 400, obtemos

162 25y 400
400 400 400’

0 que nos da

b) Da equagao reduzida obtemos que a = 5 e b =4. Assim,
F=a*+b0="=25+16=41= c= V4l

e, consequentemente,

e =

VAl
—

¢
a
3.2.3 Parabola

Definigao 3.3. Uma parabola ¢ o conjunto dos pontos P = (z,y) do plano equidistantes

de uma reta r e de um ponto F', denominado foco, nao pertencente a r. Assim,

dist(P, F) = dist(P,r).

Figura 3.9: Parabola

Fonte: Da autoria
Proposigao 3.4. A equagao de uma pardbola de foco F' = (p,0) e reta diretrizr: x = —p
é

y? = 4dpa.
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Proposicao 3.5. A equagao de uma pardbola de foco F' = (0,p) e reta diretrizr: y = —p
é

z? = 4py
Demonstragao: A parabola ¢ o conjunto dos pontos P = (x,y), tais que

dist(P, F) = dist(P,r)

Figura 3.10: Parabola no plano cartesiano

Y

P(x,y)

- ) e e e e e e e e e e e e e -

Fonte: Da autoria
Neste caso, denotando por P’ o ponto (0, p), temos que
dist(P,r) = dist(P, P')

e, consequentemente,

V(@ =02+ —p)2=V(@—2)?2+{y—(-p?
fornecendo-nos
2?4+ (y—p)°=Wy+p)?
de onde se extrai

22 = 4dpy

O outro caso é analogo. |

O ponto P, de uma parabola mais préximo de sua reta diretriz é denominado

de vértice da parédbola.
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Exempro: Dada a parabola de equacao y? = —8x, calcular as coordenadas do seu foco.

Solugao: Sendo z o eixo de simetria, temos F' = (p,0). A equagio y?> = —8z ¢ da forma

y? = 4px e, comparando-se os coeficientes, temos que
dp= -8 =p=—2.

Entao, F' = (—2,0).

3.3 Definicao das conicas conforme a excentricidade

Denomina-se conica o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja razao
entre as distancias a um ponto fixo F' e a uma reta fixa d é igual a uma constante nao
negativa e. O ponto fixo F' é chamado de foco, a reta fixa d de diretriz e a razao

constante e de excentricidade da conica.

Veremos adiante que:

(1) Se e =1, ent@o é uma parabola.
(77) Se 0 < e < 1, entdo é uma elipse.

(i13) Se e > 1, entao ¢ uma hipérbole.

Figura 3.11: Conica definida conforme a excentricidade

T

x=d
diretriz

Fonte: http://www.dmm.im.ufrj.br/projeto/rived/modulo excentricidade/excen teoria.html
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Proposicao 3.6. Sejam fixados no plano uma reta r e um ponto F que nao pertence a

r. O conjunto I' dos pontos P = (x,y) do plano tais que
dist (P, F) =e-dist (P,r),

onde e > 0 é uma constante, é uma conica.

Demonstracao: Do que vimos, se e = 1, entao I' é uma parabola. Consideremos, pois, o
caso em que e > 0, e # 1. Assim, fazendo-se d = dist(F,r), tomemos um sistema de eixos

no qual r seja a reta vertical r: x = % e F tenha coordenadas (p,0). Teremos, entao,
e
de? de?
p = se a reta r estiver a direita de F' e p =
1 —e2 e2 —

de F. A igualdade

se a reta r estiver a esquerda

dist (P, F) =e-dist(P,s)

onde P = (z,y), pode ser colocada soba forma

V=P e

P
62

Elevando-se ambos os membros desta igualdade ao quadrado, apds simplificagoes temos

1
(1-€*)a®+y*=p° (62_1>

que pode ser escrito na forma

B —
p*(1—¢)
2

Se 0 < e < 1, esta é a equagao de uma elipse e, se e > 1, serd de uma hipérbole. [

3.4 Rotacao e translacao das conicas

Proposigao 3.7. (Rotagao) Consideremos um sistema cartesiano com coordenadas or-
togonais Oy, onde se mantém fixa a origem O. Faz-se uma rotacdao nos eizos Ox e Oy
de um mesmo dangulo 0 no sentido anti-hordrio para que, dessa maneira, obtenhamos um

novo sistema x'Oy’. Se (2',y') sdo as coordenadas de (x,y) neste novo sistema, entao

x = 12" cosf —y sinb,

y = 2'sinf + ¢ cos 0.
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ExEmPLO: A equacao
52 4 62y + 5y* — 8 =0

representa uma elipse no sistema zOy. Calcule a equagao apo6s a rotagao de eixos de

0 = 45°

Solugao: Temos que

2 2 2
x = 2’ cos45° — 1 sin 45° = ix' - \/——y' = £ (' =)
2 2 2
e que
2 2 2
y = 2’ sin 45° —i—y/cos45° = gx’-k gy’ — §< ’_|_y’)

Substituindo x e y por seus valores na equacao dada temos:

5[\/75(/_y/) ?(ml_y/)] [\/_5(/+y/)

Desenvolvendo e simplificando, temos:

2
—8=0

S

+6 +5 |5 (@' +9)

[\)

41_/2 +y/2 — 4

Proposicao 3.8. (Translagao) No plano cartesiano xOy um ponto O = (xo,v0), que
introduza um novo sistema x'O’y’ de tal modo que O’ seja a nova origem e o eixo O'x’
tenha o mesmo sentido e diregio de Ox e O'y' tenha o mesmo sentido e direcao de Oy.

A formula de translagao é:
x=x0+2
y=1y+y
ExeEmpLo: Considere a circunferéncia de equacao
22+ —6r—8y+21=0

no sistema xQy. entao é pedido para que se realize uma translacao de eixo de modo que

a nova origem seja 0" = (3,4) e se calcule a nova equagao para a circunferéncia.
Solugao: Usando a féormula de translagao, obtemos
r=2+3y=19y +4
Substituindo x e y na equacao da circunferéncia, temos:
(2 +3)*+ (Y +4)> —6(2' +3) —8(y' +4)+21=0

Desenvolvendo, obtemos

x/? 4 y/2 — 4.
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4 Ensino e Construcoes das Conicas

Dada a relacao estreita da matematica com a historia das civilizagoes e da
propria humanidade, muitos fatos sao desconhecidos ou tem sua origem associada a algum
fato cuja explicagao beira o fantasioso e com forte apelo mistico. Fatos como a duvida da
existéncia do proprio Pitagoras é notorio, assim como a motivagao pela origem do estudo

das conicas. (EVES, 1994; BOYER, 1974; ROQUE, 2012).

Diz-se que os deuses enviaram uma peste ao povo de Atenas. O povo
entao enviou uma delegagao ao oraculo de Delos para indagar sobre o que
poderia ser feito para apaziguar os deuses. Foi lhes dito que, se dobras-
sem o tamanho do altar ciibico de Apolo, a peste cessaria. Eles entao
construiram um novo altar, em que as arestas eram o dobro das arestas
do altar antigo. Mas, como as exigéncias dos deuses nao foram satisfei-
tas, a peste continuou. A historia nao revela o que acabou sendo feito
para apaziguar os deuses, mas é evidente que a peste acabou deixando a
cidade. (EVES, 1994, p.34)

As conicas, apesar de terem uma origem ligada a resolu¢ao de um problema
pratico, apos serem sistematizadas por Apolénio, nao se encontrou aplicacoes de imediato.
No entanto, como se sabe, constituem hoje uma ferramenta essencial para muitas areas

do conhecimento moderno.

Suas intmeras propriedades, unidas a suas formas de estética mais complexa
que a circunferéncia, fez com que gedmetras de alto escopo se dedicassem, ao longo dos
séculos, ao seu estudo. Hoje, mesmo com fartos exemplos de aplicagoes praticas, as conicas
ainda nao constituem um tema essencial no Ensino Basico brasileiro, conforme podemos

ver nesta passagem de orientacao para o estudo da geometria nos PCN-+ Ensino Médio

(BRASIL, 2002):

mais importante do que memorizar diferentes equagoes para um mesmo
ente geométrico, é necessario investir para garantir a compreensao do
que a geometria analitica propoe. Para isso, o trabalho com este tema
pode ser centrado em estabelecer a correspondéncia entre as fungoes de
12 e 2° graus e seus graficos e a resolucao de problemas que exigem o
estudo da posicao relativa de pontos, retas, circunferéncias e parabolas.
(BRASIL, 2002. p 124)

Sabendo da importancia da matematica, a escolha de seus contetudos precisa
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considerar diferentes propoésitos para a formacao do estudante de Ensino Bésico, pois dele

espera-se:

que os alunos saibam usar a matematica para resolver problemas prati-
cos do quotidiano; para modelar fenémenos em outras areas do conheci-
mento; compreendam que a matemética é uma ciéncia com caracteristi-
cas proprias, que se organiza via teoremas e demonstragoes; percebam a
matemética como um conhecimento social e historicamente construido;
saibam apreciar a importancia da mateméatica no desenvolvimento cien-
tifico e tecnologico.” (BRASIL, 2006, p.69)

E nesse sentido que julgamos o tema deste trabalho relevante, pois como afirma

Boyer:

Foi a Matematica Pura de Apolénio que permitiu, cerca de 1800 anos
mais tarde, o Principia de Newton; este, por sua vez, deu aos cientistas
de hoje condigoes para que a viagem de ida e volta a Lua fosse possivel.
(BOYER, 1974, p. 114).

A importancia das conicas é assinalada em obras brasileiras, como podemos

ver nesta passagennn:

Séculos mais tarde, a obra de Apoldnio teria importantes aplicagdes nos
estudos de astronomia de Kepler e na teoria mecénica de Newton. Trata-
se de um exemplo notéavel de como uma teoria matematica produzida a
partir de motivagoes puramente filosoficas e estéticas pode se revelar
fundamental para o avango global da ciéncia e da técnica (MOL, 2013,
p.56)

H& muitas formas de abordar esse tema, algumas de suas propriedades podem

ser verificadas fisicamente, ou com auxilio de material variado. No entanto, como vem

ocorrendo com a geometria de maneira geral, que ja nao é abordada de forma classica,

o tema das conicas tem definhado ao longo dos anos, quase sumindo, ou desaparecendo

completamente do rol de contetdo vistos no Ensino Bésico. Para Venturi (2018) citando

Leibniz, Apolénio e Arquimedes tem grande destaque nas obras e feitos de outros pensa-

dores matemaéticos.

Portanto, vemos o quao importante ¢ trazer a tona esse assunto, nao apenas

como mero conceito, mas em abordagem que revela um pouco de sua rica histéria, assim

como fazendo uma apresentacao, mesmo que breve, das mentes por trias do desenvolvi-

mento de suas propriedades e aplicagoes.
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As conicas podem ser obtidas hoje de intimeras formas. A seguir, mostramos
como construir as conicas, com base em Hartung (2018), onde ha uma proposta expe-
rimental simples para construir as conicas (parabola, elipse e hipérbole) usando régua,
esquadro, fio, madeira e prego. Pode-se verificar as caracteristicas e propriedades das
coOnicas nesses modelos experimentais. Facilmente passiveis de exploragao nao s6 por pro-
fessores, mas principalmente por alunos. Cabendo ao docente o ajuste as atividades a

serem desenvolvidas em sala e fora dela.

4.1 Desenhando as conicas

Nesta secao é proposta uma forma experimental simples para construcao das
conicas (parabola, elipse e hipérbole) com régua, esquadro, fio, madeira e prego. Pode-se

verificar as caracteristicas e propriedades das conicas nesses modelos experimentais.

4.1.1 Uma construcao da elipse
Material necessario

1. Uma cartolina;

2. Uma prancha de compensado de 40 x 40 cm;
3. Dois pregos;

4. Martelo;

5. Lapis;

6. Barbante.

Etapas da construcao

1. Cola-se a cartolina FFGH no compensado ABCD, conforme a figura 4.1
2. Fincam-se dois pregos, que serao os focos da elipse, conforme a figura 4.2.

3. Fixam-se as pontas de um pedaco de barbante maior que F; F5 nos pregos, conforme

a figura 4.3.
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Figura 4.1: Construcao da elipse: colando a cartolina
A

Fonte: Da autoria

Figura 4.2: Construcao da elipse: fixagao dos pregos (focos)
A D

Fonte: Da autoria

Figura 4.3: Construcao da elipse: colocagao do barbante
A D

Fonte: Da autoria

4. Posiciona-se um lapis na cartolina tensionando o barbante com sua ponta, conforme

a figura 4.4



Uma construgao da hipérbole 47

Figura 4.4: Construcao da elipse: colocacao do barbante
A D

Fonte: Da autoria

Figura 4.5: Construcao da elipse: desenhando a elipse
A D

Fonte: Da autoria

5. Segurando-se firmemente o lapis tensionando o barbante, faz-se um giro de 360 °,

conforme a figura 4.5

4.1.2 Uma construcao da hipérbole
Material necessario

1. Uma cartolina;

2. Uma régua de 30 cm, preferencialmente uma régua que possua furos em suas extre-

midades;

3. Uma prancha de compensado de 40 x 40 cm;
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4. Dois pregos;
5. Martelo;
6. Lapis;

7. Barbante.

Etapas da construcao

Figura 4.6: Construcao da hipérbole: colando a cartolina
A D

Fonte: Da autoria

1. Cola-se a cartolina FF'GH no compensado ABCD, conforme a figura 4.6

Figura 4.7: Construgao da hipérbole: fixagao dos pregos (focos)
A D

H

FZ
°

Prego 2

Fonte: Da autoria

2. Fincam-se dois pregos onde vao ser os focos da elipse, conforme a figura 4.7.
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Figura 4.8: Construgao da hipérbole: fixacao do barbante na régua

Régua

Barbante

Fonte: Da autoria

Figura 4.9: Construgao da hipérbole: colocacao do barbante

A.E H.D

Fy

Prego 1 Prego 2

Lépis
Barbante

oG

I nd

Fonte: Da autoria

3. Fixa-se uma das pontas de um pedaco de barbante menor que o comprimento da

régua numa das extremidades da régua: 4.8.

4. Amarra-se a extremidade livre do fio em um dos pregos(foco) e coloca-se a extremi-

dade oposta da régua no outro prego(foco) da hipérbole, conforme figura. 4.9

5. Traga-se a hipérbole mantendo o lapis encostado na régua e o fio esticado. Depois
faga o mesmo invertendo a posicao da régua. 4.10
4.1.3 Uma construcao da parabola
Material necessario

1. Uma cartolina;
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Figura 4.10: Construcao hipérbole: tragado
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Fonte: Da autoria

2. Uma régua de 30 cm, preferencialmente uma régua que possua furos em suas extre-

midades;
3. Uma prancha de compensado de 40 x 40 cm;
4. Um esquadro escaleno;
5. Um prego;
6. Martelo;
7. Lapis;

8. Barbante.

Etapas da construcao

1. Cola-se a cartolina EFGH no compensado ABCD, conforme a figura 4.11
2. Finca-se o prego onde vai ser o foco da parabola, conforme a figura 4.12.

3. Prende-se uma das extremidades do barbante préoximo do angulo agudo do esquadro.

Para ficar firme, faz-se um furo no esquadro para amarrar o fio, ver Figura 4.13.

4. Corta-se o fio para que o mesmo tenha o tamanho do cateto maior do esquadro, e

amarra-se a extremidade livre do fio no prego, conforme figura 4.14.

5. Traca-se a parabola com o fio esticado, com o lapis encostado na esquadro, este

apoiado numa régua fixa, conforme figura 4.15
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Figura 4.11: Construgao da parabola: colando a cartolina
A D

Fonte: Da autoria

Figura 4.12: Construgao da parabola: fixagao do prego (foco)

Fonte: Da autoria

Figura 4.13: Construgao da hipérbole: fixacao do barbante no esquadro
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Fonte: Da autoria
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Figura 4.14: Construcao da parabola: fixagao do barbante no prego (foco)
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Fonte: Da autoria

Figura 4.15: Construgao parabola: tragado
_—-s)
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Fonte: Da autoria
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5 Algumas aplicagoes das cOnicas

5.1 Na Fisica: Gravitacao

Entre as muitas aplicagbes das conicas, na gravitagao, Johannes Kepler (1571-
1630), astronomo e matematico habilidoso, adepto do heliocentrismo, discipulo de Tycho
Brahe, este considerado o maior astréonomo observacional antes da invenc¢ao do telescopio,
descobriu! que as 6rbitas dos planetas ao redor do sol sao elipticas, e nao circulares, como

se pregavam. Este fato constitui a primeira lei de Kepler.

Figura 5.1: Johannes Kepler

Fonte: http://www.if.ufrgs.br/fis02001/aulas/aula_tykega.htm

E importante ressaltar que nem todos os objetos que se movimentam no espago
tém suas Orbitas elipticas, més curiosamente ja foram observados cometas que percorrem
trajetorias hiperbodlicas, os quais ao passarem perto de algum planeta com grande densi-

dade, alteram a sua trajetoria para outra hipérbole com um foco situado nesse planeta.

Um visitante muito raro passou pelo nosso sistema solar no més passado.
Era pequeno, um objeto com 400 metros de didmetro, mas veio de muito
longe, da constelagao da Lira. Observado pelo telescopio Pan-STARRS
1, situado no Havai, o A/2017 Ul é o primeiro objeto interestelar a ser
detectado cruzando o nosso sistema solar. Ao contrario dos cometas e
asteroides comuns, a trajetoria hiperbodlica e sua direcao indicam que o
A /2017 Ul ndo pertence ao nosso sistema solar e veio de longe, muito
longe.

1O que Isaac Newton viria a provar matematicamente em 1679 em seu Philosophiae naturalis principia

mathematica.
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Figura 5.2: 1.a lei: as 6rbitas dos planetas sao elipses tendo o Sol em um dos focos

Fonte: http://www.if.ufrgs.br/fis02001/aulas/aula_tykega.htm

H4 décadas que os astrénomos admitem a possibilidade de existirem co-
metas, asteroides e até planetas que escapam da atragao de seus sois
e ficam vagando pelo espaco interestelar. Mas um objeto assim nunca
tinha sido detectado fora dos romances de ficcao cientifica. O A/2017
U1 se aproximou do nosso sistema em um angulo quase reto com o plano
formado pelas 6rbitas dos planetas. No dia 9 de setembro ele passou por
entre Merctrio e o Sol e foi desviado pela gravidade solar. Viajando com
uma velocidade de 156.400 quilémetros horarios ele mudou de rumo, pas-
sou por entre Marte e a Terra em outubro e foi embora para as vastidoes
escuras de onde veio. (CALIFE, 2017).

Figura 5.3: Trajetoria hiperbolica do cometa A /2017 Ul

Fonte: http://diariodovale.com.br/colunas/um-visitante-do-espaco-interestelar

5.2 Na Engenharia e Arquitetura

Tanto na engenharia quanto na arquitetura, a matematica é fonte de inspiracao

e literalmente fonte de sustentacao.
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Figura 5.4: Fachada da Catedral de Brasilia

Fonte: flickr.com

Um caso muito conhecido é o projeto da cidade de Brasilia, cujas estruturas
de prédios e ruas foram inspiradas em formas geométricas. A fachada da Catedral de

Brasilia, ver Figura (5.4), lembra um hiperboldide.

Figura 5.5: Estrutura de Sustentacao em Aco

Fonte: wikipedia.com

Estruturas mais altas exigem uma base maior de sustentagao com maior rigidez

dada a altura, ver Figura (5.5).
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Figura 5.6: Estrutura de Sustentacao em Aco
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Fonte: wikipedia.com

Torre de refrigeragao de usina de energia (termoelétricas e nucleares) necessita
dissipar muito calor e para isto deve ser construida com material forte. Partindo de um
cilindro, cujas laterais sao formadas por arames, rodando uma das bases, obtemos um
hiperboloide de revolugao (uma superficie quadrica cujos cortes formam hipérboles) cujas
laterais sao segmentos de retas que podem ser feitos de barra de aco, formando uma
estrutura bastante resistente. Na Figura (5.6) ¢ possivel observar a disposigao dos cabos.
Para sustentar a estrutura reta de base pequena, dispoe de cabos tensionados em bases

circulares, oferecendo maior sustentagao na observancia das retas.
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6 Consideragoes Finais

Vimos neste trabalho que as conicas sao importantes conceitos da Matematica
cujas primeiras formas apareceram ainda na antiga Grécia, como resultado do esfor¢o dos

sabios daquela época, entre eles, Menaecmus e Apolonio.

O percurso histérico do desenvolvimento dos estudos sobre as secgoes conicas
mostrou-se bem rico com diversas participagoes de matematicos notorios até o ponto que
temos as secgoes cOnicas com a sustentagao de seus conceitos firmados na Geometria

analitica.

Foi possivel organizar historicamente os principais fatos e ideias que fomenta-
ram o desenvolvimento dos conceitos das secgoes conicas, além de localizar no tempo o

desenvolvimento desse conceito no préoprio desenvolvimento da Matemaética.

Mesmo sendo por meio das tecnologias uma forma atraente de tratar os concei-
tos matematicos, foi possivel pesquisar e organizar alternativas de construgao da hipérbole,
da parabola e da elipse. Essas construgoes mostraram-se acessiveis a professores e alunos,
o que permite também a exploracao e aprofundamento de conceitos proprios das seccoes

coOnicas.

Foi constatado a necessidade de estudo das seccoes no ensino basico, desde o
fundamental até o ensino médio, dada a sua importancia no ensino superior nas disciplinas
de base de muitas areas de formacgao como as Engenharias, a Arquitetura, a Fisica e a

propria Matematica.

Este trabalho contribui com o ensino bésico pois organiza e relata historica-
mente o surgimento do conceito das conicas, o que permite ao professor utilizar os fatos
e recursos histéricos como metodologia para o ensino de matematica. Contribui também
pois agrupa os conceitos das conicas e seu tratamento analitico mais atual para o ensino
bésico. Descrevendo historicamente, algebricamente ou analiticamente e graficamente os
conceitos das conicas, de forma despretensiosa, este trabalho sustenta-se como uma fonte

de consulta para docentes e discentes do ensino basico.
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