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Resumo

Nesta dissertacdo, apresento a construgao original de vértices BPS (Bogomol'nyi-Prasad-
Sommerfield) inerentes & um modelo de calibre Maxwell-C'P (2) oriundo do cendrio geral C'P(N —
1) (no qual considera-se N = 3, com N correspondente ao nimero de componentes do campo
C'P (2)), quando sujeito a presenca de um campo escalar adicional, real e neutro. Na sequéncia,
com foco em estruturas radialmente simétricas, construimos uma estrutura de primeira ordem
para o modelo, através do procedimento de Bogomol'nyi. A partir da minimizacao da ener-
gia total, obtemos expressoes gerais para a energia minima do modelo, cujo valor possui uma
contribuicao extra devido a presenca do campo neutro, e para as respectivas equacoes de pri-
meira ordem (equagoes BPS), na qual tanto a energia minima quanto as equagoes BPS passam
a depender diretamente da estrutura funcional da funcao dielétrica. A introducao do campo
escalar, que interage com o setor eletromagnético via uma funcao dielétrica nao-usual, produz
significativas modifica¢oes na forma dos vortices BPS resultantes, tais alteragoes sendo enten-
didas como a manifestacao de estruturas internas originadas pela presenca do campo neutro
adicional.

PALAVRAS-CHAVE: Defeitos topoldgicos, Sélitons, Teorias de Gauge, Formalismo BPS,

Vértices, Estrutura Interna.



Abstract

In this dissertation, I present the original BPS vortices (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield)
inherent in a gauge model Maxwell—-C'P(2) from the general scenario C'P (N — 1) (in which
N = 3, with N corresponding to the number of components of the C'P (2) field), when subjected
to the presence of an additional, real and neutral scalar field. Then, focusing on radially sym-
metrical structures, we construct a first-order structure for the model, using the Bogomol'nyi
procedure. From the minimization of the total energy, we obtain general expressions for the
minimum energy of the model, whose value has an extra contribution due to the presence of the
neutral field, and for the respective first order equations (BPS equations), in which both the
minimum energy while the BPS equations depend directly on the functional structure of the
dielectric function. The introduction of the scalar field, which interacts with the electromag-
netic sector via an unusual dielectric function, produces significant modifications in the shape
of the resulting BPS vortices, such changes being understood as the manifestation of internal
structures originated by the presence of the additional neutral field.

Key Words: Topological Defects, Solitons, Gauge Theories, BPS Formalism, Vortices, In-

ternal Structure.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de defeito topoldgico na Fisica estd intimamente ligado a quebra espontanea
da simetria de um sistema fisico, decorrente de uma transicao de fase a qual tal sistema foi
submetido. No contexto fisico, os defeitos topoldgicos surgem das transicoes de fase que geram
quebras espontaneas de simetria do sistema via o mecanismo de Kibble [1]. Matematicamente,
eles surgem como solugoes altamente estéveis de equagoes diferenciais nao-lineares [2], e s@o
classificados de acordo com a dimensao, recebendo o nome de sélitons.

No ambito da teoria cldssica de campos, os solitons topoldgicos originarios da quebra de sime-
tria sdo descritos como solugoes estaticas, estéveis e de energia finita (localizada em uma certa
regiao do espaco) de equagoes de movimento de sistemas nao-lineares. Usualmente, sélitons
surgem da quebra espontanea de um tipo de simetria continua.

Vale frisar que, a natureza da transicao de fase é que determina qual tipo de defeito é gerado.
Desse modo, podemos citar os defeitos tipo kinks, monopdlos magnéticos, cordas cosmicas e
vortices. Em [2]-[3], apresentamos trabalhos relacionados a cada tipo de defeito mencionado.
Nessa dissertacao, abordaremos com énfase somente do defeito topoldgico tipo vortice.

De modo geral, os sélitons sao oriundos da solucao das equagoes de segunda ordem de
Euler-Lagrange. Porém, em casos especiais, eles podem ser obtidos a partir da resolugao de
equagoes de primeira ordem. E. B. Bogomol'nyi em 1976 [4] e Prasad e C. M. Sommerfield
[5], desenvolveram um método que permite obter sélitons a partir da solu¢ao de equagoes de
primeira ordem, que ficaram conhecidas como equacoes BPS. As solucoes obtidas sao estdveis
e possuem energia total finita, sendo proporcional a sua carga topoldgica.

O método BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield) consiste em reescrever a densidade de

14



lagrangena como uma soma de quadrados perfeitos e um termo de derivada total. A partir
da integracao da densidade de energia sobre todo o espaco, obtemos a energia minima da
configuragao, ao impor que os termos quadraticos se anulam, originando as equacoes diferenciais
de primeira ordem, as equacoes BPS, cuja as solucoes satisfazem as equacoes de Euler-Lagrage,
sendo portanto solugoes legitimas do sistema.

Em particular, vértices sao solitons planares construidos em teorias de gauge abelianas
(24+1) dimensionais, sdo estaciondrios (nao evoluem no tempo) e possuem simetria rotacional.
Os vértices oriundos da quebra espontanea de simetria de gauge local sao de dois tipos: os
topoldgicos, que possuem carga topoldgica nao-nula, e os nao-topoldgicos, que possuem carga
topoldgica nula.

O primeiro estudo de configuragoes de vortices foi realizado no campo da hidrodinamica,
através do trabalho de Helmholtz [6], na qual mostrou-se que um fluido pode rotacionar em
torno de um eixo e esse movimento esta associado a uma grandeza chamada vorticidade, de-
finida como a circulagdo por unidade de drea de um dado ponto do fluido [7]. Na matéria
condensada, com a descoberta dos supercondutores do tipo II, e gracas ao trabalho de Abri-
kosov [8], que usando a teoria de Ginzburg-Landau, obteve solugoes nao-relativisticas e com
simetria rotacional.

O estudo de vortices em teorias de campos foi motivado devido a ocorréncia de tais estrutu-
ras no eletromagnetismo de Maxwell-Higgs, onde foram primeiramente estudados por Nielsen
e Olesen [9] que obtiveram solugbes de vértices nao-carregados estéveis na eletrodinamica de
Maxwell-Higgs. Posteriormente, vortices carregados foram obtidos a partir do estudo dos mo-
delos de Chern-Simons-Higgs e Maxwell-Chern-Simons-Higgs. Nesse contexto, Jackiw, Lee e
Weinberg [10, 11], levando em conta a quebra espontanea da simetria, obtiveram solugoes que
satisfaziam um conjunto de equacoes BPS.

Em alguns trabalhos mais recentes, vortices BPS foram obtidos em nonstandard models
[12]-[16], cujas solugoes resultantes sao empregadas na tentativa de explicar algumas questoes
cosmolégicas [17]-[19].

Tendo em vista os diferentes cendrios ja mencionados, vale a pena considerar a ocorréncia
de vortices estaticos no modelo C'P (N — 1), uma vez que tal modelo é fenomenologicamente

similar a teoria 4-dimensional de Yang-Mills, como é explicado em [20]. Nesse sentido, solugoes
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radialmente simétricas e planares de uma teoria C'P (2) dotadas de um termo de Maxwell foram
obtidas em [21]. Entretanto, neste trabalho, as solugoes foram obtidas diretamente das equagoes
de Euler-Lagrange (as solugbes nao saturam o limite de Bogomol'nyi).

Em [22] as solugoes para o modelo C'P (2) sao obtidas seguindo o mesmo procedimento
predito anteriormente. A obtencao do limite inferor da energia, através do procedimento de
Bogomol'nyi, fornece as equagoes BPS (de primeira ordem) do modelo.

A dissertacao esta desenvolvida da seguinte forma: no Capitulo 2, apresento uma detalhada
revisdo sobre a obtenc@o de vértices BPS no ambito da eletrodinamica de Maxwell-Higgs [23].
Em particular, com foco em configuragoes regulares e possuidoras de simetria rotacional, pro-
cedo a implementacao da prescricao de Bogomol'nyi, buscando a minimizacao da energia total
do cenario efetivo, a partir da qual obtenho nao sé as equacoes BPS, mas também o limite
minimo para o valor da energia total propriamente dita. Resolvo as equagdoes BPS numerica-
mente com o auxilio de condigoes de contorno apropriadas e, a partir disso, ressalto as principais
caracteristicas dos vértices BPS canonicos.

No Capitulo 3, considero a existéncia de vértices também no cendrio Maxwell-C'P (2) [22].
Neste caso, além do campo de gauge padrao, a teoria é caracterizada pela presenca de um
setor escalar composto por um tripleto de campos escalares complexos. Como no caso anterior,
implemento a minimizacao da energia total inerente as configuracoes dotadas de simitria rota-
cional. Assim, obtenho as equacoes BPS e o limite de Bogomol'nyi préprio ao modelo efetivo.
A partir da resolucao numérica das equagoes BPS, obtenho ainda estruturas regulares possui-
doras de energia total finita. Estas solugoes servirao como referéncia a ser utilizada durante o
processo de introducao dos resultados originais apresentados nesta Dissertacao.

Ja no Capitulo 4, analiso uma extensao ao modelo de Maxwell-Higgs padrao. Neste caso,
além dos campos de gauge e de Higgs, considero a presenca de um campo escalar adicional, real
e neutro, a interagir com o setor gauge via uma fungao dielétrica nao-trivial[24]. Neste cenario,
algo mais complexo, esclarego a construgao de vértices BPS a partir do uso da prescrigao de
Bogomol'nyi. Em particular, enfatizo que, a depender da estrutura funcional escolhida para a
funcao dielétrica, as solugdes finais apresentam importantes alteragoes em suas formas (quando
comparadas com suas contrapartidas usuais, estudadas no Capitulo 2). De maneira geral, as

alteracoes sao entendidas como estruturas internas causadas pela presenca do campo escalar
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adicional.

Finalmente, o Capitulo 5 traz os resultados originais oriundos de minhas atividades de
pesquisa. Neste capitulo, proponho uma extensao a teoria de Maxwell-C'P (2) a partir da
introducao de um campo escalar, real e neutro, ainda a interagir com o setor de gauge via
uma funcao dielétrica nao-usual. Na primeira se¢ao, partindo da densidade de lagrangeana do
modelo, obtenho as equagoes de Euler-Lagrange para os campos de gauge A (r), de Higgs « (),
e para o campo neutro x (7). Em seguida, apés fixar os ansatz , obtemos dois valores constantes
da fungao 3 (r), a partir das quais construo as solu¢oes BPS.

Na segunda secao, ainda com foco em estruturas radialmente simétricas, desenvolvo o for-
malismo BPS ao modelo. A partir do tensor de energia-momento, encontro a expressao para
a desidade de energia da configuracao. Em seguida, através do procedimento de Bogomol'nyi
[4], escrevo a energia total como uma soma de quadrados perfeitos e derivadas totais, e a par-
tir da minimizacao da energia total, obtenho o limite minimo para a energia e as equagoes
BPS préprias ao referido modelo efetivo. Na tltima secao, tal como no Capitulo 4, esclarego
que, també neste caso, a depender da estrutura funcional escolhida para a funcao dielétrica, os
vértices BPS apresentam alteragoes em suas respectivas formas, tais alteragoes sendo entendidas
como estruturas internas originadas pela presenca do campo neutro adicional.

No Capitulo 6, encerro esta Dissertagao discutindo as principais conclusoes oriundas do meu

trabalho investigativo.
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Capitulo 2

Vortices BPS na eletrodinamica de

Maxwell-Higgs

Vértices sao estruturas planares, regulares (isto é, livre de divergénciais), possuidoras de
simetria rotacional e energia total finita. Tais estruturas sao construidas através da resolucao
numérica das equagoes de Euler-Lagrange (equagoes diferenciais de segunda-ordem).Todavia, a
partir do método desenvolvido por E. Bogomol'nyi, vortices também podem ser obtidos via um
conjunto de equagoes diferenciais de primeira-ordem, denominadas equacoes BPS. As estruturas
obtidas desta maneira sdo conhecidos como vértices BPS. Além disso, pode-se demonstrar
explicitamente que, as solugoes BPS satisfazem também as equacoes de Euler-Lagrange, sendo
portanto, solucoes legitimas da respectiva teoria.

Neste capitulo, apresentamos uma revisao a respeito da obtencao de vortices BPS no ambito
da Eletrodinamica de Maxwell-Higgs, um dos cendarios tedricos considerado por Bogomol'nyi

para o desenvolvimento de seu método.

2.1 O modelo de Maxwell-Higgs

O modelo de Maxwell-Higgs descreve a interacdo entre o campo (vetorial) eletromagnético
A, e o campo (complexo) de Higgs ¢. Em particular, a sua densidade de lagrangeana é dada
por:

1 _

L= Pl +(Dud)D"6 =V (|4]), (2.1)
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onde F), = 0,A, — 0,4, ¢é o tensor do campo eletromagnético, D, = 9, — ieA, ¢é a derivada
covariante (responsédvel pela interagdo entre os campos vetorial e escalar. Neste caso, “e”
representa uma constante de acoplamento entre os campos vetorial e escalar). Neste cenario,
V (|¢|) representa o potencial de autointeragdo para o setor escalar,isto é

62

2\ 2
V(l) = 5 (v = 19P)’, (22)
na qual v representa o valor esperado para o campo escalar no vacuo.

A partir da equagao (2.1), obtemos as equagdes do movimento, relacionadas respectivamente,

para os campos vetorial e escalar, a saber

O, F" = —JP (2.3)
ap 4+ OVI(])
nas quais
J% = e (g_bD% - ¢D_ﬁ¢> , (2.5)

representa a densidade de corrente (conservada).
A componente temporal (5 = 0) da equagao (2.3) é a Lei de Gauss prépria ao modelo (2.1).

Para o caso de campos estaticos, esta expressao pode ser reescrita como:
0; (0°A%) = —2¢? ||* A°, (2.6)

“1” representa um somatorio apenas sobre as coordenadas espaciais

na qual a repeticao do indice
(isto é,i=1,2,3).

Neste caso, uma vez que A° = 0 satisfaz identicamente a equagao (2.6), pode-se concluir que
a escolha da condicao de gauge resulta em configuragoes eletricamente neutras, isto é, possui-
doras de carga elétrica total nula. Desse modo, as configuragoes serao puramente magnéticas.

Ainda em um cenério com campos estaticos, a componente espacial da equacao (2.3) resulta

na Lei de Ampere

onde
Ji = ie @Diﬁb - ¢D_z¢) ) (2.8)
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representa a componente espacial do vetor densidade de corrente. Aqui, B é o campo magnético.
Vortices sao configuracoes planares dotadas de simetria rotacional. Em particular, em um

cendrio de campos estaticos , tais configuracoes sao descritas pelos Ansatz

¢ (r,0) =vg(r) el (2.9)
A(r,0) = —g (a(r)—n), (2.10)

(0s mesmos usados por Nielsen-Olesen em [9]), na qual r e § sdo as coordenadas polares, g (1)
e a(r) sdo fungbes adimensionais, e n é o winding number que caracteriza a topologia da

configuracao. Neste caso, da necessidade do campo de Higgs ser univoco, isto é,

QS(T? 0) = ¢(7’, 27() ) (2.11)

os valores permitidos para a o winding number sao n = +1,+2,£3, ...
Para além disso, os Ansatz (2.9) e (2.10) encerrarao vortices regulares (isto é, livres de

divergéncias) quando as fungoes g (r) e a (r) satisfizerem
gr—-0—0 e a(r—0) —n. (2.12)

Tendo em mente os Ansatz (2.9) e (2.10) , as equagoes (2.7) e (2.4) podem ser reescritas

como
dB 2eav?g?
—_— = 2.13
dr ro (2.13)
d’q 1dg a%g 1 dV
49,289 _¢9_ - 4% 2.14
dr? + rdr 1?2 20%2dg’ (2.14)
nas quais o campo magnético B (r) é dado por
1 da
B=———. 2.15
erdr (2.15)

As equagoes (2.13) e (2.14) sao as equagoes de Euler-Lagrange para as fungoes a (r) e g (r).
Tais equacgoes podem ser resolvidas a partir da fixacao de condigoes de contorno especificas

sobre as fungoes a (r) e g (r).
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2.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo de Maxwell-
Higgs.

A partir de agora, revisamos a implementacao do formalismo BPS no ambito da eletro-
dinamica de Maxwell-Higgs. Para tanto, o ponto de partida é o respectivo tensor de energia-

momento, o qual é dado por
T)\p = — IMFMP + D>\¢DP¢ + D/\ngp¢ - 77)\105. (216)

Por definicao, a componente temporal do tensor de energia momento ¢ igual a densidade de
energia do modelo, ou seja, € = Tyg. Para o caso de campos estaticos, a densidade de energia

pode ser reescrita simplismente como
g = T()O =-L. (217)
A partir da qual obtemos
1 dg\® a2g? e?vt 2
=B+ || — 1- g 2.18
€2+U((dr>+ +2(g), (2.18)

na qual utilizamos os ansatz (2.9) e (2.10).

A energia total do modelo é obtida através da integral da densidade de energia sobre o todo
0 espago

E = / e (r) d*r, (2.19)

1 dg 2 a’g? e?vt 2
= BP0t | 2 — — (1-¢H)"| & 2.2
E / B+ ((dr) 5 |+ (L =g) | (220)

via a qual concluimos que, no intuito de construirmos vortices com energia total finita, devemos

ou

fixar

a(r—o00)—=0 e g(r—o00)— 1. (2.21)

Agora, a partir da prescrigao de Bogomol'nyi [4], a densidade de energia (2.18) é reescrita
como uma soma de quadrados perfeitos e um termo de derivada total. Neste caso, a expressao

(2.20) para a energia total resulta em

-

d*r + E,, 2.22
d?“ r T+ bps» ( )

1 2 2)) 2 o (dg _ag ?
§(B:F6U (1—g)) +v | —=F—
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no qual, vale

Eyps = 27r/ 7€ (1)pps AT, (2.23)
0
e
v? d
Sops = F— la(g*—1)]. (2.24)

Neste caso, dadas as condigoes (2.12) e (2.21), o valor da expressdao em (2.23) pode ser

calculado explicitamente, a saber:
Epps = i27rv2/ dla(g®—1)] =2m0*|n], (2.25)
0

na qual o sinal superior corresponde a n > 0 e o sinal inferiora n < 0. A partir da qual a

energia total (2.22) resulta em

E:27T/
0

Neste cendrio, verifica-se que o resultado (2.25) introduz um limite inferior para o valor da

1 d ?
5 (BFev* (1— gg))2 + 0? (_g F %) rdr + Eyps > 270 0] . (2.26)

dr r

energia total do modelo. Em particular, a energia serd a minima possivel quando as fungoes

g (1) e a(r) satisfizerem

dg __ag dg ag

L) L =4+ 2.27
ar Ty dr r’ (2.27)
BFev® (1-¢°) =0— B==e? (1-g°), (2.28)
ou
lda
i +e*v® (¢* —1). (2.29)

As quais sao as equacoes BPS de primeira ordem préprias a eletrodinamica de Maxwell-Higgs.
A partir da resolugao destas equagoes segundo as condigoes de contorno (2.12) e (2.21), sao
obtidos vértices regulares de energia total dada por F = Ey,, = 27v?|n], isto é, quantizada

segundo o valor do winding number n.

2.3 Solucoes BPS

Antes de construirmos as solugoes para as equacoes BPS, é necessario verificar a compatibi-

lidade das condigbes de contorno (2.12) e (2.21). Para isso, deve-se implementar o processo de
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linearizacao das respectivas equacoes de primeira ordem. Este processo busca definir a forma
funcional dos campos proximos as regioes r = 0 e r — co. Como resultado, surgem solugoes
analiticas aproximadas para as fungoes a (1) e g (7).

Por simplicidade, vamos considerar somente os sinais superiores das equagoes (2.27) e (2.29).

Neste caso, as equacoes tornam-se

dg _ ag
- == 2.30
dr r’ (2.30)
e
1da 9 92¢ 9
- = —1 2.31
rdr < (9 ). (2.31)
proximos da origem (r — 0), os campos a (1) e g (r) podem ser aproximados por
a(r)~n—oda(r) e g(r)=dg(r), (2.32)

nas quais as contribuicoes em 0 representam pequenos desvios dos respectivos valores as-
sintéticos a (r =0) = n e g(r =0) = 0. Em particular, as condigoes (2.12), pode-se deduzir

condigbes de contorno também para da (1) e dg (r), a saber
da(r=0)=0 e dg(r=0)=0. (2.33)

Neste caso, a partir de (2.32), a equacao (2.30) pode ser rescrita como

sy~ =000 (9 () _ g (r)

dr r r

: (2.34)

na qual foram considerados apenas as contribuigdes lineares em ¢ (dai o termo linearizacao).

A equagao (2.34) tem por solucao:
69 (r) = Gor", (2.35)

na qual Gy é uma constante positiva (campos monotonos), e n > 0.

De maneira andloga, substituindo (2.32) na equagao BPS (2.31), resulta
— ——6a(r) = —e*? (2.36)
(na qual, novamente, apenas as contribuigoes lineares em ¢ foram consideradas) cuja solugao é

da(r) = : (2.37)




Agora, tendo em mente (2.35) e (2.37), as solugoes (2.32) resultam em

g(r) = Gor", (2.38)
€
2,,2,.2
a(r)%n—evzr, (2.39)

plenamente compativeis com as condigoes (2.12) (sendo as solugoes (2.38) e (2.39) elas préprias
compativeis com as solugoes (2.12)).

Conforme a mesma prescrigao, no limite r — oo , os campos a (r) e g (r) podem ser apro-
ximados por

a(ry=da(r), e gr)=1—20dg(r). (2.40)
A partir das quais as equagoes (2.30) e (2.31) podem ser reescritas, reespectivamente, como

dog(r)  da(r)

= 2.41
= P (2.41)
1
;w = —2e*0%g (r), (2.42)
estando as fungoes da (1) e dg (r) submetidas as condigoes
da(r —-o00) =0 e dg(r—o0)—0. (2.43)

Aplicando o operador d/dr nas equagoes (2.41) e (2.42), obtemos as equagoes diferenciais

de segunda ordem

d*6g 1ddg

W ;W - 262’0259 = O, (244)
d?6 1do
W; — ;d—ra — 262?)2(5@, (245)

na qual fornecem as seguintes solugoes aproximadas

5g (r) = CoKo (mur) (2.46)

da (r) = CymerKy (mgr), (2.47)

onde Cj e ('] sao constantes reais positivas, e as funcoes Ky e K sao as respectivas fungoes de

Bessel modificadas do segundo tipo de ordem zero e um, respectivamente.

24



Portanto, as solugoes aproximadas para os campos ¢ (r) e a (r) sdo, respectivamente

e}

g(r)y=1- NG exp (—mpgr), (2.48)
a(r) = mgGoo/Texp (—mgr) , (2.49)

na qual G4, representam uma constante real positiva (novamente campos monotonicos). Além
disso, verificamos que tomando o limite r — oo recuperamos as condi¢oes de contorno to-
poldgicas, como esperado.

Por fim, vale destacar que os argumentos das exponénciais em (2.48) e (2.49), correspondem
as massas dos bdsons escalar e vetorial do modelo de Maxwell-Higgs (isto é, os parametros a

controlarem a velocidade do decaimento exponencial)

my = mg =V 2ev, (2.50)
e a relacao
o4, (2.51)
ma

define o limite de Bogomol'nyi.

Apés a verificacao da validade das condigoes de contorno via o processo de linearizacao,
apresentamos as solugoes para os campos a (r) e g (), que sao obtidas através do tratamento
numérico das equagoes (2.27) e (2.29), tendo em vista as condi¢oes de contorno (2.12) e (2.21).
Como resultado, além das solugdes para a(r) e g (r), mostramos também as solugdes para
o campo magnético B (r) e a densidade de energia ¢ (r), para n = 1 (curva preta sélida),
n = 2 (curva azul tracejada), n = 4 (curva vermelha ponto-tracejada) e n = 7 (curva laranja
trago-longo).

A figura 2.1 apresenta as solugoes para a funcao a (r) , via a qual verifica-se que seu maximo
é atingido em r = 0 (isto é, na origem), a partir do qual a solu¢do decresce monotonicamente,
até anular-se no limite r — oo.

As solugbes numéricas para a funcao g (r) s@o mostradas na figura 2.2. Nota-se que todas
solugoes sao nulas em r = 0, crescendo monotonicamente ao seu valor maximo no limite r — oo.

A figura 2.3 mostra as solugbes numéricas para o campo magnético B (r) construidas com
o auxilio da equagao (2.15). Em particular, verifica-se que todas as solugoes independente do

valor da vorticidade n, converge para B (r = 0) = ev?.
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Por fim, as solugoes numéricas para a densidade de energia € (r) sdo mostradas na figura 2.4,
obtidas a partir da expressao em (2.24). Neste caso, préximo da origem, a solugao aproximada

para a densidade de energia pode ser reescrita como
e(r=0)~ " {[1 - (1+n)Gyr*] +20°Ggr*" >} . (2.52)
A partir da qual s@o obtidos os valores
5
En=1 (r=0) = 5 ¢ EnAl (r=0)=1, (2.53)

onde Gy =3/4ee? =0 =1.
De maneira analoga, no limite r — 0o, a solucao analitica aproximada para a densidade de

energia resultara

e(r) ~ £V2ev®exp (—mar) {GOO <% — mA) [(1 — G exp (—mpyr))”* — 1}} (2.54)

+ {iQGzo\/ﬁev?’ exp (—mar) [exp (—mpyr) — G €xp (—QWHT)]} ;

via qual verifica-se a condig¢ao

e(r—o00) =0, (2.55)

corroborando, novamente, a condicao de energia total finita.
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Figura 2.1: Solu¢do numérica para a funcao a(r) obtida a partir das equagoes (2.30) e (2.31)
via as condigoes de contorno (2.12) e (2.21). Aqui, utilizou-se e = v = +1 e n = 1 (curva preta
sélida), n = 2 (curva azul tracejada), n = 4 ( curva vermelha ponto-tracejada), e n = 7 (curva

laranja trago-longo)

Figura 2.2: Solu¢ao numérica para a fungao g(r) obtida a partir das equagdes (2.30) e (2.31)

via as condigoes de contorno (2.12) e (2.21). As convengoes sao as mesmas da figura 2.1.
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Figura 2.3: Solugao numérica para o campo magnético B(r) construida com o auxilio da equagao
(2.15). As convengoes sao as mesmas para a figura 2.1. Neste caso, as condigoes de contorno

sao B(r=0)~ev*=1e B(r — oo) — 0.

Figura 2.4: Solugao numérica para a densidade de energia € (r) obtida via expressao (2.24).
Em particular, para n =1 e n # 1 valem, respectivamente, ¢ (r = 0) = % ee(r#0)=1(vide
a solucao (2.57)). Por outro lado, no limite assintético, vale € (r — 0) — 0, independente do

valor da vorticidade ( conforme a solu¢ao aproximada em (2.59)).
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Capitulo 3

Vortices BPS no modelo de
Maxwell-CP(2)

Vortices podem ser obtidos em diversos cenéarios. No capitulo 2, por exemplo, as solucoes
para os vortices resultantes possuem energia total finita e sao puramente magnéticas. Além
do modelo de Maxwell-Higgs, os vortices BPS ocorrem em outros cenarios distintos, dos quais
podemos citar: os vortices na eletrodinamica de Chern-Simons-Higgs e Maxwell-Chern-Simons-
Higgs, na qual os vortices obtidos possuem, além do fluxo magnético uma carga eletrica diferente
de zero. Tendo em vista a ocorréncia de vértices nos cenarios citados acima, é interessante
considerar a ocorréncia de tais estruturas oriundas de um modelo CP(N — 1) de gauge, devido
a sua particular conexao fenomenoldgica com a teoria 4-dimensional de Yang-Mills [20]. Nesse
sentido, surge a necessidade de obter solugdes de vértices de primeira ordem em teorias C'P(2)
planares dotadas de um termo de Maxwell.

Portanto, neste capitulo, apresentamos uma breve revisao acerca da obtencao de vortices

BPS no ambito da teoria de Maxwell-C'P(2).

3.1 O modelo de Maxwell-CP(2)

A densidade de lagrangeana que descreve o modelo projetado C'P(2) é dada por
1 -
£ = = FuF" + (PuDydy) (PucD"6.) = V (165 (3.1)

onde F),, = 0, A, —0,A, ¢ o tensor do campo eletromagnético, Py, = 0ap — h~'¢,¢, é o operador

de projecao. O campo ¢, (z*) é minimamente acoplado ao campo de gauge através da deriada
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covariante
DM¢(1 - aﬂ¢a - ieAuQabeba (3'2)

com Qg = diag(qi,q2,qs,...,qn) representando a matriz de carga real. Os campos escalares

complexos que estao sujeitos a seguinte condicao

G b, = h. (3.3)

O potencial V' (|¢4]), é o potencial de auto-interac¢ao introduzido em [21].

As equagbes de movimento para o campo vetorial e escalar sao

O " = —J*, (3.4)
Pab {QPbcDu (PcdDHQSd) - DHDM¢I) + %g?)‘)} = Oa (35)
b
na qual
J)\ =1e {PacD)\(ﬁc (Pabef¢f> - Pachd(bd(PacDA(bb)} ) (36)

representa o 4-vetor densidade de corrente (conservado).

Assim como no modelo de Maxwell-Higgs, fazendo A = 0 na equagao (3.4), obtemos a Lei de
Gauss para o modelo (3.1). Portanto, para o caso de campos estaticos, (3.4) pode ser reescrita
como:

9; (0°A%) = J°, (3.7)

na qual a repeticao do indice “¢”

(isto é,1=1,2,3) , e

representa um somatorio apenas sobre as coordenadas espaciais

J? = =262 A%(Py D) PocQca®y- (3.8)

A partir da fixagao do gauge temporal (A° = 0), a equacao (3.7) é identicamente satisfeita.
Por tanto, pode-se concluir que a escolha resulta em configuragoes com campo elétrico nulo.

Temos como objetivo obter vértices topoldgicos gerados pelo modelo C'P(2), como em [22].
Para isso, vamos considerar N = 3, para o modelo CP(N — 1) (3.1), onde N é o nimero de
campos escalares complexos que serao definidos a seguir. As solucgoes obtidas para o modelo
sdo descritas a partir dos ansatz utilizados em [21]

A T
Aj=—A'= —InlA(r), (3.9)

er
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o ™% sin (a(r)) cos (B (r))
b, | =h2 | e™fsin(a(r)sin(B(r) |. (3.10)

s e cos (a (1))

N[

no qual €’ (com €' = +1) e n’ = (cosf,sinf) sdao as componentes bidimensionais do tensor
de Levi-Civita e do vetor de posi¢do, respectivamente. Os ndmeros m; (com i = 1,2,3 e
m; € 7Z), sdo os winding numbers do modelo projetado. Devido aos perfis das solugoes, o
campo magnético é escrito como

1 dA

B(r)=—-——" (3.11)

Uma vez que as solugoes de vértices precisam ser regulares na origem, definimos as seguintes
condicoes de contorno

Alr—-0—=0 , «a(r—0) —0. (3.12)

Efetivamente, existem somente duas combinacoes entre as matrizes de carga () e os winding

numbers que geram sélitons topoldgicos, sao elas : (i) = Qu = A3/2,com m; = —my =

m, mg = 0, e Qup = Ag/2, com m; = my = m, mg = —2m; onde A3 e A\g sd0 as matrizes

diagonais de Gell-Mann, dadas por
A3 = diag (1,—1,0) , 3\ =diag(1,1,-2). (3.13)

Em [21], é demonstrado que essas duas combinagoes reproduzem as outras, existindo assim
somente um quadro efetivo. A titulo de infomacao, as matrizes de Gell-Mann sao um conjunto
de matrizes de oito matrizes hermitianas e de trago nulo, que sao as geradoras da algebra SU (3)
de Lie.

Neste trabalho, vamos abordar o caso definido para m; = —my =m, mg3 =0 e
1
Qab = idla'g (]-7 _17 0) . (314)

Desse modo, considerando essa escolha e usando os ansatz (3.9) e (3.10), obtemos a seguinte

equagao diferencial para a variavel [ (r)

d*B 1 da\ dB  sin? () sin (43) A\?
Bl () ) e i 1
e + (7" + 2 cot (o) dr) 0 = (m 2) 0, (3.15)
na qual fornece duas solugoes constantes, sao elas
T T ™
B (r) = i §k e p(r)= §k’ (3.16)

na qual k € Z.

31



3.2 Formalismo BPS aplicado ao modelo CP(2)

Nesta se¢ao, buscamos obter um conjunto de equagoes de primeira ordem (as equagoes BPS)
para o modelo C'P(2). Para isso, seguiremos o mesmo roteiro adotado para o modelo canénico
de Maxwell-Higgs, ou seja, a partir da minimizacao da energia toral do sistema. Nosso ponto

) )

de partida é o respectivo tensor de energia-momento, o qual é dado por

T/\p = uAFup + (PabDA¢b) (Pach¢ ) (Pach(b ) FayDagy — 77/\p£’ (3‘17)

que ¢é obtida através das equacoes

2 0
V= o

T, = (—nL). (3.18)

e (3.1).

A componente temporal de (3.17), nos fornece a densidade de energia, sendo escrita como

1, do\> W (A ?
€—§B +h[<%> +T—2(§—m) SIHCY —i—V() (319)
na qual definimos a fun¢ao auxiliar
W =W (a,8) =1 —sin’ (a) cos® (28) , (3.20)

com f3 (r) sendo dado por (3.16).

A partir da integragao de (3.19) sobre todo o espaco, obtemos a energia total do modelo

E = /5(7“) d°r,

E—/ da +K é—m 2sma
N dr r2 \ 2

A fim de obter as solugoes de energia minima, vamos aplicar do método de Bogomol'nyi, que

ou
1

B2+ h
S8+

+ V| dr (3.21)

consiste em reescrever (3.19) como uma soma de quadrados perfeitos. Desse modo, a equagao

expressao (3.21) torna-se

sy

E =

er dr r 2

2
doo VW (A , 9
o :FT — —m | sina d“r

1
0 2

[_ — A —2m) + (A —2m) h\/Wd% cos a} } d’r. (3.22)
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O dultimo termo da expressao acima pode ser convertido em uma derivada total, desde que

consideremos a seguinte restricao fundamental.

1d <\/ﬁ> = h\/Wd% (cosa). (3.23)

e dr

Portanto, a energia total (3.22) pode ser reescrita

o 1 dA 2
E = Eys +7T/ [(——d—) F \/2\/] rdr+
0

er dr
2
< ld V A
+27rh/ [_a F —W (— — m) sin a] rdr > Eps, (3.24a)
o |dr r 2
no qual, vale
Eyps = 27r/ 7€ (1) AT, (3.25)
0
e
1 d Vv
Cops = F—-— [(A—2m) 2 } (3.26)
Portanto,

Eyps = F21 /oo 1d [(4—2m) vav| = q:%ﬂ [(4—2m) \/W]:o . (3.27)

erdr
Para obtermos a solucao de (3.27), precisamos conhecer os valores de A (r) e do potencial
V, tanto na origem quanto no limite assintético. A expressao (3.12) nos fornece o valor A (r)

na origem, ja para o limite assintdtico temos que
A(r — o00) — 2m. (3.28)
Para o potencial, as condi¢oes de contorno sao:
Vir—=0—-=V , V(r—o)—=0, (3.29)
na qual V5 é um valor finito e positivo. Desse modo, a equagao (3.27) se reduz a
Eype — ¢4§m o, (3.30)

Portanto, conclui-se que (3.30) introduz um limite inferior para o valor da energia total
do modelo, sendo quantizada pelos valores de winding number m (m = +1,4+2,43...). Em

particular, a energia total serd a minima possivel quando « (r) e A (r) satisfazerem

1dA
YdA . Jav (3.31)

rdr
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= 3.32
dr r ( )

——m

da i\/Wsina A

2 Y
as quais sao as equacoes BPS do modelo, obtidas via o procedimento de Bogomol'nyi. Estas
equagoes, juntamente com (3.23), satisfazem as equagbes de Euler-Lagrange, sendo portanto

solugoes legitimas do modelo.

3.3 Solucoes BPS

Na segdo anteiror, obtemos as equagdes de primeira ordem do modelo C'P(2). Agora,
daremos prosseguimento investigando as solugdes BPS para os dois valores da fungao [ (r) dados
por (3.16). Em ambos os casos, vamos obter as equagoes de primeira ordem, o potencial da
configuragao e as condigoes de contorno para os campos « (1) e A (r). Por fim, apresentaremos
as solugoes numéricas para « (r) e A (r), bem como para o campo magnético e a densidade de

energia.

3.3.1 Primeiro caso: ((r) = 3,

Partindo da solucao de (3.15)
m
B(r) =By =+ 5k (3.33)

Para este valor de (3 (r), a fungao auxiliar W = W («, 8;) = 1, desse modo, a equagao (3.23) se

reduz a

di (ehcosa) = di (\/2_) , (3.34)

r r

cuja solugao é o potencial para a primeira solugao de [ (r)

Via)= % cos® (), (3.35)

corroborando, novamente, a condi¢ao de energia total finita. As equagoes (3.31) e (3.32) sao

reescritas como

1dA 5
S = e hcos () (3.36)
da  sin(a) (A
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Antes de obtermos as solugoes aproximadas para « (r) e A (r), através das equagoes (3.31) e
(3.32), devemos conhecer como tais campos se comportam nos limites assint6ticos. Como passo
inicial, substituiremos (3.33) e (3.35) na expressao da densidade de energia (3.19), e usando a

finitude da energia (¢ (r — oo) — 0), obtemos

5—B—2+h d_a 2+sin2a é—m i
) dr 72 2

Para que a condigao de finitude da energia seja satisfeita, os campos a (r) e A (r) devem

2h2
+ eT cos® a. (3.38)

obedecer as seguintes condigoes

a(’r—>oo)—>g ., A(r—o00) = 2m. (3.39)

A partir da condigao assintética (3.39), da condigdo na origem (3.12), e do potencial (3.35),

obtemos a energia total (3.30) dos vértices resultantes, dada por
Eyps = Fdmhm. (3.40)

Agora, através do processo de linearizacao, vamos obter as solucoes aproximadas para o0s
campos « (r) e A(r), a partir das equagoes BPS (3.36) e (3.37) , e das condigoes de contorno
para os campos (3.12) e (3.39). O procedimento é similar ao aplicado no segundo capitulo.

Préximo da origem (r — 0), as soluges encontradas sao

a(r)=Cyr™ | A(r) = r?, (3.41)

eh

com \ = 5

Para o limite assintético (r — 00), temos as seguintes solugoes

—ar
a(r) ~ g - 0267 . A(r) & 2m — 205V e (YA, (3.42)

nos quais os parametros m, e m4 representam as massas dos bésons do modelo, sendo dados
por

M =ma = /A, (3.43)
onde a relacao m,/ma = +1 é satisfeita, definindo assim o limite de Bogomol'nyi. As constantes
C1 e (5 sao escolhidas como reais e positivas.
E

Por fim, levando em conta que |¢5|° = cos® (), podemos reescrever o potencial dado por

(3.35) na forma
V (I¢al) = Alesl”- (3.44)
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3.3.2 Segundo caso: [ (r) = 3,

Comecamos nossa analise a partir de

B(r)=py= =k, (3.45)

Para este valor de 3, a fungao auxiliar torna-se W = W (a, 8) = 1 — sin? (), assim sendo, a

equagao (3.23) resulta

d (@ <a>) =1 (vav). (3.46)

dr \ 2
no qual a solugao é
e2h?
Vi(a) = =5 cos? (2a) . (3.47)
As equagbes (3.31) e (3.32) assumem a seguinte forma
1dA e*h
;% = :FT COs (20[) s (348)
e
do sin (2a) (A
o 2 m). 4
dr o (2 m) (349)

Agora, por meio das expressoes acima, vamos analisar o comportamento assintotico dos
campos « (r) e A (r), para que assim possamos encontrar as solugdes aproximadas para essas
fungoes. Primeiramente, vamos inserir as equagoes (3.45) e (3.47) na equagao (3.19), e usamos

a condicao de finitude da energia (e (r — oco) — 0), para obter

—BQ—l—h do 2+Sin22a A_ 2
°= 2 dr 42 2 m

Para que a energia da configuragao seja finita , os campos a () e A (r), devem satisfazer

e’h?

eh” 2
+ 35 08 2a. (3.50)

a(r—>oo)—>% ,  A(r—o00)—2m. (3.51)

De posse da condigao assintética (3.51), da condigao na origem (3.12), e do potencial (3.47),
obtemos a energia total dos vortices, obtemos a energia total dos vortices resultantes cujo valor
é

Eyps = Frhm. (3.52)

O passo seguinte é, através do processo de linearizagao, obtermos as solugoes aproximadas

para os campos « (r) e A (r), a partir de (3.48), (3.49) e das condigoes de contorno para (3.12)
e (3.51).
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Nas proximidades da origem, temos as seguintes solugoes aproximadas

A
ar)y=Cir™  , A(r)= Zrz, (3.53)
com A\ = ezTh
Para o limite assintético (r — 00), as solugoes sao
C _<§>T VX
a(r)~ g — 267 A(r) = 2m — 205V /\T€7<T>T (3.54)

nos quais os parametros m, e m, representam as massas dos bdsons associados ao modelo,
sendo dados por

VA

Mag =My = T, (355)

na qual, novamente a relagao m,/m4 = +1 é satisfeita, definindo o limite de Bogomol'nyi. As
constantes C; e (5 sao escolhidas como reais e positivas.

Analisando os resultados obtidos para [ (r) = 5, e f(r) = [,, notamos que existe uma
grande semelhanga entre ambos. Nesse sentido, torna-se possivel obter o potencial (3.47)
através das redefinigdes v — 2a, A — A/4 e h — h/4 no potencial (3.35). Usando as mes-
mas redefiniges, as equagoes (3.48) e (3.49) sao obtidas a partir das equagoes (3.36) e (3.37).
Como consequéncia, temos que as solugoes para a energia e os campos « (r) e A (1) s@o anélogas.
Desse modo, pode-se concluir que os resultados obtidos para (3 (r) = (3, podem ser obtidos a
partir dos resultados de 3 (r) = (3, , isto é, ambos os casos descrevem a mesma fenomenologia.

A seguir, apresentamos as solugoes numéricas para os campos « (r),A(r), B (r) e para a
densidade de energia ey, (), obtidas a partir das equagdes BPS (3.36) e (3.37), tendo em vista
as das condigoes de contorno (3.12) e (3.39). Por questao de conveniéncia, adotamos e = h = 1.

As figuras 3.1 e 3.2 mostram, respectivamente, as solugoes para os campos « (r) e A (r)
para m = 1 (linha preta sélida), m = 2 (linha azul tracejada), m = 5 (linha vermelha ponto-
tracejada) e m = 9 (curva laranja trago-longo). Nota-se que nos dois casos, as solugoes sao
nulas na origem, crescendo monototicamente até atingirem seus valores méaximos no limite
r — oo. Tais solugoes, comportam-se exatamente de acordo com as obtidas através do processo
de linearizacao das equagoes de primeira ordem.

Na figura 3.3, apresentamos as solugdes para o campo magnético B (r) obtidas a partir

da equacdo (3.11). As convensoes sao as mesmas das figuras 3.1. Na origem, B (r — 0) = 1
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(consultar as solugoes (3.41)). Percebe-se que, para este limite o campo magnético nao depende
do valor dos winding numbers, de modo que, todas as solugoes possuem o mesmo valor maximo.

Por fim, as solugoes para a densidade de energia e, () sdao mostradas na figura 3.4, onde
usamos as mesmas convencoes da figura 3.1. Para m = 1 a solugao alcanca seu valor maximo
em r — 0, e vai decaindo monototicamente, até anular-se no limite » — oco. Por outro lado,
para m # 1, as solugoes formam anéis centrados na origem, cujos raios (distancia em r do valor
méaximo da solugao) e amplitudes (valores maximos das solugbes), aumentam e diminuem,

respectivamente, em fungao dos winding numbers m.

Figura 3.1: Solugao numérica para « (r).Aqui, utilizou-se m = 1 (curva preta sélida), m = 2
(curva azul tracejada), m = 5 (curva vermelha ponto-tracejada) e m = 9 (curva laranja trago-

longo).
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Figura 3.2: Solugao numérica para o campo magnético A(r), as convengdes sdo as mesmas da

figura 3.1.

14

0.81

0.6

0.4

0.21

Figura 3.3: Solugao numérica para o campo magnético B(r) construida com o auxilio da equacao

3.11. Aqui utilizou-se as mesmas convencgoes sao as mesmas da figura 3.1.
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Figura 3.4: Solugdo numérica para a densidade de energia obtida ¢ (r) via a expressao (3.38).

As convencoes sao as mesmas da figura 3.1.
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Capitulo 4

Vortices BPS no modelo de

Maxwell-Higgs com estrutura interna

Como ja foi considerado no capitulo 1, a densidade de lagrangeana que descreve o modelo

de Maxwell-Higgs é escrita como
1 [p—
L=~ FuP* + (Dy) (D“6) ~ V (). (4.1)

A partir da qual, via inclusdo de uma fungdo adimensional G (|¢|) a multiplicar o termo de

Maxwell, obtemos a seguinte densidade de lagrangeana
1 y
L =—1G(9) FuF" + (Dyo) (D"6) =V (|9]) . (4.2)

Em particular, o modelo definido por (4.2), no qual G (|¢|) representa uma funcao dielétrica,
foi considerado em [24]. Naquele trabalho, a liberdade associada a escolha da funcao G (|¢|)
foi utilizada para introduzir um minimo simétrico ao potencial V' (|¢|), a partir do qual foram
construidos votices BPS nao topoldgicos e sem carga elétrica. Este algoritmo de generalizacao
pode ainda ser utilizado para ampliar as simetrias presentes em (4.2). No presente caso, através
da adigdo de um campo escalar real x ao cendrio descrito por (4.2), vamos investigar ocorréncia

de vortices BPS e analisar as mudancas ocorridas devido a presenca do campo adicional.

4.1 O modelo de Maxwell-Higgs com estrutura interna

A densidade de Lagrangeana que descreve o modelo é dada por
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L= —2G() Fu ™ + (D,8) (D"6) + L0, ~ V (x.|6l). (43)

a qual é invariante ndo apenas por Uy, (1), mas também por Z, (havendo, portanto, uma simetria
Ur (1) x Z3 resultante). Em particular, é interessante notar que, em (4.3), a funcao dielétrica
passou a depender do campo escalar real x, e nao mais do campo escalar complexo de Higgs.
Para além disso, o potencial do modelo, que agora depende de ambos os campos escalares real

x e complexo de Higgs, é dado por
2
B Cld L N 01
2 G(x) 2 r2’

no qual o ultimo termo, W, = dW/dy, foi introduzido no intuito de permitir a correta imple-

V(x.|9]) (4.4)

mentacao do formalismo de Bogomol'nyi (neste caso, W = W (x) representa uma fungao a ser
definida a posteriore).

As equagao do movimento para o modelo (4.3) sao

0, (GF*P) = JP, (4.5)
2 2 2
Qﬂ%:—eﬂgmw”, (16)
1 10 (W
(9H(9“X + ZGXF‘UJ,F'LW = _§a_X (7) s (47)
onde: G, = dG/dyx e
JP — ie (ED% _ ¢D_ﬁ¢> . (4.8)

que é o 4-vetor densidade de corrente (conservada) do modelo.

A lei de Gauss ¢é obtida a partir de (4.5),
8; (G A%) = —2¢2|¢|* A°, (4.9)

na qual supusemos campos independentes do tempo. Assim, como no modelo canonico de
Maxwell-Higgs, o gauge temporal A’ = 0 revela-se vélido e, por conseguinte, as configuracoes
resultantes nao possuem carga elétrica.

Por outro lado, a lei de Ampere para configuragoes independentes do tempo resulta:
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Como antes, estudaremos as configuragoes de vortices a partir do Ansatz:

¢ (r,0) = vg (r) ™, (4.11)
A(r0) = (a(r) —n), (1.12)

nas quais usamos as ja conhecidas fungoes adimensionais g (r) e a (r), e o winding number n
(n==+1,%42,...).

Neste caso, usaremos, para o setor escalar real, a forma :

x=x(r), (4.13)

onde o campo possui uma dependéncia apenas na variavel radial em 7.
Como antes, no intuito de evitar divergéncias em r = 0, as fungées g (r),a () x (r) devem

cumprir as seguintes condigoes de contorno

x0)=xo 9(0)=0, a(0)=n, (4.14)

na qual x, representa um valor constante.
A partir de (4.11),(4.12) e (4.13), as equagoes de movimento (4.5), (4.6) e (4.7) podem ser

reescritas como

d (G da
— [ ——) = 2eag? 4.1
"ar (er d?") g (4.15)
2 262 2 2
Ld (dg\ _ga* _ 2216l (v* ~ 9| ), (4.16)
rdr \ dr 72 G (x)
1d d d 1 W2
Ld (dx _ Gyda 10 (W (4.17)
rdr \ dr 2e?r2dr  20x \ r?
nos quais o campo magnético foi escrito como
1 da
B=——— 4.18
er dr’ (4.18)

tal como fizemos no modelo candnico de Maxwell-Higgs.

4.2 Formalismo BPS no modelo de Maxwell com estru-
tura interna.

Assim como nos casos anteriores, escrevemos a densidade de energia inerente ao modelo

(4.3) a partir do seu respectivo tensor de energia e momento. No cendrio atual, este pode ser
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escrito como

T)\p - _G (X) F,LLAFPH + DAQbD_pr + mDp¢ - prﬁ- (419)

Agora, tendo em vista € = Tpg, podemos escrever, para os campos independentes do tempo:

g = Tgo = —,C, (420)

G da\? dg 2 a’g?
g = W <%> +U2 <(5) -+ 2 (421)
2
L\, e (@2 =1oF) 195
2 \ dr 2 G(x) 2 r2’

ou

(4.22)

na qual utilizamos os Ansatz (4.11),(4.12) e (4.13), bem como o potencial definido em (4.4).
A energia total do modelo é obtida ao integrarmos a densidade de energia sobre todo o
espago

E = /5 (r) d*r, (4.23)

G (da\’ dg\*> a2¢?
E = / [2627“2 (%) —|—U2 <(5) + 7 d27’ (4.24)
2 2 (02 _ |412)2 W?2
+/ +% <d—X) +%—<U 4) - 1—"] d’r, (4.25)

dr G (x) 2 12
a partir da qual verifica-se que os vértices possuidores de energia total finita sao obtidos via

ou

X(0) = Xoor  g(0)=v,  afo0) =0, (4.26)

nas quais x,, também representa um valor constante.
A partir da implementagao do método de Bogomol'nyi, a expressao (4.24) pode ser reescrita

COINo.

o

E:Ebps—f-Qﬂ'/
0

G(1lda _ev*(1—¢»)\> L [(dg _ag\’

C>O1 dxy W 2
92 22 X
+7T/[2<d7’$'r)

0

> Ebpsa (428)
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na qual definimos Eyys = [ eppsd®r

1d

T 2y B YRR
Ebps = irdr(w av*(1 — g%)), (4.29)
© o0
d
Epps = i27rv2/d— [W —av?(1 — gz)} dr, (4.30)
r
0

por conveniéncia.
Tendo em mente as condigoes de contorno (4.14) e (4.26), o valor de (4.30) pode ser calculado

explicitamente, isto é

Eyps = 20AW + 27 |n| 02, 4.31
P

na qual AW =W (x,) — W(x,). Portanto, conclui-se que existe um limite inferior para os
valores da energia total (limite de Bogomol'nyi). Em particular, este limite é saturado quando

as fungoes escalares ¢ (r), a (r) e x (r) satisfazem:

dg ag
— =4 4.32
dr r’ ( )

e S 4.
er dr G(x) (4:33)
dx Wy
A 40X 4.34
dr + r’ (4:34)

isto é, equagoes diferenciais de primeira-ordem ( equagoes de Bogomol'nyi).
Em outras palavras, quando as equacoes de Bogomol'nyi sao satisfeitas, a energia total das

configuragoes resultantes vale (4.31).

4.3 As solucoes de primeira-ordem

Nessa secao, estudaremos as solugoes de primeira-ordem propriamente ditas. Em particular,
resolveremos as equagoes (4.32) ,(4.33) e (4.34) numericamente. Como resultado, exibiremos as
solugoes numéricas para os campos ¢ (1) e a (1), e também para o setor magnético B (r) (4.18)

e a densidade de energia e, (1) equacao (4.29).
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E interessante verificar que a equacio (4.34) nao depende dos campos g (r) e a (r). Assim,
a solucao para x (r) pode ser determinada a partir da escolha da fungao W (x). Uma escolha

interessante para esta funcao é:

MMM:X—%i (4.35)

a qual ja foi utilizada anteriormente em [25] e mais recentemente em [26] e [27] para modelos
planares tipo-skyrmions, e também em [28] no estudo do comportamento de férminos de Dirac
sem massa em background de estruturas planares neutras.

Neste caso, a equagao de primeira ordem (4.34) torna-se

dx (1 X2)
—_— =t 4.36
dr r ’ ( )

cuja solugao exata é (onde 1y representa uma constante positiva tal que x (r = r9) = 0) [29].

"2 2
=+ 0 4.37
X = £, (4.37)
a partir da qual verifica-se x, = —1 e x,, = 1.

Agora, de posse da solugao para x (1), é necessério fixar a funcao dielétrica G (x), uma vez
que essa func¢ao aparece explicitamente na equagao BPS (4.33).
Neste trabalho, investigamos duas escolhas possiveis para G (). A primeira é:
1
(1—=x*)’

A qual é invariante frente a simetria Z;. Como podemos ver, em r = ry, 0 campo escalar

Gx)=Gi(x) = (4.38)

desaparece e Gy () torna-se unitério, levando-nos diretamente a solug¢ao de vortice do tipo
Nielsen-Olesen [9]. Entretanto, na origem e no limite assintético, Gy (x) diverge. Como mos-
traremos adiante, o comportamento de G; () na origem sera compensado pelo desaparecimento
do campo magnético B (r) a medida que r — 0.

Assim, tendo em mente (4.38) e (4.35), as equagoes BPS (4.33) e (4.34) podem ser escritas

na forma
1 d 4 2,.2,.2 1 — 2
_ Llda_ | devirirg f{ (4.39)
er dr (r2 +12)
d 4rr2
s R B A - (4.40)
dr— (r*+13)
respectivamente.

46



Antes de resolver numericamente as equagoes (4.32) e (4.39), faz-se necessario verificar a
convergéncia dos campos g (1) e a (r) para com as condiges de contorno (4.14) e (4.26). Nesse
sentido, novamente, faremos uso do processo de linearizacao das equagoes (4.32) e (4.33) (ao
longo do qual, por conveniéncia, consideraremos apenas os sinais superiores nas expressoes

(4.32) e (4.39), isto é, apenas os valores positivos de n ).

dg ag

e 4.41

dr r’ ( )
1da  dev?r?rg(g° —1) (4.42)
erdr (r2 + rg)Q :

dx W,

A TTX 4.4

dr r’ (4.43)

Assim, iniciemos a implementagao do processo de linearizagao. Préoximos da origem (r — 0),

os campos a (r) e g (r) podem ser aproximados por
a(ry=n-—2ada(r) , g(r)=dg(r). (4.44)

Neste caso,a equagao (4.41), pode ser reescrita como

dog (r) _ dg(r)
= (4.45)
cuja solucao é
dg (r) = Cor™, (4.46)

na qual Cy é uma constante real positiva.

De modo andlogo, a equacao (4.42) resulta

Ldda(r)  4ev?r?r?

= 4.47
roodr (r2 4 72)%’ (447)
cuja solucao é
2,24
Sa (r) = 5. (4.48)
7o
Agora, tendo em vista (4.46) e (4.48), as solugdes (4.44) resultam em
g (r) = Cyr", (4.49)
e
2,24
alr)mn— g, (4.50)
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as quais sdo compativeis com as condigoes de contorno (4.14) e (4.26).

Por outro lado, no limite » — oo, as aproximagoes para os campos a (r) e g (r) sao
a(ry=da(r) e g(r)=1—=>34g(r). (4.51)

A partir das quais as equagoes (4.32) e (4.33) podem ser reescritas, respectivamente como

rdégr(r) = —da (r) (4.52)
1d (6a(r)) 8ev?r?ridg
R e (59
roodr (r24r3)
ou, reescrevendo
Ld(da(r))  8e*v’r?ridg
roodr 4< rg>2’ (454)
T 1+ o)
1d(da(r)) 8e2v?ridg (r)
—_— = — 4-
r dr r ’ (4.55)
cujas solugoes resultam
\/§COOT—2\/§evro
) ~ 4.56
()~ (1.56)
e
Sa (1) m Cogr=2V2evro, (4.57)

Por conseguinte, as soluc¢oes para os campos ¢ (r) e a (r) podem ser reescritas sob a forma

\/5000,',.—2\/561}7"0

devry

g(r)y=1- (4.58)

a(r) ~ Coor™2V2evro, (4.59)

Tendo verificado a validade das condi¢oes de contorno (4.14) e (4.26), partimos para a
resolugao numérica das equagoes de primeira-ordem (4.32) e (4.39). Como resultado, apresen-
tamos as solugoes para as fungoes g (r) e a(r), como também para o campo magnético B ()
e a densidade de energia ey, (r). Para g(r) e a(r) usamos e = v = 1 e primeiramente consi-
derando o parametro ro = 1, além de n = 1 (curva preta sélida), n = 2 (curva azul tracejada)
e n = 3 (curva vermelha ponto-tracejada), n = 5 (curva laranja trago-longo) e n = 7 (curva
cinza solida). Para B (r) e e (r) além das convencoes anteriores, usamos n = 10 (curva

verde-escuro-sélida).
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As figuras 4.1 e 4.2 mostram, respectivamente, as solu¢gdes numeéricas para as fungoes esca-
lares g () e a(r). De maneira geral, tais solugoes se comportam como os perfis canonicos de
Nielsen-Olesen.

A solugao para o campo magnético B (r) é mostrado na figura 4.3. Neste caso, diferen-
temente daquele definido por Nielsen-Olesen, o setor magnético atinge seu valor maximo em
algum ponto r = R, com R # 0. Por outro lado, para r = 0, o campo magnético nulo compensa
a divergéncia da funcao G, assegurando uma energia total finita.

A figura 4.4 apresenta a solucao para a densidade de energia ey, (1) das configuragoes de

primeira-ordem.

Figura 4.1: Solu¢do numérica a (r) obtida a partir das equagoes (4.41) e (4.42) via as condigoes
de contorno (4.14) e (4.26). Utilizamos e =v =1ery=1en =1 (curva preta sélida), n = 2
(curva azul tracejada) e n = 3 (curva vermelha ponto-tracejada), n = 5 (curva laranja trago-
longo) e n = 7 (curva cinza sélida). De maneira geral, o comportamento é o mesmo daquele

definido por Nielsen-Olesen.
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Figura 4.3: Solu¢ao numérica para o campo magnético B(r). As convengoes sao as mesmas
da figura 4.1 com a adigdo de n = 10 (curva verde-escuro-sélida). O campo magnético nulo

compensa a divergéncia existente em G (r = 0).
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Figura 4.4: Solugdo numérica para a densidade de energia ey, (). As convengbes sdo as

mesmas da figura 4.3.

Além disso, considerando ry = 2 e adotando as mesmas convengoes das figuras 4.1 e 4.3,

obtemos as solugoes
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Figura 4.5: Soluc¢ao numérica a (r) obtida a partir das equagoes (4.41) e (4.42) via as condigoes
de contorno (4.14) e (4.26). Utilizamos e =v =1eryg =2 e n =1 (curva preta sélida), n = 2
(curva azul tracejada) e n = 3 (curva vermelha ponto-tracejada), n = 5 (curva laranja trago-
longo) e n = 7 (curva cinza sélida). De maneira geral, o comportamento é o mesmo daquele

definido por Nielsen-Olesen.

Figura 4.6: Solucao numérica g (r). As convengoes sao as mesmas utilizadas na figura 4.5.
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Figura 4.7: Solugdo numérica para o campo magnético B(r). As convengoes sao as mesmas da

figura 4.3. O campo magnético nulo compensa a divergéncia existente em Gy (r = 0).

Figura 4.8: Solucao numérica para a densidade de energia ey, (). As convengoes sao as mesmas

da figura 4.3.

Para além disso, uma segunda escolha para a funcao dielétrica é

G () = —. (4.60)

53



Neste caso, tendo em vista a solugao analitica para o campo x (r), na origem, temos que x? = 1
e o vortice resultante deve ser como o de Nielsen-Olesen. Contudo, para r = rg, o campo x (r)
desaparece e Gy (y) diverge. Nesse caso, o campo magnético deve anular-se, introduzindo, por
conseguinte, uma estrutura interna ao vortice resultante.

Agora, tendo em mente (4.60) e (4.35), as equagoes de primeira ordem (4.33) e (4.34) podem

ser reescritas na forma
lda &P (—1) (= rd)’

4.61
rdr (r2 —+ r%)2 ( )

Y

2
Z—f _ iﬁ, (4.62)
respectivamente.

Seguindo o mesmo procedimento adotado anteriomente, antes de obtermos as solucoes
numéricas para a referida escolha da funcao G (x) faz-se necessario verificar a convergéncia
dos campos ¢ () e a (r) para com as condigoes de contorno (4.14) e (4.26). Para tanto, faremos

novamente o uso do processo de linearizacao das equagoes (4.32) e (4.61), onde por conveniéncia,

consideramos somente os sinais superiores das respectivas equagoes

dg ag
2
1@2621}2(92—1)(7“2—7"8). (4.64)

er dr (r2 4 r2)?

Assim, préximos da origem (r — 0), os campos a (r) e g (r), podem ser aproximados por
a(rym~n-—2aa(r) , g(r)=dg(r). (4.65)

Neste caso, a equacao (4.63) torna-se

dog (r) _ dg(r)
il el (4.66)

cuja solucao é

dg (r) = Cor", (4.67)
na qual Cp é uma constante real positiva. Analogamente, a equagao (4.64) torna-se

1ddalr) _ e?v? (4.68)

r dr
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que tem como solucao

Por fim, tendo em vista (4.67) e (4.69), as solugoes (4.65) resultam em

g (r) =~ Cor",

as quais sao compativeis com as condigoes de contorno (4.14) e (4.26).

Por outro lado, quando r — oo, as aproximagoes para os campos a (1) e g (r) sdo

a(r)~da(r) , g(r)=1=0g(r),

A partir das quais as equagoes (4.63) e (4.64) sdo reescritas respectivamente como

PR = ~ba(r)
Ldda(r) 209 (1) (% =) __paas o
rodr (r2 +13)* |
cuja solucoes sao
Co

dg (r) ~ NG exp (—mpgr),
0a (1) &= maCoo/T exp (—mgr) .
Por fim, tendo em vista as solugoes (4.75) e (4.76), as solugoes (4.72) resultam em

g(r)~1- NG exp (—mpyr),

a(r) = meCo/1T exp (—mgr) ,

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

nas quais os parametros m, e m, representam as massas dos bdsons escalar e vetorial, sendo

dadas respectivamente por

My = Mg = \/56@,

(4.79)

onde a relacdo my/m, = +1 ¢é satisfeita, definindo assim o limite de Bogomol'nyi. Tendo em

vista a veracidade das condigdes de contorno (4.14) e (4.26), buscamos agora obter as solugoes
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numéricas das equagoes de primeira ordem (4.32) e (4.61). Como resultado, apresentamos
as solucoes para os campos ¢ (r) e a(r), como também para o campo magnético B (r) e a

densidade de energia € (1), .. Para g (r) e a (r) usamos e = v = 1 e primeiramente considerando

bps*
o parametro ro = 1, além de n = 1 (curva preta sélida), n = 2 (curva azul tracejada) e n = 3
(curva vermelha ponto-tracejada), n = 5 (curva laranja traco-longo) e n = 7 (curva cinza
solida). Para B (r) e epps (r) além das convengoes anteriores, usamos n = 10 (curva verde-

escuro-sélida).

Figura 4.9: Solugdo numérica para a (r) a partir de (4.61) e (4.62) , via as condigoes de contorno
(4.14) e (4.26). Utilizamos e =v =1ery=1en =1 (curva preta sélida), n = 2 (linha azul
tracejada) e n = 3 (linha vermelha ponto-tracejada),n = 5 (curva laranja trago longo) e n =7
(curva cinza-sélida). Devido a escolha da fungao dielétrica, as solugbes diferem drasticamente

das solugbes usuais (obtidas na auséncia do campo adicional).
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Figura 4.10: Solu¢ao numérica para a fungao g (r). As convengoes sdo as mesmas da figura 4.9

0.81

0.6

0.4

0.2

Figura 4.11: Solugao numérica para B (r). As convengoes sao as mesmas da figura 4.9 com
a adi¢ao de n = 10 (curva verde-escuro-solida). Verifica-se que a fungao dielétrica modifica o
comportamento do campo magnético, que anula-se em r = rq , introduzindo uma estrutura

interna ao vortice.
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0.51

Figura 4.12: Solugao numérica para a densidade de energia total. As convensoes sao as mesmas

da figura 4.11

Para além disso, considerando 7y = 2 e adotando as mesmas convengoes das figuras, obtemos
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Figura 4.13: Solugao numérica a (r) obtida a partir das equagoes (4.61) e (4.62) via as condigoes
de contorno (4.14) e (4.26). Utilizamos e =v =1eryg =2 e n =1 (curva preta sélida), n = 2
(curva azul tracejada) e n = 3 (curva vermelha ponto-tracejada), n = 5 (curva laranja trago-
longo) e n = 7 (curva cinza sélida). De maneira geral, o comportamento é o mesmo daquele

definido por Nielsen-Olesen.
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Figura 4.14: Solucao numérica g (r). As convengoes sao as mesmas utilizadas na figura 4.13.
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Figura 4.15: Solu¢do numérica para o campo magnético B(r). As convengdes sdo as mesmas
da figura 4.13 com a adigao de n = 10 (curva verde-escuro-sélida). O campo magnético nulo

compensa a divergéncia existente em Gy (r = 0).

Figura 4.16: Solugdo numérica para a densidade de energia e, (r). As convengoes sdo as

mesmas da figura 4.15.

60



Capitulo 5

Vortices BPS no modelo de

Maxwell-CP(2) com estrutura interna.

Neste capitulo investigaremos a ocorréncia de vértices no modelo de Maxwell-C'P (2) con-
tendo um campo escalar real xy que interage com o campo de gauge via a introducao de
uma funcao dielétrica G (x). Nesse contexto, procuramos por vértices estaticos e radialmente

simétricos usando o procedimento de Bogomol'nyi.

5.1 O modelo de Maxwell-CP(2) com estrutura interna

A densidade de Lagrageana que define a dinamica do modelo é
1 —_— 1
‘C = _ZG (X) F,LLVF“V + (PabD,uqbb)PacDﬂgbc + éauXWX -V (X7 |¢3D ) (51)

onde F, = 0,A, — 0,A, é o tensor de forca do campo eletromagnético, Py, = dqp — h=1¢,0,
é o operador de projecao. O campo ¢, () é acoplado minimamente ao compo A, através da

derivada covariante
DMQSa = au¢a - Z.eAuQabgbb» (52)

no qual Qu = diag(q1, 2, qs,...qn) representa a matriz de carga real. Os campos escalares

(reais e complexos) estao relacionados de acordo com a condigao

¢a¢a = h (5.3)

A forma geral do potencial de auto-interacao é dada por
2

_ X
212

VO lds]) = U (x; [93]) + (5.4)
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E importante destacar a presenca de um campo escalar real (neutro) x (z") na expressao
da densidade de energia (5.1). Este campo acopla-se ao campo de gauge setor de gauge através
de uma func¢do dielétrica G (x) que multiplica o termo de Maxwell. Também é esperado
que ele interaja com o campo original C'P (2) através do potencial V' (x, |¢5|) que quebra es-
pontaneamente a simetria original SU (3) em SU (2), como ja era de se esperar (dado que
as configuragoes topologiamente nao-triviais sao conhecidas por serem formadas como con-
sequéncia de tal transicao de fase).

De fato, a presenga do campo escalar neutro y (r) introduz mudangas significativas na forma
das solucoes finais dos vértices de primeira-ordem em comparacao com os resultados obtidos
em [22].

As equagoes de movimento para os campo escalar ¢ (z#), para o campo vetorial A (z*) e

para o campo neutro y (z*) sdo, respectivamente

95 (GFP) = J*, (5.5)
Py {2PbCD# (PaD"¢y4) — D' D,y + %ﬁ)} =0, (5.6)
b
1 aV (x.
i+ L6t e = WV L19) 5
na qual
I = ie { PucD*6, (PuQus05) = PuQuon(PacD o) } (5.8)

representa o 4-vetor densidade de corrente.
Ao considerar A = 0 em (5.8), obtemos a Lei de Gauss para o modelo definido por (5.1).

Desse modo, para configuragoes independentes do tempo, a expressao (5.5) é reescrita como:
9; (Go'A%) = J°, (5.9)

wsn
]

na qual o indice representa a soma sobre as coordenadas espaciais (i = 1,2,3), e

I = ie { PuD°6,(PucQuaths) — (PuDO0y) PacQuaths - (5.10)

Nosso objetivo é obter solugoes BPS estéveis e radialmente simétricas num modelo projetado
e que possue um campo (escalar) que pode ser tratado como fonte das configuragoes de vértices.

As solucoes obtidas sao descritas pelos seguintes ansatz

A=A = ieijnjA (r), (5.11)

er
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b1 e sin (a(r)) cos (3 (r))
¢y | =h2 | emsin(a(r)sin(B(r) |- (5.12)
3 e cos (o (r))

no qual €’ (com €' =1) e n/ = (cosf,sinf) sdo as componentes do tensor de levi-Civita e a

N[

do vetor posigdo bidimensional. Os numeros m; ( com i =1,2,3 e m; € Z), sao os winding

numbers do modelo. Por fim, o campo magnético é escrito como

1 dA
B=———. 5.13
er dr ( )

Tendo em vista que as solucoes devem apresentar regularidade na origem, as seguintes

condicoes de contorno sao necessérias
Ar—-0—=0 , a(r—0—=0 ,x(r—0) — X (5.14)

Em relagao as combinagoes entre a matriz de carga (), € os winding numbers m;, sabemos
que somente duas combinagoes geram vértices topolégicos, sdo elas: (i) Qu = A3/2, com
my = —mg =m, mz =0, (11) Qu = /2, com m; = my = m, mz = 0; onde \3 e \g sdo as

matrizes diagonais de Gell-Mann dadas por

X3 = diag (1,—1,0) , 3\ =diag(1,1,-2). (5.15)
Assim como no capitulo 2 vamos abordar o caso definido por m; = —mgy = m, mz = 0,e
L.
Qab = §dzag(1, ~1,0). (5.16)

A partir dessa escolha e com a auxilio dos ansatz (5.11) e (5.12), obtemos uma equagao

diferencial para a fungao 3 (r)

d25 o\ dB  sin® (@) sin (408) A\’
2¢ - - -=) =0 5.17
dr? ( + 2ot (a )dr) dr r2 (m 2) ’ (5.17)
do qual resultam a seguintes solucoes constantes
T T
Br)=6i=73+35k e B(r)=p=3k (5.18)

na qual k € Z. A seguir, para cada escolha de 3 (1), vamos obter as solugdes tipo vortices BPS.
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5.2 Formalismo BPS

A partir de agora, buscamos obter equagoes de primeira ordem (as equagbes BPS) para o
modelo. O procedimento usado na obtencao das solucoes sera o mesmo empregado nos capitulos
anteriores, salvo algumas particularidades do modelo atual. Nosso ponto de partida é o tensor

de energia-momento, o qual é dado por

T)\p - _GF/L/\F;L + (Pakagbb)Pachgbc + (Pach¢c)PabDA¢b+ (519)
ONXOpX — My, L (5.20)

Da componente temporal de (5.19), obtem-se a densidade de energia do modelo. Desse

modo, para campos estaticos temos

1, 1 fdx\? da\> W [A 2
€—§GB +§(%> +h <%> +7“_2 E m SN~ « —f—‘/, (5.21)
onde definimos a seguinte fun¢ao auxiliar
W (a, B) =1 —sin® avcos® (23) (5.22)

com dado por (5.18).

E em seguida, definimos o seguinte vinculo

dir (W) = Eh\/Wd% (cosa). (5.23)

do qual obteremos o potencial U.
Nota-se que a equacao de vinculo (5.23) envolve as fungdes G e W explicitamente. Desse
modo, o potencial V' depende das escolhas feitas para as referidas fungoes.

Neste contexto, a expressao para a energia total é obtida a partir da integragao de (5.21),

o / - (r) d?r, (5.24)

1 1 (dx\> da\> W (A 2
- B2 - A bt o o 2
2G + 2 (dr) T [(dr) + 72 (2 m) b a
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+ V| dr. (5.25)

-]




As solugoes de energia minima sao obtidas através do procedimento de Bogomol'nyi, para

isso, vamos reescrever a expressao (5.25) como

1 [ 1aa_ 30\ [da VW (4 i
v « .
FE = Ebps + 27T/ EG (-5% F 6) +h (% F T <§ — m) sin CY) (526)

+2/ Lide 1Y) S g (5.27)
" 2 \dr T X = e '
no qual vale
Eyps = 27r/ repps (1) dr, (5.28)
0
1dH
Eops (1) = £ (5.29)
onde H = H (r) é uma fungao auxiliar dada por
1
H(r)= W—g (A —2m) V2Gu. (5.30)

na qual definimos o superpotencial W = W (x), uma ¢é uma fungao escalar que sera definida
posteriormente. Portanto,

Epps = £21AH, (5.31)

resultando em um limite inferior para a energia total do sistema. Em particular, a energia so6

serd minima caso as fungoes A (r), « (r) e x (r), satisfizerem

1 dA 2U
—_—— = — 5.32
er dr - G’ ( )
da vW (A )
% = :tT (5 — m) Sin &, (533)
dx 4%
S =4 X .34
dr r (5.34)

na qual W, = dWW/dx. As expressoes (5.32),(5.33) e (5.34) s@o as equacoes BPS do modelo
oriundas do o procedimento de Bogomol'nyi e juntamente com (5.23) satisfazem as equagoes

de Euler-Lagrange, sendo portanto, solucoes do sistema.
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5.3 Solucoes BPS

Nessa secao, daremos seguimento a investigacao das solugoes de primeira-ordem para os dois
valores de /3 (r) dados por (5.18). Em ambos os casos, obteremos as equagoes BPS, o potencial
e as condigoes de contorno para A (r) e « (r). Por dltimo, a partir da resolu¢do numérica das
equagoes (5.32),(5.33) e (5.34), exibiremos as solugdes numéricas para as fungoes A (r) e a (1),

e também para o campo magnético B (r) (5.13) e a densidade de energia (5.29).

5.3.1 Primeiro caso: 5 (r) =,
Partindo da solugao de (5.17)
s
B(r)=pr=,+3k (5.35)

Para esta escolha, a funcao auxiliar W = W (a, 8) = 1, desse modo, a equagao de vinculo

(5.23) se reduz a

d d
o 2GU = ehE cos a, (5.36)
ou
V2GU = ehcos a, (5.37)
cuja solucao é
e*h? cos® a
Ulx,a) = —(———, 5.38
o) = g (539
ou, reescrevendo em termos do potencial |¢,|
e*h? |¢y|”
U(x,a) = ————. 5.39
(o) = S (539

Desse modo, o pontencial para essa primeira escolha de g (1)

WQ
V06 195) = U O lesl) + 53 (5.40)
torna-se
Vix.a) = w + #Wﬁ, (5.41)
ou -
V(1a]) = S 65+ W2, (5.42)
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corroborando, novamente, a condicao de energia finita.

E importante salientar que, a equacio (5.34) nao apresenta dependéncia dos campos A (r)
e a(r). Desse modo, a solucao para x (r) pode ser determinada com base em uma escolha da
fungao W (x). A exemplo do que foi feito no capitulo 4 equagao (4.35), escolhemos

XS

Devido a essa escolha, a equagao (5.34) torna-se
dx 2
— ==4(1- 5.44
que tem como solucao
)=+ —"0 (5.45)
r)=+——— .

na qual ry representa uma constante positiva tal que x (r =) = 0. A solucdo (5.45) satisfaz
X(r—0)— —1lex(r—o00)— +1.

Além disso, dada a expressao (5.37) e do potencial (5.43), a fungao H (r) pode ser escrita
como

3

H(r)=x- XE — h (A —2m) cos . (5.46)

Para determinar o valor de H (r), recorremos as condigoes de contorno na origem (5.14) e no

infinito, que sao dadas por
A(r —o00) = 2m a(r—)oo)—)% X (r— 00) = 1, (5.47)

das quais resultam em

H(r—0) = ; + 2mh, (5.48)
H(r—o0) = —%. (5.49)

De posse desse resultado, podemos calcular a energia minima (5.31) explicitamente, isto é,
8T
Epys = 4mh |m| + 3 (5.50)

A partir de agora, uma vez que ja conhecemos as fungoes W (x) e x (1), é necessario fixar

também a fun¢ao dielétrica G (), visto que ela aparece explicitamente nas equagao BPS (5.32).
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Neste trabalho, investigamos duas escolhas para a fungao G (x). A primeira é
1
(1=x?)

Quando r = 19 0 campo escalar x () desaparece e a fungdo G7 (x) torna-se unitdria e as

Gx)=Gi(x) = (5.51)

solugbes reproduzem aquelas previamente encontradas em [22]. No entanto, para r # ry a
presenca de y (r) altera a forma das solugoes dos vortices. Além disso, nos limite r — 0 e
r — 00, a fungao dielétrica G; (x) diverge. Porém, para compensar esse comportamento e
garantir que a energia seja finita, o campo magnético B (1) desaparece nos limites fixados.
Assim, tendo em vista as equagoes (5.35), (5.43) ,(5.39) e (5.51), podemos reescrever as

equagoes BPS (5.32), (5.33) e (5.34), as quais tornam-se

1dA 4r2r’eh cos o
= (5.52)
r dr (r2+713)
do 1 /A
b (i i .
e " (2 m) sin a, (5.53)
d 4rr2
X _ 4 Mo (5.54)

respectivamente.

O passo seguinte é aplicar o processo de linearizacdo a fim de obtermos as solu¢oes aproxi-
madas para os campos A (1) e a(r), através das equagoes (5.52) e (5.53) (por conveniéncia,
consideramos apenas os sinais inferiores das expressoes (5.52) e (5.53), isto é, apenas os valores

positivos de m).
1dA  4rir’ehcosa

e B (5.55)
fl—i‘ _ —% (g _ m) sin . (5.56)
Préximos da origem (r — 0), os campos A (1) e « (r) sdo aproximados por
A(r)=d0A(r) e «af(r)=da(r). (5.57)
Neste caso, reescrevemos (5.55) como
doA (r) _ 4]1627“(2)7“37 (5.58)

2
dr U
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onde consideramos cosda (1) &~ 1. A solugao é dada por

2.4
SA(r)~ h
7o
De modo andlogo, reescrevemos (5.56)
doac(r)  m
dr 75& (),

onde sinda (1) =~ da (r) , que resulta em
da (r) ~ Cor™.

Agora, uma vez que obtemos (5.59) e (5.61), as solugoes (5.57) resultam em

a(r) =~ Cor™,

na qual Cjy é uma constante real e positiva determinada numericamente.

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

Por outro lado, no limite assintotico » — oo, os valores aproximados para os campos sao

A(r)=2m—0A(r) e a(r)zg—da(r).

A partir das quais reescrevemos (5.55) e (5.56) como

dsA(r)  4rge*da(r)

dr r ’
e
déa(r)  0A
dr 2r’

cujas solugoes sao
A(r)~2 (m - v2hroeCoor’mem) ;

a(r)~ - — C’Oor_\/ﬁme7

| X

onde (', é uma constante real positiva determinada numericamente.

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

Agora, apresentamos as solugdes para os campos « (r) e A (r), obtidas através da resolucao

numérica das equagoes (5.52) e (5.53), com auxilio das condigoes de contorno (5.14) e (5.47).

Aqui, fixamos h = 1,e =2 e 1y = 5, de modo que temos as solugoes para m = 1 (curva preta
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sélida), m = 2 (curva azul tracejada) e m = 3 (curva vemelha ponto-tracejada), m = 7 (curva
laranja-trago-longo) e m = 10 (curva cinza sélida).

As figuras 5.1 e 5.2 mostram, respectivamente, as solugdes numéricas C'P(2) das fungoes
escalar e de gauge, isto é, para a (r) e A(r), que exibem um comportamento monotonico bem
definido.

As solugbes para o campo magnético B (r) sdo apresentadas na figura 5.3. Neste caso,
nota-se que o perfil nado-trivial da funcdo escalar x (r) muda a configuracao do setor magnético.
Mesmo sujeito as condigdes ((5.14) e (5.47)), o campo magnético resultante representa um anel
centrado na origem, imitando o comportamento nao-trivial mostrado na figura 3 de [30].

Na figura 5.4, temos as solucoes para a densidade de energia ey, (). Aqui, vale a pena
ressaltar que, para m = 1, a distribuicao de energia representa um lump centrado na origem.

Em particular, em vista das expressoes aproximadas (5.62) e (5.63), perto da origem, obtemos

4 (4 h(Co)*
Ebps (1) = 21 (Co)? + — (—2 +g'n* — ﬂﬂ) r?, (5.69)
o \ T 6
de onde concluimos que
Epps (1 — 0) = 2h (Cy)?. (5.70)

Por outro lado, considerando m # 1, a configuracao final corresponde a um anel que, perrto

da origem, comporta-se como
Eups (1) & % (% + g4h2) r? (5.71)

do que conclui-se que desaparece na origem e sua amplitude aumentando a medida que a
vorticidade m aumenta. Neste caso, tendo em mente o perfil padrao das solugoes, nota-se
uma interessante diferenca: na falta de termos adicionais, o anel da densidade de energia nao
desaparece em r = 0, e sua amplitude decresce a medida que m cresce (vé figura 3 em [22]).

Podemos concluir esta parte argumentando que, dada as solugoes (5.67) e (5.68), o valor
assintotico para a densidade de energia é

4
167y
r6 "’

Ebps (1) &~ (5.72)

que para gpps (1 — 00) — 0, isto é, uma densidade de energia finita.
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Figura 5.1: Solugbes numéricas para A (r) obtidas a partir das equagoes (5.55) e (5.56) via
as condigoes de conntorno (5.14) e (5.47). Aqui utilizou-se e = 2,h = 1,79 = 5 em =1
(curva preta sélida), m = 2 ( curva azul tracejada) e m = 3 (curva vemelha ponto-tracejada),
m = 7 (curva laranja-trago-longo) e m = 10 (curva cinza sélida). Como ja era de se esperar,

as solugoes aproximam-se dos valores limites monotonicamente.

1.51

a(r)

0.59

Figura 5.2: Solugdes numéricas para o campo « (), as convengoes sao as mesmas da figura 5.1,

e apresentam comportamento monotonico bem definido.
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Figura 5.3: Solugoes numéricas para o campo magnetico B (). As convengoes seguem a fi-
gura 5.1. Aqui, mesmo na presenca das condigoes topoldgicas, o campo magnético imita o

comportamento nao-topolégico devido ao perfil ndo-trivial do campo escalar x (7).

e(r) 2

Figura 5.4: Solu¢oes numéricas para a densidade de energia. As convencgoes seguem a figura

5.1. Neste caso, para m = 1, temos ey, (r = 0) = 2h (Cy)>.

Para além disso, considerando rqg = 7 e adotando as mesmas convencgoes das figuras anteri-
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ores, obtemos

Figura 5.5: Solugbes numéricas para A (r) obtidas a partir das equagoes (5.55) e (5.56) via
as condigoes de conntorno (5.14) e (5.47). Aqui utilizou-se e = 2,h = 1,79 = Tem =1
(curva preta sélida), m = 2 ( curva azul tracejada) e m = 3 (curva vemelha ponto-tracejada),
m = 7 (curva laranja-trago-longo) e m = 10 (curva cinza sélida). Como ja era de se esperar,

as solugoes aproximam-se dos valores limites monotonicamente.
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1.5

0.51

Figura 5.6: Solugdes numéricas para o campo « (), as convengoes sao as mesmas da figura 5.5,

e apresentam comportamento monotonico bem definido.

Figura 5.7: Solug¢oes numéricas para o campo magnetico B (). As convengoes seguem a fi-
gura 5.5. Aqui, mesmo na presenca das condigoes topoldgicas, o campo magnético imita o

comportamento nao-topolégico devido ao perfil ndo-trivial do campo escalar x (7).
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Figura 5.8: Solugoes numéricas para a densidade de energia. As convencoes seguem a figura

5.5. Neste caso, para m = 1, temos ep,s (r = 0) = 2h (00)2 .

A segunda escolha para a funcao dielétrica
G (x) = — (5.73)

Neste caso, usando a expressao para o campo escalar (5.45), obtemos

2 2\2
Gy = % (5.74)
=)

Considerando os limites » — 0 e r — 00, temos os seguintes valores para a funcao dielétrica
Go(r—0)—=1 , Go(r—o0)—1. (5.75)

Em consequéncia, devido a esse comportamento na origem e no limite assintotico, os vortices
radialmente simétricos correspondentes comportam-se como os obtidos em um cenério C'P (2)
mais simples (sem a presenca da fungao dielétrica). Contudo, quando r = ry , 0o campo x (r)
desaparece e a funcao G () diverge. Neste contexto, para compensar tal divergéncia, o campo
magnético torna-se nulo em r = ry, resultando no surgimento de uma estrutura interna ao

voértice, e tornando a energia finita.
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Desse modo, tendo em vista (5.35), (5.43), (5.39) e (5.73), as equagoes BPS (5.32) e (5.33)

assumem tornam-se

LdA(r) _(r* —12)

- = 2h 5.76
rodr i (r2 + 7"8)26 o (5.76)
do 1 /A )
% = Zt; (5 — m> Sin ¢, (577)

respectivamente.
Novamente, antes da resolucao numérica, se faz necessario verificar a convergéncia das
fungdes A (r) e a(r) através do processo de linearizag¢io das equagoes (5.76) e (5.77) , onde

consideramos somente os sinais inferiores das mesmas ( os valores positivos de m).

LdA(r) _ (r?=13)°

= 2y 5.78

— 71 r%)Qe cos a, (5.78)
do 1 /A .

o (5 - m) sin av, (5.79)

Em r — 0, os valores aproximados dos campos sao
A(r)=dA(r) e a(r)=oda(r). (5.80)

Neste caso, as equagoes (5.78) e (5.79) sao reescritas como

déA(r) 4e?g

= hr — 2 3, (5.81)
e
doa (r) da(r)
= 5.82
dr m r ( )
das quais téem como solucoes
e2h e?h
A (T) ~ 77”2 — ETA, (583)
a(r) =~ Cor'™, (5.84)

onde Cy é uma constante real positiva determinada numericamente.

Por outro lado, para r — oo, temos
A(r)y=2m—0A(r) e «a(r)= g —da(r). (5.85)

Para este caso, as equagoes (5.78) e (5.79) tonam-se

l—d(SA (r) = —g%6a(r), (5.86)

r dr
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déa(r) — 6A(r)

= 5.87
dr 2r (5:87)
cujas solugoes sao respectivamente
A(r) = 2m — eV2hCuon/rexp (—Mr) , (5.88)
e
. Cuexp(—Mr)
N — — 5.89
afr)~ 2 N (559
onde (', é uma constante de integracao e M é um parametro real dado por
h
M=ce 5 (5.90)

Neste caso, o comportamento exponencial das solugoes (5.88) e (5.89) mostam que a cons-
tante real C, definida em (5.90), representa a massa dos bdsons escalares e vetoriais do modelo
CP (2) , que por sua vez é igual a definida em (3.43) e (3.55), do modelo original.

Por fim, apresentamos as solugdes numéricas para os campos A (r) e «(r), através das
equagoes (5.78) e (5.79) e das condigoes de contorno (5.14) e (5.47). As convengoes para e, h e
ro sao as mesmas da figura 1, isto é, h = 1,e = 2 e ry = 5, de modo que temos solugoes para
m = 1 (curva preta sélida), m = 2 (curva azul tracejada), m = 3 (curva vermelha pontilhada),
e para m = 5 (curva laranja trago-longo), m = 7 (curva cinza tracejada) e m = 10 (curva
verde-escuro-sélida).

As figuras 5.9 e 5.10, mostram as solugoes para A (r) e «(r), respectivamente. Aqui, é
interessante notar como a forma das solu¢oes dependem dos valores de m. Em particular,
quando m cresce, o campo A (1) gera a formacao de um platé em torno de r = rg, tal estrutura
interna modifica o perfil do campo magnético resultante.

As solugbes para o campo magnético B (r) encontram-se na figura 5.11. A configuracao
resultante tende a um duplo-lump centrado na origem. Aqui, como argumentamos anterior-
mente, o setor magnético desaparece em 17 = 1 ( tal efeito relacionado diretamente a forma da
solugao para A (r)), impedindo a divergéncia do primeiro termo em (5.21), e permitindo que a
energia total tenda para um valor finito.

Na figura 5.12, encerramos nossa analise apresentando as solucoes para a densidade de

energia. Neste caso, para m = 1, a configuracao resultante é um lump regular, cuja solucao
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aproximada, perto da origem, é dada por
272 2 2
Eups (1) & €°h” + 2h (Co)” + Cor”, (5.91)
onde o parametro Cy sendo dado por

Cy =2 (% _ % (Co)* — e2h? (% + <co>2>) | (5.92)

0

de onde concluimos que, para m = 1, a densidade de energia é dada por
Ebps (1 = 0) = €2h% + 21 (Cy)*. (5.93)

Vale destacar que, para valores intermediarios da vorticidade, as solucoes tendem para anéis
centrados em na origem (r = 0). No entanto, a medida que m cresce, os anéis intermedidrios
transformam-se em duplos-lumps nao-singulares que se interceptam em r = rq. E importante
pontuar que tal mudanca ocorrida nas solugoes aparentam ser um fenomeno novo inerente ao
modelo C'P (2) considerado.
Para m # 1, e proximo da origem, a expressao para a densidade de energia é
Epps (1) = €2h? + % (% — €2h2> r?, (5.94)
o \To

na qual converge para o valor constante
Eops (1) ~ €212, (5.95)

quando r — 0.
Além disso, para qualquer valor da vorticidade m , a solugao assintética para a densidade

de energia tende ao mesmo valor (5.72), que satisfaz a condigao de energia finita (5.47).
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Figura 5.9: Solugbes numéricas para A(r) obtidas a partir das equagoes (5.78) e (5.79) via as
condigoes de contorno (5.14) e (5.47). Aqui utilizou-se e = 2, h = 1,79 = 5 e para m = 1 (curva
preta sélida), m = 2 (curva azul tracejada), m = 3 (curva vermelha pontilhada), e param =5
(curva laranja trago-longo), m = 7 (curva cinza tracejada) e m = 10 (curva verde-escuro-sélida).

Neste caso, como m cresce, A(r) gera um platoé em torno de r = ry.

Figura 5.10: Solugoes numéricas para o campo « (r). As convengdes seguem a figura 5.9, e

apresentam comportamento monotonico bem definido.
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Figura 5.11: Solugoes numéricas para o campo magnético. As convengoes sao as mesmas da
figura 5.9. Em r = ry, o campo magnético B (r) desaparece, garantindo que a distribuigao de

energia tenha um valor finito.

124

104

Figura 5.12: Solu¢oes numéricas para a densidade de energia. As convengoes sao as mesmas da

figura 5.9. Neste caso, obtém-se gyys (r = 0) = €*h? + 2h (Cy)*, para m = 1.

Para além disso, considerando o parametro ro = 7 e adotando as mesmas convengoes ante-
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riores para as figuras, obtemos

Figura 5.13: Solugbes numéricas para A(r) obtidas a partir das equagoes (5.78) e (5.79) via as
condigoes de contorno (5.14) e (5.47). Aqui utilizou-se e = 2, h = 1,79 = 7 e para m = 1 (curva
preta sélida), m = 2 (curva azul tracejada), m = 3 (curva vermelha pontilhada), e para m =5
(curva laranja trago-longo), m = 7 (curva cinza tracejada) e m = 10 (curva verde-escuro-sélida).

Neste caso, como m cresce, A(r) gera um platoé em torno de r = ry.
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Figura 5.14: Solugbes numéricas para o campo « (r). As convengoes seguem a figura 5.13, e

apresentam comportamento monotonico bem definido.

Figura 5.15: Solugdes numéricas para o campo magnético. As convengoes sao as mesmas da
figura 5.13. Em r = ro, o campo magnético B (r) desaparece, garantindo que a distribuigao de

energia tenha um valor finito.
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Figura 5.16: Solugoes numéricas para a densidade de energia. As convencgoes sao as mesmas da

figura 5.13. Neste caso, obtém-se ey, (1 = 0) = €2h? + 2h (C)?, para m = 1.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao, estudamos as solugdes de vortices BPS no modelo de Maxwell-C' P (2) com
estrutura interna. O modelo C'P (2), do qual origina-se do modelo geral C'P (N — 1), possui uma
importante caracteristica que justifica nossa investigacao: sua estreita relacao fenomenoldgica
com a teoria 4-dimensional de Yang-Mills [20].

No segundo capitulo, apresentamos uma revisao sobre a ocorréncia de vortices estaticos no
cendrio de Maxwell-Higgs. O primeiro passo foi, a partir da densidade de lagrangeana (2.1)
(invariante por uma simetria U (1) local), obter a Lei de Gauss do modelo (2.6), onde verificou-se
que as solugoes sao eletricamente neutras e puramente magnéticas. Em seguida, implementamos
o formalismo BPS ao modelo. Através da minimizacao da energia total, obtivemos as equagcoes
de primeira-ordem (as equagoes BPS), as quais fornecem as solugdes de voértices radialmente
simétricos. Além disso, a minimizacao da energia resultou na energia minima da configuracao
(Ebps), que ¢é finita, bem localizada e quantizada para os valores de |n| (vorticidade).

No terceiro capitulo, introduzimos o modelo de calibre Maxwell-C'P (2) definido por (3.1).
A exemplo do que foi feito no capitulo anterior, comegamos por obter a Lei de Gauss para esse
cendrio, dada por (3.7). Em seguida, utilizando (3.9), (3.10) e as escolhas convenientes para
as matrizes de carga (), e para os winding numbers m;, obtemos as solugoes constantes para
p(r).

Em seguida, aplicamos a método de Bogomol'nyi afim de encontarmos as solugoes BPS.
Vale frisar que, precisamos levar em consideragdo o vinculo (3.23) para o potencial. Desse

modo, obtemos a expressao geral para as equagoes de primeira-ordem e para energia minima
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do modelo dadas por (3.31), (3.32) e (3.30), respectivamente.

As soluges BPS sao obtidas levando em consideragao cada escolha da fungao (5 (r). Nesse
sentido, desenvolvemos dois tipos de cenarios distintos. Em ambos, obtemos as solucoes BPS,
o potencial de auto-interacao e as respectivas energias minimas. Nota-se que, apesar de serem
obtidas em cenarios diferentes, os resultados podem ser mapeados uns nos outros através de
uma simples redefinicao. Logo, podemos afirmar que ambos sao equivalentes.

O modelo de Maxwell com estrutura interna foi investigado no capitulo 4, no qual, além dos
campos de gauge e de higgs, adiciona-se um campo escalar real x (1), que acopla-se ao setor
eletromagnético através de uma funcao dielétrica G () que multiplica o termo de Maxwell. Se-
guindo o roterio estabelecido, obtivemos a respectiva Lei de Gauss (4.9) a partir das equagdes
de Euler-Lagrange oriundas da densidade de lagrangeana (4.3). Em seguida, como nos cenérios
anteriores, usamos método de Bogomol'nyi para encontrarmos as equagoes de primeira-ordem
e consequentemente as solugoes radialmente simétricas. Além disso, a minimizacao fornece a
energia minima da configuracao, a qual depende do superpotencial YW que foi definido posteri-
ormente.

O primeiro passo na busca das solugoes de primeira-ordem, consiste em fixar as fungoes
W (x) e x (1), e em seguida com auxilio das equagdes BPS, obtermos as solugdes para as duas
escolhas possiveis da fungao dielétrica G (x). As solugdes obtidas apresentam perfis distintos,
porém em ambas o limite de Bogomol'nyi é saturado, ou seja, a energia minima é finita e bem
localizada.

Enfim, no capitulo 5, investigamos a ocorréncia de vortices em um modelo de Maxwell-
CP (2) com estrutura interna. Neste caso, a densidade de lagrangeana que define o modelo é
(5.1). A Lei de gauss estaciondria (5.9), oriunda das equagao (5.5), nos revela que a exemplo dos
cendrios anteriores, o modelo atual ndo possui carga elétrica (virtices puramente magnéticos).

A partir do procedimento de Bogomol’'nyi, desenvolvemos as estruturas de primeira ordem,
e consequentemente obtemos as equagoes de diferenciais de primeira-ordem para os campos
((5.32),(5.33) e (5.34)), as quais fornecem solugbes que saturam um limite inferior da energia
do sistema.

Partindo na busca das solugoes propriamente ditas, se faz obrigatério definir: escolhas

convenientes para as matrizes de carga (Jy, e winding numbers m; nos levam as duas funcoes
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de B (r). Ter em mente o vinculo (5.23), oriundo do setor de gauge C'P (2), a partir do qual se
origina um dos termos do potencial V' (x, |¢4]). A escolha do superpotencial W (x) e do campo
escalar y (r). Além de considerar todas as escolhas anteriores para cada uma dos valores da
fungao dielétrica G (x). Os resultados obtidos saturam o limite de Bogomol'nyi e apresentam
perfis distintos, resultado das escolhas apropriadas em cada um dos cenarios.

Considerando a escolha Gy, as solugbes para os campos « (r) e A(r) sdo semelhantes as
obtidas no modelo de Maxwell-C'P (2). J4 para o campo magnético B (r) e para a densidade
de energia gy, (1), os perfis sdo modificados devido a presenga de G. As solugoes para B (r)
formam aneis centrados na origem cujas amplitudes dependem do valor do parametro rg. Além
disso, as solugoes para a densidade de energia apresentam um perfil interessante: considerando
m = 1, a solugao é um Lump centrado na origem. Para m # 1, as solugoes formam aneis
centrados na origem, cujas amplitudes também dependem do parametro rg.

Para a escolha Gy, as solugbes para « (r) possue comportamento semelhante as obtido no
modelo Maxwell-C'P (2). Em contrapartida, as solugdes para funcao A (r) sao modificadas
apresentando um platdo em r = ry, para todos os valores de m. As solucoes para o campo
magnético e densidade de energia também sao modificadas devido a presenca de G5. Para
B (r), as solugbes formam um Lump centrado na origem que em r = 7y sd@o convertidos em
aneis cuja amplitude depende do parametro rg.

Vale ressaltar que, na solu¢ao para o campo magnético B (r), & medida que o parametro
ro aumenta, os aneis formados tornam-se cadavez mais espacados e o compotamento tende ao
apresentado no modelo de Maxwell-C'P (2). Portanto, conclui-se que existe um valor limite
para 1y, de modo que acima desse limite, a estrutura interna da solucao desaparece.

J& as solugoes para a densidade de energia e, () possuem o seguinte perfil, para m = 1
é um Lump centrado na origem. Porém, para m # 1, as solugoes sao inicialmente Lumps
centrados na origem e em r = ry sao convertidos em aneis cuja amplitude depende de rq
(comportamento semmelhante ao do campo magnético).

E importante pontuar que, os resultados contidos nesse trabalho sao, a priori, obtidos
considerando o modelo rotacional e radialmente simétrico definido pelos ansatz (5.11) e (5.12),
de modo que nao se pode garantir que o formalismo BPS pode ser implementado a teoria

original fora desse cendrio pré-estabelecido.
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Desse trabalho, surgem idéias a respeito de investigagoes futuras, como a obtencao de
vértices BPS eletricamente carregados com estrutura interna, que surgem tanto nas versoes de
Chern-Simons quanto de Maxwell-Chern-Simons do modelo original (5.1). Outra linha é con-
siderar a conexao entre estas configuragdes (com estrutura interna) e a dinamica dos vértices
de gauge C'P (2) na presenga de termos que representam efeitos de impurezas magnéticas (
estudadas para Maxwell-Higgs em [31]), ambos cendrios apresentam uma dependéncia explicita
de r na densidade de lagrangeana. Esses problemas estao atualmente sendo considerados e

esperamos resultados positivos para uma contribuicao recebida.
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