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"Uma geometria ndo pode ser mais verdadeira do que outra; poderd ser apenas
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Resumo

Este trabalho apresenta e analisa os resultados obtidos por Abdelhamid Ainouz e Rabah
Souam [1]. Eles obtiveram trés resultados para hipersuperficies imersas em dominios como
slab e semiespaco do espaco Euclidiano. O resultado geral é que hipersuperficies capilares
estdveis imersas em um slab ou um semiespaco fechados em R™™! apresentam simetria
rotacional. Mais precisamente, com as hipoteses de capilaridade e estabilidade, eles
demonstraram que quando a superficie tem género zero e estd imersa num slab do R3,
ela é de revolucao; quando a hipersuperficie é de bordo livre, estd imersa num slab do
R™ n > 2, e com componentes de bordo mergulhadas, ela é ou cilindro circular ou um
grafico sobre o bordo do dominio e, por 1ultimo, quando a hipersuperficie esta imersa no
semiespago do R™, n > 2, dngulo de contato 0 < 6 < 7/2 e com componentes de bordo

mergulhadas, ela ¢ uma calota esférica.

Palavras-Chave: Hipersuperficies Capilares, Hipersuperficie com curvatura

média constante, estabilidade, Semiespaco, Slab



Abstract

This work presents and analyzes the results obtained by Abdelhamid Ainouz and
Rabah Souam [1]. They obtained three results for immersed hypersurfaces in a domains
in Euclidean space such as slab and half-space. The general result is that stable immersed
capillary hypersurfaces in a closed slab or a closed half-space in R"*! have a rotational
symmetry. More specifically, with the capillarity and stability hypothesis, they have
demonstrated that an immersed surfaces of genus zero in a slab of R3, it is of revolution;
When the immersed hypersurface in a slab of R" n > 2, with free boundary and the
boundary components are embedded, it is either a circular vertical cylinder or a graph
over boundary domain, lastly, when the immersed hypersurface in the semispace of R",
n > 2, with contact angle 0 < # < 7/2 and the boundary components are embedded, it is

spherical cap.

Keywords

Capillary Hypersurfaces, constant mean curvature hypersurfaces, stability, Half-Space,
Slab.
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INTRODUCAO

Este trabalho é baseado no artigo cientifico de Abdelhamid Ainouz e Rabah Souam [1]
intitulado Stable capillary hypersurfaces in a half-space or a slab, no qual eles demonstraram,
além de outras caracteristicas especificas a cada situagao, que as hipersuperficies capilares
estaveis imersas em certo dominio do espaco Euclidiano sao rotacionalmente invariantes em
torno de um eixo ortogonal a um hiperplano fronteira desse dominio. A seguir, detalha-se
quais os dominios e o objeto de estudo, além disso, salienta-se a interpretagao fisica e
geométrica e, também, mostra-se resultados ja obtidos e que inspiraram os autores.

O subespaco no qual os objetos sdo imersos ¢ um subconjunto aberto do espago
Euclidiano R™*! incluindo seu bordo que é considerado suave e nao vazio. Esse subespaco
¢ chamado dominio e representado por B. Mais especificamente, os dominios considerados
aqui sao o semiespaco e o slab, termo em inglés que designa o fecho do espaco entre dois
hiperplanos paralelos.

O objeto imerso no dominio é a hipersuperficie capilar que é uma hipersuperficie
compacta com curvatura média constante (CMC) com bordo nao vazio e a intersegao da
hipersuperficie com o bordo de B (0B) ocorre em um angulo constante conhecido como
dngulo de contato. Quando o dngulo de contato é 7/2, isto é, quando a hipersuperficie é

ortogonal a 0B, diz-se que é uma hipersuperficie CMC com bordo livre.

Figura 1: semiespaco contendo uma calota esférica.
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Figura 2: Slab contendo um pedago de catenoide.

Na figura 1 o hiperplano II é a fronteira do semiespaco {(z,y,2) € R3 2z > 0} e na
figura 2 os hiperplanos II; e Il; sao fronteiras do slab. Percebe-se que as hipersuperficies
capilares de interesse aqui tém os bordos contidos em hiperplanos.

A capilaridade é um fenémeno fisico observado em fluidos contidos em capilares, tubos
estreitos. Este fendmeno estd relacionado a forgas exercidas entre moléculas do fluido e
do capilar de forma que, dependendo do fluido e do tubo, o fluido pode subir ou descer
pelo capilar. Proximo as paredes do tubo, o fluido tende a subir ou descer além do seu
nivel normal. Entre o fluido e o meio exterior gasoso forma uma pelicula que é chamada

superficie capilar, consoante figura 3.

Figura 3: Fenomeno da capilaridade.

Superficie capilar

fluido

As superficies capilares ocorrem na natureza de diversas formas e pode-se vé-las, por
exemplo, como a interface entre uma gota d’agua posta em uma superficie de contato e o ar
exterior que é modelado matematicamente por uma calota esférica contida no semiespago,
outro exemplo bem conhecido é a interface entre o ar e a agua quando esta esta confinada
em um recipiente aberto. O pedaco de catenoide contido entre dois plano paralelos como
na figura 2 também é uma superficie capilar.

Uma caracteristica das hipersuperficies capilares é que elas sao pontos criticos de
um funcional energia para varia¢cbes que mantém constante o volume que elas encerram.
Entre as hipersuperficies capilares, as de interessem neste trabalho, por serem fisicamente
realizdveis pelo menos no R?, sdo as estdveis, ou seja, as que tém a segunda derivada do

funcional energia nao negativa para toda variacdo que preserva volume.
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Um problema muito dificil ou mesmo impossivel em Geometria Rimanniana é tentar
encontrar todas as hipersuperficies estaveis mesmo restringindo-as a determinada caracte-
ristica ou possuido certas propriedades sem escolher um dominio especifico em um dado
espaco, mas mesmo em dominio simples o problema ainda é muito dificil como se pode
ver pelas indimeras questoes ainda em aberto, por exemplo, em [2] traz no apéndice B
uma lista de tais questdes no espaco R3. Para tornar o problema vidvel, o que se faz
geralmente é escolher um dominio adequado de um ponto de vista fisico ou matematico de
um determinado espaco e tentar caracterizar ou classificar as hipersuperficies imersas ou
mergulhadas com adicao de hipdtese de interesse.

Em dominios convexos como semiespaco, slab e bolas existem resultados relevantes, por
exemplo, Ros em [3] mostrou que, no slab do R?, das superficies com angulo de contato
7/2, o cilindro circular reto é a tnica superficie capilar estdvel. Pedrosa e Ritoré [4]
mostraram que no slab de R™*! as hipersuperficies mergulhadas com CMC e angulo de
contato também 7/2 tem a caracteristica de serem rotacionalmente simétricas.

Em semiespaco do R"*! as calotas esféricas sdo exemplos de imersoes capilares estaveis
e sao as Unicas mergulhadas [5]. Marinov [6] caracterizou as calotas esféricas como as inicas
superficies capilares imersas estéveis em um semiespaco do R* com bordos mergulhados.
Recentemente, Choe e Koiso [7] provaram o mesmo resultado em R"*! para qualquer
n > 2, assumindo o angulo de contato > II/2 e a fronteira da hipersuperficie sendo
convexa.

Outros resultados importante para hipersuperficies estaveis obtidos em dominios
convexos encontram-se, por exemplo, no trabalho de Ros e Vergasta [8] complementado
pelo trabalho de Nunes [9] que classificaram as hipersuperficies com CMC, estédveis e
com bordo livre contidas na bola unitdria fechada do R? como sendo ou disco totalmente
geodésico ou calota esférica.

Um importante resultado utilizado nas demonstragoes dos teoremas principais deste
trabalho é um teorema devido a Wente [5], ele provou que, em um dominio limitado
e conexo do R"™! aderido a um hiperplano horizontal II, as hipersuperficies capilares
mergulhadas, formadas pela fronteira do dominio que nao esta contida em II mais a
fronteira da intersecao do dominio com II, possuem simetria rotacional em torno de uma
linha vertical, além disso, qualquer interse¢cdo nao vazia do dominio com um hiperplano
paralelo a II é um disco aberto com centro nessa linha. Na verdade, o teorema é bem mais
geral, mas basta aqui nessa especificidade.

Em [1] Abdelhamid Ainouz e Rabah Souam demonstraram que as hipersuperficies
capilares estaveis sdo rotacionalmente invariante em torno de um eixo ortogonal a 9B nos

seguintes casos:
(1) n =2, B é um slab e a superficie tem género zero (Teorema 3.2.4);

(2) n>2, B éum slab e a hipersuperficie tem fronteira livre; isto é, o angulo de contato
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é /2 e cada componente da fronteira da hipersuperficie é mergulhada. Neste caso,
se nao for um cilindro circular reto, a hipersuperficie deve ser um grafico sobre um

dominio em B (Teorema 3.3.3);

(3) n > 2, B é um semiespago, o angulo de contato é 7/2 ou é < 7/2, e cada componente
de bordo da hipersuperficie ¢ mergulhada. Neste caso, a hipersuperficie é entao uma

calota esférica (Teorema 3.4.2).

O estudo e anéalise dos trés casos acima sao os objetivos principais desta dissertacao.

Organizacao

O primeiro capitulo apresenta uma introducao as variedades Riemannianas com os seus
principais conceitos, expoe também conceitos como operadores diferencias e o principio
do maximo. O segundo capitulo apresenta o problema variacional, mostra as convencoes
adotas no trabalho, o conceito de hipersuperficie capilar, estabilidade e mostra ainda
alguns resultados importante para hipersuperficies em espaco Euclidiano. Por fim, o iltimo
capitulo é dedicado ao estudo dos trés teoremas principais dessa dissertacao demonstrados
por Abdelhamid Ainouz e Rabah Souam em [1].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, sdo recordados os conceitos basicos da Geometria Riemanniana necessa-
rios para entendimento do resultado principal do artigo objeto desta dissertagao e também
sao expostos conceitos como operadores diferencias e o Principio do Maximo para opera-
dores elipticos. Alguns resultados ou afirmagoes serao apresentados sem demonstragoes,

mas as referéncias serao indicadas para consultas.

1.1 Variedade Riemanniana

Inicia-se esta se¢ao com o conceito de variedade topologica, supondo conhecidos a
definicdo e as propriedades basicas de espaco topoldgico, seguindo-se pela noc¢ao de
variedade diferenciaveis e, por fim, da concepcao de Variedade Riemanniana e a conceitos

como conexao, métrica, curvatura entre outros.

Definicao 1.1.1. Suponha M wum espago topologico. Diz-se que M é uma variedade

topologica de dimensao n se M tem as sequintes propriedades:

e M é um espaco de Hausdorff, ou seja, para cada par de pontos distintos p,q € M,
existem subconjuntos disjuntos U,V C M tais quepe U eqe V.

e M tem base enumerdvel de abertos, isso quer dizer que existe uma colecio enumerdvel

de abertos de M tal que todo aberto é a uniao de abertos dessa colecao;

e M ¢ localmente Euclidiano de dimensdo n, isso significa que todo ponto de M tem

uma vizinhanca que é homeomorfica a um abertos de R™.

Essas propriedades sao compartilhadas por espacos euclidianos e por todos os obje-
tos geométricos que sao localmente parecidos com espacgos euclidianos, como curvas e
superficies.

Por propriedade puramente topologica nao se consegue distinguir um circulo de um
quadrado, pois sao homeomorficamente invariantes. Entao, propriedade puramente topolé-

gica nao serve como critério para "suavidade', para isso, deve-se adicionar a uma variedade
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topoldgica uma estrutura diferenciavel e, dessa forma, chega-se a defini¢ao de variedade

diferencidvel.

Definicao 1.1.2. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicacoes biunivocas x, : U, C R™ — M de abertos U, de R™ em M tais que:
1. Uza(Uy) = M.

2. Para todo par o, B, com xo(Us) Nag(Us) =W # 0, os conjuntos (W) e x5' (W)

sao abertos em R™ e as aplicacoes xgl 0 X, SGo diferencidveis.
3. A familia {(Uy,x4)} € mdzima relativamente ds condigoes (1) e (2).

O par {(Un,xa)} com p € x4(U,) € chamado uma parametrizacio ou sistema de
coordenada de M em p; x,(U,) é chamada vizinhanga coordenada em p. Uma familia

{(Uqas o)} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura diferencidvel.

Em muitas aplicagoes de variedades, como as que envolvem integragao, encontram-se
espagos que seriam suaves, exceto por eles terem bordo. Exemplos desses tipos de espacos
incluem intervalos fechados em R, bolas fechadas em R". Para incluir esses espagos na
definicdo de variedade é preciso estender as defini¢oes 1.1.1 e 1.1.2.

Um semiespaco de dimensao n denotado por H" é um subconjunto do R™ definido

como
H" = {(x1,....,z,) € R: 2z, > 0}. (1.1)

e os conjuntos intH" = {(zy,...,x,) € R:x, >0} e OH" = {(x4,...,x,) € R: x,, = 0} sdo
o interior e a fronteira de H".

Um subconjunto aberto A no semiespago H" tem a forma A = UNH", onde U é aberto
em R". A intersecao 0A = AN JH", que é um aberto em JH", chama-se bordo de A. Se
0A =0, A éum aberto em R".

Definicao 1.1.3. Uma variedade topologica n dimensional com bordo é um espaco de
Hausdorff, com base enumerdvel em que cada ponto tem uma vizinhangca homeomdorfica ou

a um subconjunto aberto de R™ ou a um subconjunto relativamente aberto de H™.

Uma aplicacao ¢ : U — R™ que é um homeomorfismo entre o subconjunto aberto
U C M e um subconjunto aberto de R" ou H" é chamada uma carta de M. Quando
for necessério fazer distingao, (U, ¢) é chamada carta interior se ¢(U) é um subconjunto
aberto de R™ (que inclui o caso de um subconjunto aberto de H" que nao intersecta OH"),
e carta de bordo se ¢(U) é um subconjunto aberto de H" tal que ¢(U) N OH"™ # ().

Variedades com bordo nao sao em geral variedades, porque os pontos de bordo nao tém

vizinhancas locais Euclidianas. Por outro lado, uma variedade também é uma variedade
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com bordo, cujo bordo é vazio. Assim, toda variedade é uma variedade com bordo, mas

uma variedade com bordo é uma variedade se e somente se seu bordo é vazio [10].

Definicao 1.1.4. Uma variedade diferencidvel com bordo M, de dimensdo n, é uma
variedade topologica com bordo mais uma familia de aplicagoes injetivas x,, : U, C H" — M
de abertos U, de H" em M tais que

{(UOH ‘Ta)}

satisfaz as trés condicoes da definicao 1.1.2.

Teorema 1.1.1. Seja M"™ uma variedade com bordo, entdo OM € uma variedade sem

bordo de dimensdo n — 1.

1.1.1 Meétricas Riemanniana

Definig¢ao 1.1.5. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M™ é uma

correspondéncia que associa a cada ponto ¢ € M™ um produto interno (,) mno espaco

q
tangente T,M™, que varia diferencialmente no sequinte sentido, se ¢ : U C R" — M™ € um

sistema de coordenadas local em torno de ¢ € M™, com ¢(x) = ¢(x1,x2,...,2,) =p € ¢(U),

9ij = <8ii (p), ;xj(p)>

¢ uma funcgao diferencidvel em ¢(U), sendo %(p) =d¢(0,...,1,...,0).

entao

Nessa defini¢ao foi utilizado um sistema de coordenada local, mas a métrica independe

do sistema de coordenada local escolhido [11].

Proposicao 1.1.1. A diferenciabilidade das fungoes g;; nao depende da escolha do sistema

de coordenadas locais.

As fungbes g;; sao chamadas coeficientes da métrica Riemanniana no sistema de
coordenadas ¢ : U C R* =V C M™.

Definicao 1.1.6. Dd-se o nome de variedade Riemanniana a variedade diferencidvel

munida de uma métrica Riemanniana.

O espago Euclidiano é um exemplo de variedade Riemanniana com métrica dada pela
métrica Euclidiana e estrutura diferencial dada pela identidade. Um outro exemplo é a
variedade produto: Sejam M; e M, variedades diferenciaveis com estruturas diferenciaveis
(Ua, xa) € (Vs,yp), respectivamente. O produto cartesiano M; x My = {(p,q);pe M e q €
M,} é uma variedade com estrutura diferenciavel dada por {U, x V3, (2a,ys)}. Uma

métrica Riemanniana pode ser introduzida da seguinte forma: Sejam as projecoes naturais

m s My x My — My e mg 0 My X My — Moy
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que sao aplicagoes diferenciaveis, considerando g; e g, as métricas Riemanniana de M; e

M, respectivamente, entao é possivel introduzir a variedade M; x My a métrica

9 = g1(dm(u), dmi(v)) + g2(dma(u), dma(v)) (1.2)

para todo (p,q) € My x My, u,v € T, (My x My), tal métrica é conhecida como métrica

produto e, dessa forma, a variedade produto ¢ uma variedade Riemanniana.

Definigao 1.1.7. Sejam (M, (,),,) e (M, (, >M) variedades Riemannianas de dimensao

. I . . .
n. Um difeomorfismo f: M™ — M~ € chamado uma isometria se

(), = (dfy(u), dfy(0)) (1.3)

para todo p € M, u,v € T,M.

Definicao 1.1.8. Uma aplicacio diferencidvel f : M — M, M e M wvariedades Rieman-
nianas, € uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga U C M de p tal que
f:U— f(U) é um difeomorfismo satisfazendo 1.5.

Se para todo p € M existir uma vizinhanca U de p em M e uma isometria local
f:U — f(U) C M entdo é padrao dizer que as variedades Riemannianas M e M sdo

localmente isométrica.

1.1.2 Conexao Afim

A ideia de Conexao afim surge da necessidade de comparar valores de campo vetorial
de espacos diferentes ou, intuitivamente, de "conectar" espacgos tangentes proximos. O
interesse em Conexao esta no fato de que ela determina univocamente, a partir da escolha
de uma métrica, uma forma de derivar campos de vetores em M.

Indica-se por X'(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por D(M)

o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.1.9. Uma conexao afim A em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagdo,
V:X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) =» VxY
e que satisfaz as sequintes propriedades:
i) VixigvZ = fVxZ + gVvZ,
ZZ) Vx<Y + Z) =VxY +Vx7Z,

iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
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onde X\)Y e Z € X(M) e f, g€ D(M).

A proposicao seguinte mostra que uma conexao afim d4 origem a uma forma de
diferenciar campos de vetores ao longo de curvas, conhecida como derivada covariante,

consequentemente, se pode falar em aceleracdo de uma curva em M.

Proposigao 1.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

1 BV

o ao longo de c, denominada derivada

diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetoria

covariante de V' ao longo de c, tal que:
D DV | DW
2. D(fv)y =4y 4 fBY

3. Se V' é induzido por um campo de vetores Y € X (M), isto é, V(t) =Y (c(t)), entdo

% = vdc/thv-

Definig¢ao 1.1.10. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se, e somente se,
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ),

para todos X, Y, Z € X(M).

Definicao 1.1.11. Uma conexdao V em uma variedade Riemanniana M é dita simétrica
quando

VY — VyX = [X,Y],

para todos X, Y, Z € X(M), onde [X,Y] = XY — Y X denota o colchete de Lie dos
campos X e Y.

O teorema seguinte é importante por mostrar que, para uma dada variedades Rieman-
nianas, existe uma tnica conexao afim que é compativel com sua métrica e simetria. Isso

é um fato fundamental em variedade Riemanniana.

Teorema 1.1.2. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M existe uma tnica
conexdo afim V em M, denominada conexao de Levi-Civita, ou conexdo Riemanniana,

satisfazendo as condicoes
1. V ¢é simétrica;

2. V € compativel com a métrica Riemanniana.
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Basicamente é utilizada uma importante identidade conhecida como férmula de Koszul,

dada abaixo, para demonstracao do teorema 1.1.2.

em que X, Y, Z € X(M).

1.1.3 Curvatura

Definigao 1.1.12. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspon-
déncia que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X (M)
dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ,

onde Z € X(M) e V é a conerdo Riemanniana de M.

Proposicao 1.1.3. A curvatura R de uma variedade Riemanniana tem as sequintes

propriedades:

(i) R € bilinear em X (M) x X(M), isto é,

R(fX +9gY,Z) = fR(X, Z) + gR(Y, Z),
R(X,fY 4+ gZ) = fR(X,Y) + gR(X, Z),
fLgeDM), X,Y e Z € X(M).

(ii) Para todo X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é linear,
isto €,

RX,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W,

R(X,Y)fZ = [R(X,Y)Z,
Proposicao 1.1.4. (Identidade de Bianchi)
R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0.

Adotando a notagao (X,Y, Z, T) para (R(X,Y)Z,T), ouseja, (R(X,Y)Z,T) = (X,Y, Z,T).

Proposicao 1.1.5. Para quaisquer X, Y, Z, T € X (M) as sequintes simetrias sao

validas:
(a) (X,Y,Z2,T)+(Y,Z,X,T)+ (Z,X,Y,T) = 0;

(b) (X,Y,Z2,T)=—(Y,X,Z,T);
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(C) (X’}/’Z’ T) = _<X>KT7 Z);
(d) (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y).

Expressando o que foi visto anteriormente em um sistema de coordenadas (U, x) em
torno de um ponto p € M e denotando 8%1- = X;. tem-se

R(X;, X;) Xy = zlj R} X
sendo Rl as componentes da curvatura R em (U, x). Se
X =Y uX, Y=Y, Z=> w2z
i j k
e por linearidade de R,

R(X,Y)Z =) Ruvw*X,. (1.5)

i7j7k7l

1.1.4 Tensores

Tensores ¢ uma generalizagao da ideia de campos de vetores e podem ser derivados
covariantemente, analogamente aos campos de vetores. Seja M uma variedade Riemanniana
de dimensao n. Novamente, X' (M) indica o conjunto dos campos diferenciaveis em M e

D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.1.13. Um tensor covariante T' de ordem r é uma aplicacao multilinear

T:X(M) x ... x X(M) = D(M)

Isso significa que dados Y73, ..., Y, € X(M), T(Y1,...,Y,) é uma fungdo diferenciavel em
M, e T é linear em cada argumento com relacao a elementos de D(M).

Um tensor ¢ um objeto pontual no seguinte sentido: Fixe um ponto p € M e seja U
uma vizinhanga de p em M onde é definindo campos Ey, ..., E, € X(M), de modo que em

cada ¢ € U, os vetores {E;(q)} i = 1, ..,n, formam uma base de T, M. Sejam
}/1 = Zy’ilEiN ,K. = ZyirEiM il; ...,?:7. = 1, .., n,
i1 ir

as restrigdes a U dos campos Y7, ..., Y,, expressas no referencial {E£;}. Por linearidade,

T()/l,,yr): Z ylly“T(E“,,E“) (16)

Ulyeenlr

As fungoes T (E;,, ..., E;) = T,

referencial {£;}. Portanto, ser pontual significa que T'(Y1, ..., Y,) em um ponto p depende

em U sao chamadas as componentes de T' no

17 °° 1‘..7,}
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apenas das componentes de T" em p e dos valores de Y7, ..., Y, no ponto p, como mostra a
expressao 1.6.

Exemplo. A equagdo 1.5 mostra que o valor de R(X,Y)Z no ponto p depende
unicamente dos valores de X, Y, Z em p e dos valores das fungoes Rﬁjk em p. Seja a

operacao, também denotada por R,
R:X(M)x X(M)x X(M)x X(M)— D(M)
definido por
R(X,)Y,ZW)=(R(X,Y,Z), W), com XY, Z W € X(M),

chamada tensor curvatura. Da equacgao 1.5 verifica-se que o tensor curvatura é de fato um
tensor de ordem 4.
A curvatura de uma variedade Riemanniana foi definida em termos das conexoes

Riemanniana, assim como o tensor curvatura, mas a conexao definida por

V:X(M)x X(M)x X(M)— D(M)
V(X,Y,Z)=(VxY,Z) (1.7)
nao é um tensor devido V nio ser linear na variavel Y.

Definicao 1.1.14. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é

um tensor de ordem r + 1 dado por
VT(Yy,..Y, Z2)=Z(T(Y1,...Y,) = T(VzYy,..Y,) — .. = T(Y1,..,VzY,),

para todo Y1,...Y,, Z € X(M). Para cada Z € X (M) a derivada covariante V7T de T
em relagao a Z € um tensor de ordem r dado por V;T(Y1,...Y,) =VT(Y1,....Y,, 7).

Exemplo. A diferencial do tensor métrico G(X,Y) = (X,Y) é dada por
VG(X,Y,Z) = Z(X,Y) — (VzX,Y) — (X,V,Y) =0,

para X,Y,Z € X(M).

1.1.5 Imersoes Isométricas

Nesta secao mostra-se a relagao geométrica existente entre duas variedades Riemanniana
quando estao relacionadas por uma aplicagdao diferencidvel chamada imersao, definida

CcOo1mo
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Definicao 1.1.15. Uma aplicacao diferencidvel f : M™ — Mmrk, em que M™ e Tt

sdo variedades Riemannianas, é uma imersio se df, : T,M — Ty M € injetiva para todo
p € M. Se, além disso, f é um homeomorfismo sobre f(M) C M, onde f(M) tem a

topologia induzida por M, diz-se que f é um mergulho. A diferenca das dimensoes de M™

——n+k , . ~ . ~
e M ", k, é chamada codimensao da imersao.

Definicao 1.1.16. Sejam M, M variedades Riemannianas e f : M — M uma imersdo,

se vale

(u, 0) = (dfp(u), df,(v)) (1.8)

para todop € M ewu, v € T,M. f passa a ser uma imersio isométrica de M em M.

No que se segue, a conexdo Riemanniana de M é indicada por V, X e Y campos locais
de vetores em M e X, Y extensoes locais de X, Y a M e também é feita a identificacio
f(M) com M e T,M com Ty f(M).

. o~ . 5 n+k . ~ - . .
Definicao 1.1.17. Seja f: M™ — M~ " uma imersdo. Define-se a conexdo Riemanniana
de M relativamente a métrica induzida por f como sendo a componente tangente da conexdo

de M, ou seja,
— _\T
VxY = (VxY) . (1.9)
A partir dos campos locais X, Y em M pode-se definir um campo
B(X,Y)=VxY — VxY (1.10)

em M, normal a M, em que X, Y sdo extensoes de X, Y. A aplicacio B : X(U)x X (U) —

X (U)* definida por 1.10 ¢ bilinear e simétrica, conforme demonstrado em [11], sendo

X (U)* os campos diferencidveis em U de vetores normais a f(U) identificado com U.
Sejape Mence (TpM)L. A aplicagao H,, : T,M x T,M — R dada por

H,(x,y) = (B(x,y),n), z,y € T,M,

¢ uma forma bilinear e simétrica.

Defini¢ao 1.1.18. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por
IT,(z) = Hy(z, v)

¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

A aplicagdo B, acima definida, também é conhecida com segunda forma fundamental.

Uma aplicagao linear auto-adjunta S, : T,M — T, M fica associada a aplicacao bilinear
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H, por
(Sy(x),y) = Hy(z,y) = (B(x,y),m) -

Proposigao 1.1.6. Sejap e M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local de

n normal a M. Entdo
—  \T
Sy(x) = —(V.N) . (1.11)

Demonstragao. Sejay € T,M e X, Y extensoes locais de z, y, respectivamente, e tangentes
a M. Entao,

(Sy(2),9) = (B(z,9)(p), N) = (VxY = VxV,N) = (VxV,N)

do fato
(N,Y)=0= X (N,Y)=0= (N,VxV) == (VxN,V)
tem-se
(Sy(x),y) = —(VxN,Y)
- (vv)

[]

Um caso particular importante, que é o caso aplicado nesta dissertacao, ocorre quando
a codimensio da imersdo é um. Sejam f: M" — M pe Me n € (T,M)*, |n| = 1.
Como o operador S, : T,M — T,M ¢é autoadjunto, existe uma base ortonormal de
autovetores {ey, ..., e, } de T,M com autovalores reais A, ..., \,. Se M e M sdo orientdveis
e escolhendo orientacoes para M e M de forma que {ey, ..., €, } seja uma base na orientacio
de M e {ey,...,en,n} na de M, n fica univocamente determinado. Neste caso, os e;
sao denominados direg¢oes principais e os \; = k; s@o curvaturas principais. As fungoes
simétricas ); sdo invariantes da imersao. Se M = R"*!, —S, corresponde a derivada da

aplicacao normal de Gauss [11].
Definicdo 1.1.19. Sejam f : M™ — M"" uma imersdo isométrica e {e1,...,en} uma
base ortonormal para T,M. O vetor normal H dado por

H= Blei,e:)(p) € (T,M)* (1.12)

1

S|

n

)

¢ chamado de vetor curvatura média da imersao em p.
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No caso em que k =1, N € (T,M)*, |[N| = 1, tem-se

H(p) =

7~

1
S
&

~—
=

NE
I
D

o
z
=

.
Il
—

M=
4
o
P
=

WS S S
h .

(p)N,

sendo

a curvatura média de f.

Definicao 1.1.20. A imersio f: M — M ¢ dita ser minima se o trago de S, € identica-

mente nulo para todo p € M, onde n € (T,M)* .

o~ . ——n+1 . ‘y - . . .
Definicao 1.1.21. Seja (M ,g) uma variedade com métrica Riemanniana g e seja V
~ . . . . ~ “n+1l .-
a sua conexao Riemanniana. Diz que uma imersao 1 : M™ — M € umbilica se para

todo p € M, a seqgunda forma fundamental B de 1) em p satisfaz
(B(X,Y),n), () =Ap) (X,Y),., A(p) €R, (1.13)

para todo par X, Y € X(M) e todo campo unitdrio n normal a (N) e g* indica a métrica
induzida por ¢ em N.

Definigao 1.1.22. Uma imersio f: M — M ¢é geodésica em p € M se B(v,u) = 0 para
todo v,u € T,M. Se for geodésica em todo p € M, ou seja, B =0, neste caso diz-se que a

imersao € totalmente geodésica.

Proposicao 1.1.7. Uma imersao f : M — M € geodésica em p € M se, e somente se,

toda geodésica de M partindo de p é geodésica de M em f(p).

Exemplo. Sejam M; e M, variedades Riemannianas e considere o produto M; x
M, com a métrica produto. Sejam V! a conexdo Riemanniana de M;, V? a conexao
Riemanniana de My e V a de M; x M;. O conjunto M, é uma subvariedade totalmente
geodésica de M x My. De fato, sejam X, Y, Z € X(M; x My), X = X1+ X0, Y =Y+ Y5,
Z =71+ 7y X1,Y1,77 € X(My) e Xo,Ys, Zy € X(Ms) valem

(Xi,Yj) =(Zi,Y;) = (X;,Z;) = 0,
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para i # j e i,j € {1,2},

X(V.Z) = (Xi+X0) (Vi + Y, 2y + Z)
= (X1 + X2) (Y1, Z1) + (Yo, Z2) + (Y1, Z2) + (Y2, Z1))
= X1 (N1, Z1) + X5 (Ys, Zy)

(XY] = XY -YX
= (Xi1+Xo)(V1+Y2) — (Y1 +Ys) (Xy + Xo)
= X1+ XiYo+ X0V + X0V — V1 Xy — Yo Xy — XiYs — XoY)
= X1Y1 —Y1.X; + XY, - Yo X,
= [XiV1] + [XoYo],

pela formula de Koszul 1.4, pela unicidade de conexao de Levi-Civita e pelas relagoes
acima, tem-se que
VxY = Vﬁ(lYl + VA%QYQ

Sejam uma geodésica v em My e X € X(M; x Ms) uma extensao local do campo +/

tal que X = (0, X3), ao longo de v tem-se
Vi (0, X3) = V2, X5 =0

mostrando que toda geodésica de Ms é geodésica de M; x M.

1.2 Operadores diferenciais

Nesta se¢ao sao apresentado os operadores Gradiente, de Divergéncia e Laplaciano
relacionados a variedades Riemanniana e suas principais propriedades. As referéncias

bases utilizadas aqui foram [12] e [11].

Definicao 1.2.1. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao n, um ponto p € M
e Q C M uma vizinhanga de p. Uma familia {e1, e, ...,e,} de campos de vetores em X (2)

¢ chamada um referencial geodésico se:
1. Para cada ponto q € §, tem-se que ey, e, ...,e, € X(Q);
2. Para todo 1,5 =1,2,...,n, se tem V.e; = 0.

Definigao 1.2.2. Dada uma fungio f € D(M), o gradiente de f, denotado por Vf, é o
tnico campo vetorial V f : M — T,M tal que

(VI(p), X) = dfp(X),
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peM, X eT,M. Ou seja, Vf é o dual da forma df na métrica Riemanniana.

Considerando um referencial ortonormal {ey, ..., e, } em um aberto U C M e {wy, ..., w,}

as n 1-formas duais associadas ao referencial {eq, ..., e, }, ou seja, w;(e;) = J;;, escreve-se

Em que ¢;(f) é a derivada de f na diregao e;. Sendo V f = i ugey e, também, e;(f) =
k=1
df (e;), tem-se

ei(f) =(Vf,e) = <i Ukek,€i> = Uy,

k=1
logo
i=1
Denotando por g;; = <%, £> e (¢”) a matriz inversa da matriz (g;;), o gradiente em
i J

um sistema de coordenadas locais fica:

"o 9f 0
— ij _—
Vf Z»J-Zlg 8@ 8xj

No caso particular em que M = R" e este com a métrica canonica, obtém-se

I S Y

A proposicao seguinte mostra duas importantes propriedades do gradiente.
Proposicao 1.2.1. Seja f, g: M — R fungoes suaves, entao

1. V(f+g9) =V[f+Vg.

2. V(fg) =gV f+fVg.

Demonstragcio. Tomando um campo diferenciavel X em M,

(V(f+g9),X) = X(f+9)=Xf+Xg
= (Vf,X)+(Vyg,X) = (Vf+Vyg,X),

logo
V(f+9)=V[+Vg

De maneira similar prova-se a parte 2. [
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Outro conceito importante é o de divergéncia de um campo.

Definicao 1.2.3. (Divergéncia) Seja M uma variedade Riemanniana e X € X (M) um
campo fizado, considerando a aplicagio linear o : X (M) — X (M) dada por o(Y) = Vy X.
A divergéncia de X € a fung¢do dada por

div(X) = tr(p),
no qual tr(y) significa o trago da .

Em uma base ortonormal {ey, ..., e,} o operador de divergéncia fica
divX =) (V. X, e). (1.15)
i=1

Proposicao 1.2.2. Se X, Y sao campos vetoriais suaves em M e f: M — R uma fung¢do

suave, entao
1. div(X +Y) = divX + divY
2. div(fX) = fdivX +(V[f, X)

Defini¢ao 1.2.4. (Laplaciano). Seja f € D(M), o Laplaciano de f é a aplicagio A :
D(M) — D(M) dada por
Af = div(VY).

Para quaisquer f, g € D(M) o Laplaciano tem as seguintes propriedades

L A(f+g) =Af + Ag;

2. A(fg) = fAg+gAf+2(Vf Vg)

Proposicao 1.2.3. Seja f € D(M) e ey, ..., e, um referencial ortonormal em um aberto

de M. Entao, nesse aberto vale

n

Af =Y (elei(f)) = (Vee)f)- (1.16)

=1
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Demonstracio. Da definicdo do Laplaciano tem-se

Af = div(Vf)

n

= 3 (VLT

@
Il
—

I
WE

(ei <vf7 ei> - <Vf> V€i€i>)

s
Il
—

I

@
I
-

(ei <iej(f>ej, ei> —(Vf, ve,.ei>)

j=1

I
1

@
Il
—_

(6Z(el(f)) - <Vf, v6i6i>)

I

@
Il
—

(ei(ei(f)) = (Vesei)(f))

e se o referencial for geodésico fica

Af = Y edeis)

1.3 Principios do Maximo Forte

Seja 2 C R™ um dominio limitado cuja fronteira 02 é suficientemente suave e considere

a equacgao diferencial parcial linear

Lu = i aij(x)Diju%—ibi(x)Diu—l—c (x)u (1.17)

ij=1 i=1

onde x = (21,...,x,) € Q@ C R", n > 2, a;;,b;, c sdo fungdes continuas em (2, a fungdo
ue OQ)NC*Q), Diu= 2% e Dyju= 524

i Ox;0x; "

O operador L ¢é eliptico em z € € se a matriz de coeficientes [a;;()] é positiva. Se

A(x), A(z) denotam, respectivamente, o minimo e o maximo autovalor da matriz [a;;(x)] e
A/ ¢é limitado em €2, entdo L é chamada uniformemente eliptica.

O dominio € é dito satisfazer uma condigao de esfera interior em zy € 9€2 se houver
uma bola B C ) com xg € 0B.

Lema 1.3.1. Suponha que L é uniformemente eliptico, c = 0 e Lu > 0 em 2. Seja
xg € 0N) tal que

(i) u € continuo em xp;

(77) u(xo) > u(z) para todo x € Q;
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(1ii) O satisfaz uma condicio de esfera interior em xy.

Entao a derivada em relacdo a normal exterior de u em xy, se ela existe, satisfaz a

destgualdade estrita

gqj(:co) > 0. (1.18)

Sec <0 ec/X € limitado, a conclusao é vdlida desde que u(xg) > 0, e se u(zg) =0 a

mesma conclusdo € vdlida independentemente do sinal de c.

Teorema 1.3.2. Seja L um operador uniformemente eliptico, c =0 e Lu >0 (<0) em
um dominio Q0 (nao necessariamente limitado). Entdo, se u atinge seu mdzimo (minimo)
no interior de 0, u é uma constante. Se ¢ <0 e ¢/ € limitado, entao u nao pode alcancar
um mdximo ndo negativo (minimo ndo positivo) no interior de ) , a menos que seja

constante.

Para detalhes ver [13].
No contexto de superficies compactas e para o caso do teorema 3.2.4, o Principio do

Maéaximo Forte é apresentado das seguintes formas.

Teorema 1.3.3. Seja L um operador linear uniformemente eliptico. Seja u € C*(QQ),
Q C R? dominio suave limitado, satisfaz Lu > 0. Se u alcanca seu mdximo em py € €2,

entdao u € constante.

Teorema 1.3.4. Seja L um operador linear uniformemente eliptico. Seja u € C*(Q2),
Q C R? dominio suave limitado, satisfaz Lu > 0. Se u alcanca seu mdximo em py € OS)
e Ou/Ov(py) < 0, onde v é vetor unitdrio exterior a 0 ao longo de OS2 em poy, entio u é

constante.



Capitulo 2

Hipersuperficie Capilar Estavel

O que se deseja agora é, primeiramente, classificar as hipersuperficies que sao pontos
criticos de um certo funcional e, dentre essas, quais sao pontos de minimos. Dessa forma,
um ponto importante nesses problemas é definir esse funcional. O que se faz nesse caso é
escolher um funcional que tenha uma fundamentacao fisica ou matematica, por exemplo,
uma pergunta que se pode fazer é "dado a curva fechada v no R?, encontrar as superficies
com bordo nessa curva que tem area minima' ou "dado a curva fechada v no R?, encontrar
as superficies com bordo nessa curva que tem area minima e encerram um volume V
constante'. Em ambos os casos o funcional esta relacionado a drea da superficie, mas o
segundo problema traz uma restricdo de volume. As superficies solu¢oes dos problemas
geralmente sao diferentes.

Tem-se o objetivo neste capitulo de define o que vem a ser uma hipersuperficie capilar
estavel, mas para isso se mostra antes o que se entende por variagdo de uma imersao,
o conceito de energia ou de um funcional energia e, por fim, se chega ao conceito de
estabilidade. Os resultados e defini¢oes aqui expostos sao baseados principalmente nos
artigos [14], [15] e [16].

2.1 Variacao de uma imersao

Passa-se a adotar ao longo do texto as seguintes nomenclaturas e convengoes. Considere
um dominio B com fronteira suave em uma variedade Riemanniana orientada (M, <, >)
de dimensao n + 1. Seja N o vetor normal unitdrio a OB apontando para fora de B. O
bordo 0B é orientado a partir da orientacao de M, ou seja, um referencial ortonormal local
{e1,...,en} em OB ¢é orientado positivamente se o referencial local ordenado {N, ¢y, ...,&,}
tem orientacao positiva em M.

No que se segue, X representara uma variedade compacta suave e orientavel de dimensao
n com bordo nao vazio 0% e ¢ : ¥ — B significa uma imersao suave no interior de X e de
classe C* no bordo e prépria, ou seja, ¥(int3) C intB e ¥(9%) C 9B.



30

Fixando um campo normal unitario global N a > ao longo v estabelece-se uma
orientacdo a X e uma orientacao 0% é estabelecida pelo vetor v que é o vetor unitario
normal exterior a 9% em X. Seja ainda 7 o vetor normal unitério a 0¥ em 0B tal que as

bases {N,v} e {N,7} tenham a mesma orientacio em (T0X)*.

Figura 2.1: Convencao e orientacao adotada onde B é um semiespaco.

0B

T,0%

Adotadas esses convencoes, certas relacoes podem ser deduzidas ao longo do bordo da

imersao (figura 2.1).

v = cosfv+sindN (2.1)
N = —sinfv+ cosdN (2.2)

Uma variagao da imersao ¢ é uma aplicagao diferenciavel que é definida da seguinte

forma.

Definicao 2.1.1. Seja ¢ : ¥ — M uma imersdo. Uma variacao de ¢ € uma aplicacao
diferenciavel W : (—€,€) x 3 — M tal que 1y : X2 — M, t € (—¢,€) sendo P(p) = V(t,p),

p € X uma imersao para cada t € (—e€, €) e Py = 1.

Definicao 2.1.2. A variacao ¥ de uwma imersdo propria i em B é chamada admissivel

se ¥y € uma imersao propria em B para cada t € (—¢,€).

Definigao 2.1.3. O campo variacional de ¥ é o campo denotado por & dado por &(p) =
(0W/0t)(0,p), p € X.
2.2 Energia

O conceito de energia, neste trabalho, se da a partir da definicdo de funcao area e

funcido area molhada. Area molhada é a 4rea em 9B que é varrida por 0% quando se
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considera uma variagdo admissivel. Considera-se a seguir somente variagoes admissiveis

como na defini¢ao 2.1.2.

Definigao 2.2.1. A fungio drea A : (—e€,€) — R € definida por

A(t) = / s, (2.3)
by
onde d¥; € a forma de drea de ¥ em relagdo a métrica induzido por ;.

Definicao 2.2.2. A fungio drea molhada W (t) : (—€,€) — R € definida por
W(t) = / VA, (2.4)
[0,t] x 0%

onde dA,, € o elemento de drea de OB induzido pela métrica de B.
Definicao 2.2.3. Seja 0 € (0,7) um nimero dado, o funcional energia E : (—¢, ) - R é
definido por

E(t) = A(t) — cos OW(t) (2.5)
Definigao 2.2.4. A fungio volume V : (—¢,e) — R € definida por

V(t) = /MXE\IJ*Q (2.6)

onde ) € a forma de volume de M.

A variagao preserva volume se V'(t) = 0 para cada t € (—¢,€).
As férmulas da primeira variagdo para as fungoes energia e volume sao as seguintes (cf.
[14]):
E'(0) = —n/ Hfdx —i—/ (€,v — cos Ov)d(0X) (2.7)
b o%

é a partir dessa primeira variacao do funcional energia se caracteriza as hipersuperficies

capilaridade.

V(0) = /E Fds (2.8)

Aqui, d¥ (respectivamente, d(0Y)) denota o elemento n-volume em ¥ (respectivamente,
o elemento (n — 1)-volume em 0X)), H é a curvatura média da imersao ¢ calculada em

relagdo ao vetor normal unitdrio N e f = (£, N).

Definicao 2.2.5. Uma hipersuperficie € dita ser capilar se é um ponto critico do funcional

energia E para variacoes admissiveis que preservam volume.

Dessa definicao e das férmulas 2.7 e 2.8 conclui-se que a hipersuperficie é capilar se e

somente se tem curvatura média constante e o angulo formado por v e 7 é constante ao
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longo de 0% e pertencente ao intervalo [0, 7] (chamado dngulo de contato de ¥ com 0B) e
é igual a #. Vé-se na literatura caracterizando as hipersuperficies estacionarias como ponto
critico do funcional area, a classe de hipersuperficies que sao pontos criticos do funcional
energia ¢ maior e contém as anteriores. Se o angulo de contato, como definido acima, for
limitado a 7/2 os problemas coincidem.

Barbosa e doCarmo, em [15], mostraram que dado uma fungao suave f : ¥ — R
com flgxs =0e / fd>X = 0, existe uma variacao normal que preserva volume cujo vetor
variacional é fN. A proposicao 2.2.1 abaixo amplia esse resultado para fun¢des que nao

necessariamente se anula no bordo e variacao nao necessariamente normal.

Proposigao 2.2.1. Suponha que a imersdao propria ¢ em B € transversal a 0B. Seja f

uma fungdo suave em X satisfazendo / fd¥X = 0. Entao, existe uma variagio admissivel
b

U de i) em B que preserva volume tal que f = ((O¥/0t)]o, N).

Demonstra¢io. Uma variagao admissivel F': (—g,e) x X — B, € > 0, da imersao 1 tal
que F' seja um difeomorfismo local sempre pode ser construida. Como se vé a a seguir.

Considerando uma vizinhanca W de ¢ (9%) aberta em M que é difeomoérfica ao produto
(=0,0) xU , onde U C OB é relativamente aberto e é uma vizinhanca compacta de ¢ (0%).
Atribuindo a métrica produto a W, U se torna totalmente geodésico, e estendendo-a a
uma métrica Riemanniana em M. Tomando a aplicagdo F': (—e,e) x ¥ — M definida
pela aplicacdo exponencial F(t, p) = expy,, (tN(p)) para € > 0 suficientemente pequeno
e (t,p) € (—¢,e) x ¥, em que N um campo normal unitdrio a 3 para a métrica produto.
Dessa forma, essa variacao deixa 0% C 0B e int(X) C int(B).

Adotando (,) como a métrica original de M e definindo a variedade ¥ := (—¢,¢) x X
com a métrica pull-back de (,) , F*(,), que denota-se também por (, ), nesse caso F é
uma isometria.

Observando que se ® é uma variagao de {o} X ¥ em > admissivel e que preserva volume,
entdo a variacao F'o ® de ¥ em B também é admissivel e, além disso, se N é um campo

normal unitério a {0} x ¥ em ¥, entdo dF(N) é um campo normal unitario a X em M e

<a(Fan))|0, dF(N)> S <dF (aacf@ , dF(N)> = <%(fyo, N>.

/ (Fod)'Q= / O (F Q) = / o dS
[0,t]xX [0,t]x% [0,t]x%

de forma que as fungoes volume das deformagoes F' o ® e ® sao iguais e, assim, F o ®

Além disso,

também preserva volume. Portanto, provando-se o resultado para {o} x ¥ no dominio 5
na métrica F* () implica que o resultado também ¢ verdadeiro para ¢ em B na variagdo
Fod.

Passa-se agora a provar o resultado em Y. Para cada ponto p € 0%, a projecao de
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N (p) sobre T,,(d%) é dada por

No(p) = N(p) = (N (p), N(p)) N(p),

sendo 9% = (—¢,¢) x A%. Considerando que (Ny(p), N(p)) # 0 pela hip6tese de transver-
salidade, pode-se construir o vetor, ver figura 2.2,

- 1 No(p) _
R ETY ] T R

[ No(p)l No(p) _
~ NG, NG TN M)
= WNO(I)) — N(p) € T,({0} x ¥).

Figura 2.2: Construgao dos vetores.

Tomando uma extensao de w em {0} x 3, ainda denotado w. Definindo-se z = w + N,
vé-se que z estd definido sobre {0} x ¥, seja Z uma extensao de z a > que pode ser
construida utilizando a estrutura produto. Vé-se que, ao longo de 85, Z ¢ tangente a )y

e que, por construcao, Z satisfaz
(Z,N) = (w+ N,N) = (N,N) =1 em {0} x 3.

O campo Z gera um fluxo local (¢t)‘t|<5, § > 0, que satisfaz 22 (q)‘

ot =z (¢a(Q>)
Considere a aplicagao ® : (—4,d) x X — X, definida por

t=a

®(t,p) = ¢¢(p), para (t,p) € (—0,5) x 2.

Seja u : (—ep,60) X X — R, gg > 0, uma fungao diferencidvel e define-se a variagao
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X : (—e0,£0) X ¥ — % como

(tvp) - X(t,p) :(I)(U(t,p),p), te (_50750)7 pE 2.

Tem-se
OX| _ 0% ou| _ ou
ot |, OJudt|, Ot|, ’
e entao
0X ou
—  N) = —|. 2.
() = 3, @9

A variagdo X (t, q) foi construida de forma a ser admissivel.
Para que a variacao X preserve volume é necessario escolher uma funcdo u adequada
e isso é feito da seguinte forma: seja X = ® oU onde U : (—gp,60) X ¥ — 5 é tal que

U(t,p) = (u(t,p),p), a fungao volume associada a X é
V() = / X*0)
[0,t]x%

= b oU)"Q
/[O,t}xE( ° )

= U*(®*Q2). 2.10
ARt (2.10)

Definindo ®*Q2 = Fdt A d¥ onde E : (—&g,&0) X X — 5 é uma funcdo suave, tem-se
Ut (©*Q)(t, p) = E (u(t,p), p) (Ou/0t) (t, p)dt A dX, (2.11)

apos substituir 2.11 em 2.10 e aplicar o teorema de Fubini, obtém-se

du

V() = /Z ( /(:E(u(t,p),p) - (t,p)dt) iy (2.12)

Agora, como por hipotese / fd¥ = 0 e a vista disso, escolhe-se a fun¢ao u de forma

que seja solucao do seguinte problema de valor inicial:

u ~ f)

tp) = — 2/ = d > 2.1
P) E(u(t,p),p)’u<o’p> 0, para cada p € (2.13)

B
Como essa escolha V'(t) = 0 para todo t € (—eg, €9), portanto, a variacdo X mantém o
volume constante.

S6 falta mostrar que f = ((0X/0t)|o, N), para isso, toma-se um sistema de coordenada
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ortonormal local {e1, €9, ...,&,} em uma vizinhanca de p € ¥, entao

E0,p) = (2°Q)q, - (1,.,6n, Z(p))
= Q(® (0,]9)) ) (dq)(07p)(51)7 P dq)(O,p) (en), dq)(O,P)(Z(p)))

0d
- (dq><o,p> (€m0 (). at<o,p>)

= Q(e1,..ren, Z(p))
= Q(e1,....en, w(p) + N(p))
= Qe N(p) = 1 (2.14)

onde foi usado que ®(0,q) = g para todo ¢ € X e que w(p) é tangente a . Logo, das
equacoes 2.13 e 2.14, tem-se

(Ou/at)(0,p) = f(p), (2.15)

e assim, das equagoes 2.9 e 2.15, chega-se

f=(9X/0t)]o, N) .

2.3 Estabilidade

Na literatura muitas vezes se chama hipersuperficie estavel aquela que sdo ponto de
minima para um funcional area para variacoes que preservam bordo, como na teoria das
superficies minimas, ou para variagoes que preservam volume e tenham bordos livres,
dngulo de contato IT1/2. A definigdo de estabilidade adotada aqui é relacionada ao funcional
energia e abrange o caso das hipersuperficies de bordo livre.

Convenciona-se, na sequéncia, que N designa o vetor normal unitério tomado de forma
que a curvatura média (constante) H seja > 0. Assim, quando H # 0, a hipersuperficie é
orientada pelo seu vetor de curvatura média H , € o angulo de contato ¢ aquele entre He

o vetor normal unitario exterior N a 0B.

Proposicao 2.3.1. Seja ¢ : ¥ — B uma imersdo capilar, dada a fun¢io f € C™(X) satis-
fazendo [y fd¥ =0 e varia¢io admissivel que preserva volume ¥ com f = ((OV/0t)|o, N),

tem-se
B'(0) = = [ f(Af + (o + Rie(N) az + | f<jf — qf)d(9%) (2.16)
ox

onde A € o Laplaciano para a métrica induzida por ¢ em X, e 0 € a sequnda forma
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fundamental de ; além disso, Ric € a curvatura de Ricci de M e

1

sin 6

q= I11(7,7) + cotOo(v,v)

Aqui, I1 denota a sequnda forma fundamental de OB associada ao vetor normal unitdrio
—N.
Demonstragio. Encontra-se em [16]. O

Defini¢ao 2.3.1. Uma imersdo capilar v é chamada estdvel se E"(0) > 0 para todas as

variacoes admissiveis que preservam volume.
Seja F = {f e HY(D)| [ fd¥ = 0} onde H'(X) é o primeiro espago de Sobolev de 3.
b

Definicao 2.3.2. A forma do indice de v é definida como a forma bilinear simétrica T
dada em H'(X) por

I(f,9) = | ((V£.Vg) = (o’ + Ric(N))f)dZ ~ [ afgd(0%) (2.17)

5 %
onde V ¢ o operador gradiente para a métrica induzida por 1.

Como se vera no capitulo seguinte, a desigualdade Z(f, f) > 0 pode trazer informagoes
interessantes sobre a geometria e topologia da Hipersuperficie quando uma func¢ao f
adequada é avaliada. A funcao f, chamada funcao teste, geralmente contém informagoes
sobre o ambiente de forma que, em conexao com alguma restricao imposta a hipersuperficie,
se possa tirar novas informacoes desta.

Do exposto acima, 1 é uma variedade capilar estavel se e somente se Z(f, f) > 0
para todos f € F, de fato, considerando Z(f, f) > 0 para toda f € F, pela proposi¢ao
2.2.1, existe uma variacao admissivel ¥ de 1 que preserva volume de forma que f =
(0¥ /0t)|o, N), entao

0SI(f) = [(VEVE) = (o + Ric(N)) f)ds - / af*d(0%)

b))
-/ (div(fo)—fAf—(|0|2+RiC(N))f )ds — / 4 fd(0%)
by
_ —/ (FAF + (lo> + Rie(N dz+/ 9 raox) - /qf2d(<92)
ox
- E”(O).

Inversamente, se a variedade é capilar estavel, entao E”(0) > 0 para toda variagao

admissivel que preserva volume, ou seja, existe f suave com [5, fd¥X = 0, entao

B(0) =~ [ S+ (o + RicVN) )z + [ F( —qp)a@s) = 15, ) > 0
ox
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Uma funcao f € F é dita ser uma func¢ao de Jacobi de ¢ se pertence ao nucleo de Z,

ou seja, se Z(f, g) = 0 para todo g € F.

Proposicao 2.3.2. Seja f € F, entio f é uma funcio de Jacobi se e somente se
f e C>(X) e satisfaz

Af + (|o]> + Ric(N))f = constante em X, (2.18)
of
e qf em 0. (2.19)

Demonstracio. Supondo validas as relagoes 2.18 e 2.19, entao substituindo-as na forma

do indice 2.17, tem-se

I(fi9) = [(V1.V9) = (ol + Rie(N) fg)d= — [ afgd(9%)
ox

%

= [ Wiv(gV ) = g2 = (ol + Ric(N)) fg)d= — [ afgd(9%)

% ox

- —/g(Af+(|0!2+Rz’c(N))f)dE+/g(i{ — qf)d(0%)
% ox

= — (A7 + (o + Rie(N)f) [ gax =0,

by

Inversamente, supondo-se Z(f,g) = 0 para todo g € F. Seja Fy o valor médio de
F = (Af+ (|o|*+ Ric(N))f) em . O objetivo é mostrar que F' = Fj, supondo-se, por

contradicao, que F' — Fy > 0 em um ponto p € X e como

/g(F—FO)dzzo,vgef
)

/(F—FO)dE:O

definindo
St={qe;F-F>0}eX ={¢qeX;F—F <0},

como p € X1 #£ (), isso implica que X~ # (), pois, caso contrério, [ (F — Fy) dX > 0 pela
)
continuidade de F'.

Sejam ¢ e ¢~ funcoes suaves nao negativas definidas em ¥ que satisfazem

pEsupp o7 C X, supp ¢” C X7, /(¢+ +gz5_) (F — Fp)dX =0,
5

essas funcoes existem. Por exemplo, para h™ e h™ funcoes suaves nao negativas definidas
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em vizinhangas V,, C supp ¢* de p € ¥ e V, C supp ¢~ de ¢ € ¥~ tem-se

/h+(F—Fo)d2>o,

Vp

/h— (F — Fy)ds <0,
Vq
entao pode-se escolher, por exemplo, o™ = h* e ¢~ = kh™ em que k é um real adequado

de forma que
/ (h* + k™) (F — ) ds = 0.

5
Tomando-se g = (¢ + ¢~ ) (F' — Fy), pela proposicao 2.2.1, pode-se obter uma variacao
que preserva volume e deixa o bordo fixo, cuja a componente normal do campo variacional

é gN. Nesse caso,
g (F — Fp)dS
or + ¢7) (I = Fo) (F — Fp)dE

(
(6" +07) (F — Fp)*ds > 0,

I
Mo M M

contradigdo, logo F'= Fy e o [ g(Af + (|o]? + Ric(N))f)dx = 0.
by
Agora, para mostrar a equacao 2.19, escolhe-se uma func¢do g € F dada por g = 0
int(L) e g = 2L — qf em O e da condicdo Z(f, g) = 0, tem-se

o
[ (5 - ar) atom) =0

[)))

dai segue o resultado. O

Uma forma mais geral de definir funcional energia para uma hipersuperficie > com

I'1,...,Tx sendo as componentes conexas de 9% é dada por

k
E(t) = A(t) = > cos;W;(t),
i=1
onde 6y, ..., 0, sao angulos de contatos constantes ao longo de cada componente de 9% com
valores entre (0,7), W;(t) é a funcao area molhada correspondente a I';, i = 1,...k
Neste cenario, as hipersuperficies capilares em B também sao pontos criticos do
funcional energia para varia¢oes admissivel que preservam volume e a primeira e segunda

formula da variacao de energia continuam validas com simples modificagoes.
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O lema seguinte vai ser usado repetidas vez ao longo do texto, pois os dominios

utilizados neste trabalho tem a caracteristica de serem totalmente umbilicos em seu bordo.

Lema 2.3.1. Suponha que o bordo do dominio B seja totalmente umbilico. Seja v uma
imersao capilar em B. Entdo, o vetor normal unitdrio exterior v ao longo de 0¥ em X é

uma direcao principal de 1.
Denotando V como a conexao Levi-Civita na variedade ambiente, tem-se
V,N = —o(v,v)v,

Demonstragio. Pela defini¢ao 1.1.21 de ponto umbilico e para x € T'(9Y), a segunda forma

fundamental de 03 associada a —N é dada por
<B (z,2), —N> =1I(z,x)

CcOomo

<x,N> =0

chega-se a

Wﬁ, :z:> = <vxx, —N> = <B (x,2), —N> ,

logo, se OB é totalmente umbilica, vale
V.N =II(z,r)x (2.20)
Se v for uma diregao principal de ¥ em 0%, tem-se, por defini¢ao,
Sn(v) = A,
logo, para qualquer x € T(0X), obtém-se
o(v,x) = (Sn(v),z) = (Av,z) =0

Portanto, basta mostrar que o (v, z) = 0 para qualquer x € T'(9%) para provar que v é
uma direcao principal. Com as convencoes introduzidas acima, a conexao em relacao a x

da equagao 2.2 ao longo de 0% dé
V.N = cosV,N —sin OV, 0.
Por hipétese, V,N = II(x,z)x é ortogonal a v, logo

<va, y> = —sinf <vx?, y> . (2.21)
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Além disso, denotando por V a conexao de Levi-Civita em 0B, e como 0B é totalmente

umbilica e L 7 isso implica que I1(z,7) = 0, portanto,
V.v=—1I(z,7))N+V, v =V, v (2.22)
é tangente a 0X. Segue das equacoes 2.21 e 2.22 que
o(v,x) = — <vIN, 1/> =0

]

De agora em diante, a variedade ambiente M serda tomada como sendo o espaco

Euclidiano R™*!, e B serd ou um semiespaco ou um slab. Nestes casos, Ric=0e¢ II = 0.

2.4 Algumas resultados para hipersuperficies em es-

pacos Euclidianos

Retnem-se aqui alguns fatos gerais sobre hipersuperficies em espacos Euclidianos
que serao usados ao longo do trabalho. A primeira proposi¢ao contém resultados bem
conhecidas (ver [14]).

Lema 2.4.1. Seja v : ¥ — R™! uma imersdo. Se N é um campo unitdrio normal a ¥ e

{e1,...,en} € um referencial ortonormal, entao
(i) |o? = = 3 (Ve VN, N).
i=1

Assumindo a curvatura média H de v constante e {eq, ...,e,} um referencial geodésico em

uma vizinhanca p € X, entao
(i7) Enj <Veﬁeizv, ek>(p) =0, para todo k =1,2,...,n.
i=1

Demonstrag¢io. Prova do item (i).
Uma vez que (N,N) = 1, <veiN,N> = 0e V,NLN, pode-se escrever V,,N =

n

> <V€iN, ej> e;, logo

i=1

(VeVeN,N) = —Zn:<V6iN,VeiN>

n
=1 i=1

)
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Prova do item (ii).

Como o referencial é geodésico em p tem-se

(Veiek)T = V.ep =0, (2.24)

além disso, valem
(N, ep) =0= <V61N, ek> = <N, Veiek> : (2.25)
(N.N)=1=(V,N,N)=0=YV,N T3 (2.26)

Usando abaixo os resultados 2.24 e 2.26, tem-se
_ _ — T 1 —
(Veiers Ve N = <(V6iek) + (Veer) ,Vel.N> 0. (2.27)
Derivando <N , veiek> em relacao a e; e usando 2.25 e 2.27, obtém-se
NY+ <v V., N
N) = {ex, V. Ve,
N). (2.28)

e; <N,veiek> = <V Ve,
= —(Ver Ve
<veivei€k, N> = < W ?

Num sistema de coordenada do R™*! valem Ve, = V. e e V., Ve, ex = V., Ve

Disso e de 2.28, tem-se

(e, Ve Ve N) = = (Ve Vi, N) = = (Ve Veer, N) . (2.29)
Por fim, usando os resultados 2.27 e 2.29, chega-se a
SV VoN.a) = =3

i=1 7

_ v, Z (N, Veres). (2.30)
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Por defini¢ao, a curvatura média é dada por

M=

nH =tr(Sy) = (Sn(ei),ei)

1

<.
Il

(Veei = Veei, N)

I

s
Il
—_

I
NE

(Veei, N). (2.31)

s
Il
—

Substituindo-se 2.31 em 2.30 e pela hipotese de curvatura média constante, obtém-se
Weﬁeijv, ek> =-V,.,(nH)=0

1

)

O

Proposicao 2.4.1. Seja ¢ : ¥ — R" n > 2, seja uma imersio C? no espaco euclidiano
R™! de uma variedade n-dimensional suave e orientdvel X, possivelmente com bordo,
N : ¥ — 8" C R"™ um vetor normal unitdrio global de v , H sua curvatura média e
o sua sequnda forma fundamental. Denotar por V e div, respectivamente, os operadores
Laplaciano e de divergéncia para a métrica induzida por . FEntdo, sdio verdades as

sequintes equagoes em Xi:
(i) Ay =nHN.
(i7) div(yp — (Y, N) N) =n+nH (¢, N).
(iii) Para qualquer campo de vetor constante @ em R™™, div(@ — (d, N) N) = nH (@, N).
Além disso, se a curvatura média H é constante, entdo
(iv) A (W, N) + ol (1, N) = —nH.
(v) AN + |o> N = 0.

Demonstragio. Prova do item (i) e (iii), Derivando (¢, d@), @ € R™™! fixo, na direcdo de
um vetor X € X' (X), tem-se

X (@) = (Vxtp,@) = (X,d).

A partir dessa relagdo, pode-se ver que a componente de @ que se projeta no espago

tangente de ¥ corresponde ao gradiente da funcao (v, @), logo

V (i) =@ — (@ N)N (2.32)
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Tomando um referencial ortonormal {ey,...,e,} e calculando a divergéncia de 2.32,

conforme equagao 1.15, chega-se

(Av,d) = Ap,d) = div(V (,a))

= (@nHN) = Atp =nHN

Prova do item (ii):

Sendo ¢ = ¢* + (¢, N) N, T € T,M, e como

divy = 3 (Verei)

@
Il
-

= i (e €i) =n (2.33)

div (), NN = S (V. (1, N)N) ;)

= — (1/),]\17771]{, (2.34)

logo de 2.33 de 2.34 obtém-se o resultado.
Prova do item (iv):

Seja o referencial geodésico {e, ..., e, } em torno de um ponto p € 3, 1) pode ser escrito
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b= (Y.ej)ej+ (b, N) N

Jj=1

(2.35)

Calculando o Laplaciano(i, N'), obtém-se

A (4, N)

+

(2.36)

Agora, do lema 2.4.1 e da definicao de H, chega-se ao resultado.

Prova do item (v):

Sejam o referencial geodésico {e, ...,

e, } em torno de um ponto p € 3, N € (X (M))*

e @ € R™! um vetor unitario fixo, entdo

A (N, )

-

s
I
—

€; <W€i N, Ei>

-

.
Il
—

(Ve Ve N, Q)

-

-
I
—_

<Z (VeVeN,ej)e; + (Ve Ve, N, N) N,a>

<.
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pelo lema 2.4.1 item (ii), fica

<l\

AN,G = (V.9

s

novamente pelo lema 2.4.1 parte (i), tem-se

N>,a>

<l\

A(N,d) = (~|o]’N, @)
Portanto,
AN +|o’N =0
O

Um outro resultado importante utilizado na demonstracao dos teoremas principais

deste trabalho é o seguinte fato:

Proposicao 2.4.2. Seja 1 : X — R™ uma imersdo de classe C* no espago Euclidiano
R™1 de uma variedade diferencidvel compacta orientdvel n-dimensional ¥, possivelmente
com bordo. Seja N : X — S™ C R"™! uma aplicagio normal unitdrio global de v, e v o

vetor conormal unitdrio a 0% em ¥ direcionado para fora. Entdo,

/ NdY. = / ({4, 1) N— (1, N) v}d(9%) (2.37)

onde d¥2 e dOY denotam os elementos de volume de Y2 e 0%, respectivamente. Em particular,

se 2 nao tem bordo, entao

Il
=1

/ Ndx
>

Demonstra¢io. Como 1) pode ser aproximada por uma funcao de classe C*° (Teorema de
Aproximagao de Whitney), entdo demonstra-se o resultado para imersées suaves e o caso
geral segue por aproximacdo. Seja @ um campo vetorial constante em R™*. Considere o

seguinte campo vetorial em >:

X =(a,N)y" = (Y, N)a",

onde Y7 = 1) — (1, N) N é a projegao de ¢ em TX e a’ = d — (1, @) N ¢ a projecio de
em TY. Denotando por D a diferenciacao usual em R"*!, a divergéncia de X é calculada

da seguinte forma:
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div((@ N)¢T) = (@ N)div(e") + (v7,V (@ N))

= (@, N)div(¥") + (@ DyrN) (2.38)
div((y, Nya") = (¢, N)div(@)+ (@, V (¥, N))
= (¢, N)div(@") + Dgr (¢, N)
= (¢, N)div(@") + (Dgrp, N) + (@", Dar V)
= (¢, N)div(@) + (@, N) + (¢, Dar N) (2.39)

De 2.38, 2.39 e da proposicao 2.4.1 itens (ii) e (iii), tem-se

divX = (@, N) div(y") + (@ Dyr N ) — (i, N) div(a") — (", N) = (i, Dar N)
@, N)+nH (4, N) (@, N>+<6T, DwTN>—nH (@, N) (1, N>—<¢T, DdTN>

onde foi usado <5T, DwTN> = <¢T, DaTN> = —o(a’,y), com o sendo a segunda forma
fundamental da imersao.

Agora, usando o teorema da divergéncia e que N Lv, chega-se
n / @ NYdS = / divXds
_ / (X, V) d(O%)
ox
= [{@N) (v) = (0.N) (@)} dOT)
ox
logo,
(o0 [ Na2) = [ {1660} 3) — (@, ) ) o)
by ox
- <c7, / (4, v) N — (b, N) ud(82)>

[0)>

Como essa tltima expressao é valida para qualquer @, entao 2.37 segue.



Capitulo 3

Hipersuperficie Capilares Estaveis Imer-

sas em um Slab e Semiespaco

3.1 Introducao

Neste capitulo serao apresentados os trés teoremas principais desta dissertacao cujas
demonstragoes foram obtidas por Abdelhamid Ainouz e Rabah Souam em [1]. Eles
demonstraram que as hipersuperficies capilares imersas em um dominio B de R**!, que
pode ser um slab fechado ou um semiespaco fechado em R"*!, sdo rotacionalmente
invariantes em torno de um eixo ortogonal a 0B sob algumas restri¢des e dependendo do

ambiente que estao imersas.

3.2 Superficies Capilares Estaveis de (zénero Zero em

um Slab em R?

E mostrado, nesta secao, que superficies capilares estaveis de género zero e imersas
num slab contido no R? devem ser de revolugao. No caso de bordo livre, Ros [3] provou
que tal superficie deve ser um cilindro circular reto. O caso de capilaridade mergulhada e
estavel ligando dois planos paralelos foi estudo por vogel [17] e por Zhou [18].

Antes do teorema principal desta se¢ao 3.2.4 ser apresentado, anuncia-se alguns resul-

tados e defini¢oes utilizados na sua demonstracao.

Teorema 3.2.1. (da Continuagio Unica de Aronszajn) Seja Q@ C R™ wm aberto limitado

conexo. Se u é uma solugdo em §2 de
—Au = \u

que se anula em um aberto ndo vazio de ), entdo u = 0.
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A demonstracao pode ser encontrada em [19].

Definicao 3.2.1. Sejam ¥ uma variedade Riemanniana e uma fungio u: Y — R € C°, o
conjunto u=1(0) é chamado conjunto nodal de u e uma componente conexa de X\u~'(0) é

chamada de dominio nodal. Se a dimensio de 3 é dois, u=*(0) é chamado de linha nodal.

Definicao 3.2.2. Seja 3 uma variedade Riemanniana, caso exista uma fungao u € C*°(X)
nao nula tal que
Au+|o)*u =0

diz-se que u € uma autofuncgio do operador de Jacobi (A + |o|?) associada ao autovalor 0.

Para variedade Riemanniana de dimensao 2, é demonstrado em [20], além de varias
outras propriedades, que cada linha nodal do operador (A + |o|?) ¢, por imersao, a imagem
de um circulo ou segmento de R. Por isso, para superficie de género zero as linhas nodais

no interior de ¥ tem a estrutura de grafo.

Lema 3.2.2. Seja v uma imersdo de uma superficie capilar ¥ de género zero em um slab

de R? e seja a fungio u € C*°(X) ndo identicamente nula que satisfaz

{ Au+|oPu=0 em 3, | (3.1)

% = qu em 0.
entio o conjunto ¥\ u=(0) tem pelo menos trés dominios nodais.

Demonstragdo. Seja v uma componente conexa de 9% tal que ¥ (7) esteja no bordo do slab.
Pela condigdo de contorno, se p € u=1(0) N 9IY, entdao (Ju/dv)(p) = 0. Como Au+ Au = 0,
u deve mudar de sinal em uma vizinhanga de p € u='(0) N 9%, pois, se v ndo mudar
de sinal, pelo principio do méximo forte, nesse ponto p, (Ou/dv)(p) # 0 contradizendo
(Ou/dv)(p) = 0, logo u deve ser identicamente zero em uma vizinhanga de p e, entéo, pelo
teorema 3.2.1 u deve ser identicamente zero em todo ¥ contradizendo a hipdtese. Assim,
todo ponto p € u~(0) NI estd na fronteira de pelo menos duas componentes conexas do
conjunto {u # 0}.

Se p € 9¥ é um ponto critico da fungao [1|? restrito a v, entdo (¢/(p),¥(p)) =0 e
consequentemente '(p) é paralelo a 1(p) A ez e ortogonal a N, logo u(p) = 0.

Agora, pela escolha de C, o conjunto v~'(0) N~y tem pelo menos trés pontos, conforme
mostra a figura 3.1. Dois sdo devidos ao resultado conhecido de que C' e 9(7y) s@o tangentes
em no minimo dois pontos (p; e p2), conforme [21], e o terceiro, é um ponto de 7 cuja

imagem por ¢ é a mais préxima da origem (ps).
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Figura 3.1: Pontos p1, p2, p3 € u~1(0) N, .

(e

, Vipne

Como, por hipdtese, 3 é de género zero, ou seja, topologicamente um dominio planar,
toda curva de Jordan separa > em duas componentes conexas (teorema da curva de
Jordan) e como existem no minimo trés ponto no conjunto u~1(0) N 9% e cada ponto estd
na fronteira de pelo menos dois dominios nodais, entao as curvas de Jordan formadas pela

u~1(0) e v definem pelo menos trés dominios nodais.

Figura 3.2: Cendrios possiveis, cada cor representa um dominio.

(a) Visdao no plano (b) Visdo no Slab.

Y

]

Lema 3.2.3. Seja 1) uma imersio de uma superficie capilar ¥ em um slab do R3 e seja a

fungio u : ¥ — R tal que u = (Y A ez, N) entdo vale

{ Au+ |o]Pu=0 em X, (3.2)

g—;ﬁ = qu em 0.

onde e3 € um vetor unitdrio ortogonal aos planos do slab, N é um vetor unitario normal a
superficie, v € o vetor unitdrio normal exterior a 0%, ¢ = o(v,v)cotf e 0 é o angulo de

contato da superficie com um dos planos do slab.

Demonstragio. Seja {E1, By} um referencial geodésico em torno de p € T,% com Ey(p), Ea(p)
ortonormais e sao diregoes principais. Neste referencial o Laplaciano em p é dado por
S EiE; ((¥ Aes, N)) e, além disso, Vet = E;, Vg, E; = (VEiEi)N, pois a componente
tlangente ¢ nula (Vg E; =0).
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Au = A<’(/)/\63,N>
= Y EE (Y Aes, N) =Y Ei ((Vet Aes, N) + (¥ Aes, Vi N))

= Y B ((E:Aes N) + (0 Aes, Vi N))

= Z (<vEZEz A es, N> + <E7, A 63,inN> + <EZ A eg,inN> + <1p A (33,inin]\[>)

7

— Z (2 <EZ A eg,inN> + <¢ N 63vaiinN>>

)

= > (2 (Ei N es, \iEs) + <7/’ A 63v§EiinN>)

)

= <w N ez, ZVE’LVEZN> = <77/J N ez, —|0|2N> = —|0|2U

Para provar a segunda igualdade, seja p € ¢(7) no plano II; e considerando que

e3 = —cosON + senfy = v = e3 + cot N,
senf
tem-se
ou 9@ Nes,N) O AN,es)
%(p) B v T v
= —({(vp) AN(p),es) + (¥ (p) A (=o(v,v))v(p), es)) (3.3)
como v(p) A N(p) é normal a ez tem-se
(v(p) NN(p),es) =0 (3.4)

e também

(W(p) N—o(v,v)v(p),es) = —o(v,v) <¢(p) A < es + cot 9N(p)> ,63>

senf

1
= —o(0) (5 (0B) Aes.es) + cot§ (w(p) A N (p) s))
= o(v,v)cotf (¢(p) Aes, N(p)) (3.5)
substituindo 3.4 e 3.5 em 3.3 chega-se a
0
(’TZ@) = qu.

]

Quais seriam as sequencias de superficies capilares de género zero mergulhadas no

slab de R? ou que caracteristicas teriam se elas possuisses bordos circulares coaxial v; e
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9 e cada um deles contidos em bordos diferentes do slab quando se varia lentamente e
continuamente o volume que encerram de forma a permanecerem sempre estavel, como a
figura 3.3 exemplifica?. E certo que existe uma relacéo entre a distdncia dos planos do
slab e o raio do circulo para que as superficies sejam estaveis. Um resultado encontrado

em [2] de enunciado:

Considere dois circulos coaxiais v e 7, em planos paralelos P, e P, com
v; C P;. Suponha que ¥ seja uma superficie cmc, compacta e mergulhada no
R3 tendo ; Uy, como bordo. Se int(X) estiver no slab determinado por P; e

Py, entdo ¥ é uma superficie de revolugao ([2], p. 64).

diz que as superficies devem ser de revolucao, incluindo as nao fisicamente realizdveis ou
nao estaveis em seu conjunto solugao e podendo exclui do conjunto solucao superficie

estaveis mergulhada no R3 como o nodoide.

Figura 3.3: Pedaco de Catenoide, de uma esfera e de um cilindro contidos no slab.

O teorema seguinte, o primeiro sob exame neste trabalho, diz quais sdo as possiveis
superficies fisicamente realizaveis sendo mais geral em relagao as hipoteses do resultado
anterior, pois, a principio, nao restringe os bordos a circulos, apenas supoe que estao

imersos no slab, e nem mesmo assume que as superficies estejam contidas no slab.

Teorema 3.2.4. Seja 1 uma imersdo de uma superficie capilar ¥ de género zero em um
slab de R® delimitada por dois planos paralelos I1; e Iy e com dngulos de contato constantes
01 e 0y com Iy e Ily, respectivamente. Se v é estdvel, entao (X)) é uma superficie de

revolucao em torno de um eixo ortogonal a I1;.

Observando inicialmente que, das superficies mostradas na figura 3.4, o cilindro e o
catenoide sao solugoes do problema acima, mas o pedaco de cone e a superficie formada
pela rotacao de dois arco de circulo de mesmo raio justapostos nao sao. O cone nao tem

cmce e nao é estavel e a outra, mesmo sendo de revolugao, tendo os angulos de contato
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constante e cmc, nao é estavel e nem é suave. Sao exemplos também de superficies no

conjunto de solucao deste teorema o onduloide e o nodoide.

Figura 3.4: Pedacos de cilindro, cone, catenoide e juncao de duas esferas de mesmo raio contidos
no slab.

Demonstragcao. Pode-se escolher, sem perda de generalidade, o slab limitado pelos planos
horizontais II; = {z3 = 0} e Il = {z3 = 1}. Seja v uma componente conexa de 9% tal
que ¥ (7) esteja no plano {x3 = 0}, e considere neste plano o circulo circunscrito C' a (7).
O objetivo é mostrar que ¥ (3) é uma superficie de revolu¢ao em torno do eixo vertical
que passa pelo centro de C' que supde-se coincide com a origem do sistema.

Para isso, constréi-se uma funcao u : ¥ — R que ¢é identicamente nula caso a superficie
seja rotacionalmente invariante. Tal fun¢ao pode ser definida, para todo p € ¥, como
u(p) = (¥(p) Aes, N(p)), onde A denota o produto vetorial em R3. Portanto, o objetivo
agora é provar que u = 0 em .

Pelo lema 3.2.3 e como a funcao u € C*, conclui-se que v é uma funcao de Jacobi.

Agora, para provar que u = 0 em Y, supoOe-se, por contradi¢cdo, que u nao seja
identicamente zero.

Pelo lema 3.2.2, o conjunto u~'(0) N ¥ tem pelo menos trés dominios nodais.
Denotando-se por ¥; e Xy dois desses dominios e considerando a funcdo no espacgo
Sobolev H*(X):

u em Xy,
U=1< au em X, (3.6)

0 em Z\(Zl U 22),

onde a € R ¢é escolhido de forma que [udA = 0.
5

Agora, de 3.2 e da expressao div(aVu) = tAu + (Vu, Vi) pode-se calcular a forma
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do indice de estabilidade, como segue
/ ((Va, Vi) — |ofa?}dA = / (Vu, Vi) — |o|*ui}dA
21 E1
- / (div(aVu) — GAu — |o|PuildA (3.7)
31
= —/{ﬂAu+ |0|2uﬂ}dA+/div(ﬂVu)dA
3 P

— /{Au—l—]o\Qu}ﬁdA—l—/ﬂ(Vu,u)ds

1 0¥
= /{Au + |o|*u}adA + / ilguds
1 oX1 v

= / qi*ds (3.8)
0X1N0X2

Usando um calculo semelhante em 35, deduz-se que Z(u, @) = 0.

A funcao @ é uma funcgao de Jacobi, pois 4 é um minimo da forma quadratica em F
associada a Z que é maior ou igual zero pela hipdtese de estabilidade de ¥, logo @ esta no
ntcleo de Z e vale At + |o|?u = 0. No entanto, @ ¢ nula em um conjunto aberto nao-vazio
Y\ (X1 UX5) e, pelo teorema 3.2.1, @ deve ser nula em todos ¥ o mesmo acontecendo com
u, 0 que € uma contradicao.

Portanto, 1(X) é uma superficie de revolugao em torno do eixo x3.

3.3 Hipersuperficie Estavel com CMC com bordos

Livres em um slab em R"!

O estudo de hipersuperficies estdavel com CMC mergulhadas em slab do R™*! e que
interligam os hiperplanos do bordo desse dominio surgiu inicialmente com os trabalhos
de Athanassenas [22] e Vogel [23] em dimensao trés e por Pedrosa e Ritoré para qualquer
n > 2 [4]. Esses trabalhos caracterizaram tais hipersuperficies como rotacionalmente
invariantes e que para 2 < n < 7 sao cilindros circulares e para n > 9 surgem também
pedagos de onduloide fechados, o caso n = 8 esta em aberto.

Um importante resultado relacionado a hipersuperficie mergulhada em um slab do
R"™! devido a Pedrosa e Ritoré [4], obtido com a aplicagao do principio de reflexdo de

Alexandrov é o seguinte

Lema 3.3.1. Seja > um hipersuperficie com CMC, compacta, mergulhada em um slab do
R™™ com dngulo de contato @ = 11/2. Entdo, 3 é rotacionalmente simétrica com relag¢dao

a uma linha perpendicular ao bordo do slab.
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devido a condicao de bordos livres e da classificacao de hipersuperficie de revolucao
dada por Delaunay, este lema revela trés possibilidades para as hipersuperficies, uma
semiesfera, um cilindro ou um pedago de onduloide.

Diferentemente desse lema, o teorema 3.3.3 principal desta se¢do supoe X imersa
com bordos mergulhados e a restringe a classe de hipersuperficies estaveis que ligam os
dois hiperplanos paralelos. A inspiracao da demonstracao do teorema 3.3.3 foi dada por
algumas ideias usadas em [8].

Antes, porém, da demonstracao do teorema 3.3.3, da-se alguns resultados e defini¢oes

fundamentais para o entendimento e que foram utilizados na prova do teorema 3.3.3.

Definicao 3.3.1. Sejam X e Y espagos topologicos. Uma aplicagio f: X — 'Y chama-se

uma homeomorfismo se f é bijetiva, continua e =1 é continua.

Definicao 3.3.2. Sejam X e Y espagos topologicos. Uma aplicagdo f: X — 'Y chama-se
uma homeomorfismo local quando cada ponto de x € X estd contido num aberto U tal que
V = f(U) € aberto em Y e f|U é um homeomorfismo de U sobre V.

Definicao 3.3.3. Uma aplicagcio continua f : X — 'Y chama-se propria quando é fechada

e, para todo y € Y, a imagem inversa f~'(y) é compacta.

Proposicao 3.3.1. Sejam X um espaco de Hausdorff e f : X — Yum homomorfismo

local. Entdao cada uma das afirmacoes sequintes implica a sequinte:
o Existe n € N tal que cada imagem inversa f~'(y), y € Y, possui n elementos.
o f ¢ propria e sobrejetiva.

e [ éuma aplicacdo de recobrimento cujas fibras f~1(y) sdo finitas. Se Y for conexo,

entdo as 3 afirmacoes sao equivalentes.

A demonstracao é encontra em [24].

O préximo teorema, devido a Wente [5] e baseado no método de reflexdo de Alexan-
drov, mostrar, em particular, que sob condigoes adequadas uma hipersuperficie capilar
mergulhada é axialmente simétrica e que qualquer interse¢ao nao vazia da hipersuperficie
com um hiperplano horizontal é um disco cujo o centro estda no eixo. Esse teorema é

descrito abaixo em toda sua generalidade.

Teorema 3.3.2. Seja {zy,..., 11} um sistema de coordenada Fuclidiana de R"™ e seja
X um subconjunto limitado, aberto e conexo de R™™' que esteja aderindo ao hiperplano
I : {z,1 = 0}. Suponha que o bordo de X, 0X = (INX)UZYX, onde ¥ é uma
hipersuperficie com bordo 0% = X N1I de classe C* mergulhada em R que corresponde
a interface liquido-ar. Suponha que a curvatura média de ¥, H, medida em relagdo a

normal exterior seja a restricio a X de uma funcio de classe C* em R™ que depende
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somente da coordenada 1. Finalmente, suponha que o angulo de contato, 0, de ¥ com
IT medido em relacao ao interior de X seja constante ao longo de 0% em que 0 < 0 < .
Entao, existe uma linha vertical em torno da qual X € azialmente simétrica, de modo que
qualquer intersecao nao vazia de X com um hiperplano horizontal seja um disco aberto

com centro no eixo.

A demonstracao encontra-se em [5].

Por fim, passa-se a analisar o segundo teorema objeto de exame nesse trabalho.

Teorema 3.3.3. Seja ¢ : ¥ — R" n > 2, seja uma hipersuperficie capilar imersa
ligando dois hiperplanos horizontais em R com dngulo de contato 6 = 11/2. Suponha
que a restricio de v a cada componente de 0% seja mergulhada.

Se 1) € estdvel, entdo V(X)) € um cilindro circular vertical ou um grifico vertical que é

rotacionalmente invariante em torno de um eizo vertical.

Demonstracao. Inicialmente observa-se que como cada componente conexa do bordo de
> sao hipersuperficies de CMC, fechadas e mergulhadas em R", entao, pelo teorema de
unicidade de Alexandrov, essa hipersuperficie sao esferas redondas. Caso a hipersuperficie
> seja um grafico vertical, entao, significa que ela é mergulhada e, segue do lema 3.3.1,
que ela é rotacionalmente invariante.

Sejam I1; e IT5 os hiperplanos de bordos do slab com II; abaixo de IT,. Seja {eq, ..., e,11}
a base candnica de vetores de R"*!, sendo e, ortogonal a II; e II,.

Como o interesse é saber se as hipersuperficies sao rotacionalmente invariantes, entao

constroéi-se uma fungdo com base nesse aspecto. Seja a fungao
v={(N,eni1) (3.9)

sendo N vetor unitario normal a ¥, ou seja, v corresponde a (n + 1)-coordenada de N.

Inicialmente, tem-se dois casos a analisar:
e v ¢é identicamente nula;
e v nao ¢ identicamente nula e, nesse caso, v nao nuda de sinal.

Primeiro caso:

Se v = 0 significa que N e e, 1 sao ortogonais e entao > é um cilindro vertical com
base circular como observado acima.

No segundo caso:

Se v nao for identicamente zero, entao, neste caso, v nao muda de sinal no interior de
X

Supondo que v muda de sinal e definindo a funcao

vy = max{v,0}
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como sendo a parte nao negativa de v e a funcao
v_ = min{v, 0}

como a parte nao positiva de v que estao no espago Sobolev H'(X) (Lema 7.6 de [13]).
Define-se a funcao

Vi= vy +av_

onde a € R é escolhido de forma que

/(v+ +av_)ds =0, (3.10)

by

Esse niimero real a sempre existe devido a suposi¢ao de que v muda de sinal e o € H'(X) .
Como a fungao v tem média zero e envolve informagoes geométrica do ambiente e da

hipersuperficie, aplicando-se a © a forma do indice como teste para a estabilidade, tem-se

z(a,g):z/ [(V5, V) — o5} d8
:/ [V (0 + av_), V(vs +av_)) = o2 (vs + av_)?} dS
:Z/{Wm, Voy)+a? (Vo_, Vo_)+2a (Voy, Vo) = o2 (v, +a*v_*+2av_v,) } dS
:ZI(U+,U+) +2aZ(vy,v_) + a*T(v_,v_). (3.11)

Sabendo que v = 0 em 0% a parte da integral da forma do indice referente ao bordo é

zero, dessa maneira, a forma do indice aplicado a (vy,vy), (v_,v_) e a (vy,v_) resulta:
I(op0) = [{(Vor, Vou) = o (0.)*}ds
5

= /{(VU»VU+> — |o[Pvv; }dS (3.12)

substituindo div (v4Vv) = viAv + (Vu, Vo, ) (propriedade de divergéncia) em 3.12 e, em

seguida, aplicando o teorema da divergéncia, tem-se

Z(vy,vy) = / (div (v Vo) — v Av — |<7|2m;+) >
5

= / (—U+Av — |J|2m;+) dx

P

_ _/{<AU+|01%)U+}CZ2,

%
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da proposigao 2.4.1, parte (v), obtém-se
I(U+,U+) =0 (313)

e similarmente Z(v_,v_) = 0. Além disso, como v; e v_ sdo alternadamente nulas
Z(vy,v_) =0, logo Z(v,0) = 0.
Como X é estavel e Z(v,0) = 0 segue que ¥ é uma fungao de Jacobi e, conforme 2.19,
satisfaz
ov

5, =0 V€05 (3.14)

Pelo método de reflexdo por hiperplanos paralelos a II; e a Il,, pode-se estender ¥ ()
analiticamente para além de II; e a Iy, pela condicao 3.14 e como v = 0 em 9%, o teorema
de Cauchy-Kowalevski garante a existéncia de solugao analitica na vizinhanga de 0% e que
ela é tnica na classe de fungoes analiticas, logo © = 0 é nula em uma vizinhanga de 9% isso
implica que v também é nula nessa vizinhanga. Isso significa que (%) é um cilindro em
uma vizinhanga de 1(9%) e, pelo principio da continuagao analitica para hipersuperficie
com CMC, v = 0 em toda hipersuperficies, que é uma contradi¢ao. Portanto, a fungao v
nao muda de sinal em X.

Escolhendo v > 0, o caso v < 0 é andlogo. A funcao v satisfaz

v >0,
Av = —|o]?v <0, (3.15)
v=0emdX.

Como v é suposta nao identicamente zero, pelo principio do maximo v nao pode ter
um ponto com valor zero no interior de ¥, logo v = (N, e,41) > 0 no interior de 3, ou
seja, N nunca é "horizontal". Assim, o interior de 1(X) é localmente um grafico vertical,
mas nao se pode concluir ainda que no bordo ¥ (3) tenha esse comportamento.

Para concluir que ¥ (%) é de fato globalmente um gréfico vertical, tem-se que analisar
seu comportamento préximo a seu bordo.

Sejam I'y, ..., 'y as componentes conexas de 0%. Por hipdtese, 9 restrito a I'; é um
mergulho, assim, ¢ (T';) separa o hiperplano que o contém em duas componentes conexas,
para cada ¢ = 1,...k.

Denotando por P : R**! — II; a projecao ortogonal, e definindo F' = P o 1. Fixando
i=1,...,k, e considerando um ponto p € I';, e uma curva v : (—¢, 0] — X parametrizada

por comprimento de arco com y(0) =p e 7/(0) = v(p). Seja

F(y(t)) = Poy(y(t)) = v(v()) = (0 (v()), ens1) €nta
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entao,

P (1) = 2T T — (T i) e

/!

= () - <’y’(t),en+1>en+1,

WA = PG 0), Vg
= (V) = (V) ent1) ent1, N(p)) g
= (Y1), Nl
= (1,N(p)) =0 (3.16)
d*(w(t)) _ d{y(),N(p))
dt? t=0 dt t=0
= (V)] _ N )
= (Vur,N(p)) = o(v,v). (3.17)
Utilizando o lema 2.3.1, tem-se
ov —
5 = <VI/N7€TL+1>

= (—o(v,v)v,en11)
= —o(v,v){(v,ens1)

{ +o(v,v) se YP(Iy) C Iy

—o(v,v)  se P(Iy) C Il (3.18)

Pelo principio do méximo forte, dv/0v < 0 em 03, logo de 3.16, 3.17, 3.18 segue que
w(t) tem um maximo em ¢ = 0 quando ¥ (I';) C II;. Logo, para t pequeno, F'((t)) estd na
componente de II; \ F(I';) que tem N(p) como uma diregdo normal apontando para fora
em F(p) se ¢(I';) C II; ou tem N(p) como uma dire¢do normal apontando para dentro se
Y(I';) C IIy. Portanto, existe uma estreita faixa no interior de ¥ em volta de I'; que se

projeta nesta componente.
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Figura 3.5: Projecao de v sobre II; e D; a parte cinza.

D,

i

F(p)

y(@)e, y(r)eT,

Figura 3.6: Estreita faixa em Y formada pelas curvas v e D; a parte cinza.

HZ
Chama-se D; a componente de IT; \ F(T';) que ndo intercepta essa projegao, conforme
ilustrar a figura 3.6. Define-se ¥ como sendo a unido de ¥ com a unido disjunta de todos

os domfnios D;, e F': ¥ — II; por

F =

F em 3,
projecao de D; sobre Iy, 1 =1,... k.

A estreita faixa acima definida garante que a aplicacdo F é homeomorfismo local, pois
para pontos de D; e pontos do interior de X, F' é um grafico vertical local. Ela também é
uma aplicacio prépria devido o nimero de elementos de F—'(y) com y = F(p) € II; ser
constante e igual a quantidade de componentes conexas contidas em II;. Portanto, segue
de 3.3.1 que F é uma aplicacio de recobrimento.

Como ¥ estd colada a todos os D;, o dominio de F é conexo e como sua imagem,
II;, é simplesmente conexa, resulta que F é um homeomorfismo global. Portanto, ¥(X)
¢ um gréafico sobre um dominio em II; e, como tal, é mergulhado e entao ¥(X) é uma

hipersuperficie de revolugao em torno de um eixo vertical, conforme o teorema 3.3.2.

]
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3.4 Hipersuperficie capilares estaveis em um semi-

espaco em R""!

E de conhecimento que as calotas esféricas sio as unicas hipersuperficies capilares
mergulhadas em um semiespago do R™"! [5], além disso, elas sdao estdveis e minimizam
o funcional energia [25]. No R? e enfraquecendo a hipétese de mergulhada para imersa,
Marinov [6] caracterizou-as como as unicas superficies capilares estéveis em um semiespago
em com bordos mergulhadas.

Ele usou uma variacao admissivel infinitesimal que é a versao no cenario de capilaridade
usado, no caso fechado, por Barbosa e do Carmo [14]. Recentemente, Choe e Koiso [7]
provaram o mesmo resultado em R""!, para qualquer n > 2, assumindo o angulo de
contato > I1/2 e o bordo da hipersuperficie convexa.

E usado aqui o caso em que o angulo de contato é < I1/2, tendo a convengao da
orientacao da imersoes dada pelo seu vetor de curvatura média H , € o angulo de contato
sendo aquele entre H e o vetor normal unitdrio exterior a fronteira do semiespaco (isto
é pelo principio do méximo H # 0 ). Duas variagoes infinitesimais sdo empregadas,
sendo a primeira usada por Marinov, Choe e Koiso. No entanto, contrariamente aos
autores anteriores, gracas a Proposicao 2.4.2, para estabelecer que esta variacao preserva
volume, nao é preciso assumir bordos mergulhados. A segunda variacao infinitesimal é uma
combinacao adequada das partes negativa e positiva da tltima coordenada da aplicagao
de Gauss. O resultado é o seguinte.

Antes do teorema principal desta secao ser apresentado, tem-se o lema

Lema 3.4.1. Seja ¢ : ¥ — R n > 2 wma hipersuperficie com curvatura média

constante H imersa em um semiespago em R™ e dngulo de contato 0 < 6 < T1/2, entdo

/{1 4 H (b, N) + cos 8 (N, eny1)} dS = 0 (3.19)

sendo eny1 € 0 (n+ 1)-ésimo vetor da base canénica de R+,

Demonstragdo. Integrando a relagao div(y) — (¢, N) N) = n+nH (i, N), proposicao 2.4.1

item (ii), e aplicando-se o teorema da divergéncia, tem-se

/dw (¥ — (), N) N) dZ = n/{l + H (b, N)}Y,

%

/w — (b, NY N, 1) d(9%) = n/{1+H(w,N>}dE

0%

/w,y) d(9%) = n/{l 4 H (4, N)}dE (3.20)

[2)> P
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No bordo de ¥ tem-se a seguinte relacao, figura 2.1,

ent1 — tglv
os 0 +1 g

cosON +sinfyv = N = —e, ., = N = -
e da Proposicao 2.4.2, obtém-se
n [NaS = [{@0) N~ (9, N) v} d@%)
)

— / (1, V) <_10@n+1 — tgey) — <¢, _(2()1896n+1 — tg@u> 1/} d(0Y)

{ cos
o%
1 1
1
gt
0%
1
T cosd (a/ (¥, v) d(@E)) €nt1 (3.21)
>

De 3.20 e 3.21, chega-se ao resultado

n/NdZ - _60180 (n/{1+H<¢,N>}dz) ens1

/cos9<N, enp1) dS = E—/{1 4 H (4, N)} dS

P

/{1 4 H (b, N) + cosf (N, ens1)} dE = 0
by

]

Teorema 3.4.2. Seja 1 : X — R™L n > 2 uma hipersuperficie capilar estdvel imersa em

um semiespago em R™ com dngulo de contato 0 < 6§ < TI/2.
(i) Se 0 =11/2, entao (%) é um hemisfério.

(i) Se 0 < 11/2 e a restricao de ¥ a cada componente de 0¥ é um mergulho, entao (%)

¢ uma calota esférica.

Demonstragio. O objetivo aqui é aplicar a forma do indice a uma fungao teste adequada
para que se possa extrair informacao sobre a geometria da hipersuperficie capilar levando
em conta a estabilidade e de como ela é posta no semiespaco.

Considerando que a hipersuperficie esta imersa no semiespaco cuja a coordenada
Tpy1 > 0 e bordo sendo {z € R"™'\ z,,,, = 0}.

Aplicando-se a forma do indice a funcao

=14+ H (¢, N)+cost (N, eni1) (3.22)
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a qual tem média zero, conforme lema 3.19, e definindo u = (¢, N) e v = (N, e,41), da

proposicao 2.4.1, tem-se

Au+ |o|*u = —nH,

Av + |o*v = 0.
com essas equagoes, tem-se

Ap = HAu+ cosfAv
= H(—nH — |o|*u) — cos f|o|*v
= —nH?— |o|*(Hu + cos 6v)
= —nH’ —|o[*(p - 1),

logo,
pAp + |o|*9® = (lo]* — nH?)p.

Sendo v direcao principal, tem-se

P _
oo = 0 N) + (0. VN) = (v, v) ()
(&
0 (VN s} = ~0(0,0) (0, 0i) = 0(v,) sin .

além disso,

dp  Ou ov
2 —Ha—ircos@5

e da relagdo —e, 11 = cosdN + sinfv, tem-se

0 =cosf (N, ) +sin b (v, ) = (v,9) = —cot § (N, )

—1=cosO(N,e,i1)+sinb (v, e, 1) = (V,ep41) = ——— — cot §
si

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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substituindo-se 3.29 e 3.30 em 3.28, obtém-se

¢

5 —o(v,v) (Y,v) H+ o(v,v) cosfsin O
v

(v,v)cot @ (N, ¢y H 4+ o(v,v) (cot @ + cosf cot 6 (N, 1))
= o(v,v)cotO ((N,¢) H+ 1+ cosf (N,1))
(v,v)cot Op (3.31)

= 0

= 0
Aplicando a forma do indice em ¢ e usando os resultados 3.25 e 3.31, segue que
2 dy
Ie.0) = = [ p(dp+loPp)d+ [ (58 — cotbo(v,v)e)d(dx)
)
= —/ (|<7|2 - nHQ) od¥ + /gp(cot Oo(v,v)p — cot Oo (v, v)p)d(0%)
b
0%

- —/(|a|2 — nH?)@dS (3.32)

Integrando 3.23 e usando o teorema da Divergéncia, tem-se
/Aud2+/|a|2ud2 = —nH/le

D) 5 5
[div(Vuyds + [|ofuds = —ntt [ 145

5 5 5

(Vu,v)d(0%) +/|a\2ud2 = —nH/le
5 5

%
9,
a—“d(az) + / o2uds = —nH / 1d% (3.33)
gz O 5 5
Seja W = — [ (|o]|* — nH?)dX e substituindo-se a expressio de ¢ na forma do indice
s
tem-se
I(p,) = — [ (lo|* = nH*)pdS

(|o* = nH*)(1 + Hu + cos fv)dZ

((|a|2 — nH2) + (\0|2 — nHz) Hu + cos 0 (|0!2 — nH2) v) %

I
M M M

— W H/ o [2udS + nH2/Hud2 - cose/(\ay2 CnHudE  (3.34)
by b b
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usando a relacao 3.33 em 3.34, obtém-se
I(p,p) = W +nH2/(1 + Hu)dY + H/gud(az) — cos@/(\a!Q — nH?)vd
v
D)

= W+nHQCos«9/vdE+H/—d 82)—cos0/(\0]2—nH2)vdZ

= W- COSQ/ lo|*vdY —|—H/ —d (0%) (3.35)

Fazendo a integragdo da equacao 3.24 chega-se a
/|a|2vd2 = —/AvdZ
5 b
- - / div(Vv)dS

— / (Vo,v) d(O%)

usando essa ultima igualdade na relagao 3.35,

T(p, ) = W+cos«9/$d82 +H/—dc’)2)

- W+/ <cose+ng> d(o%)

- W—l—/%(l%—Hu%—cos@v)d(BE)

_ W+/&pd %) (3.36)

O objetivo agora é encontrar uma expressao para afz g—fd(ﬁE) de forma que seja possivel

obter informagoes sobre a geometria de ¢(X).
Seja i € {1,...,k}, 02 =T Uy U...UTy para cada I'; conexo e {vy,...,v,_1} um
referencial ortogonal em 0%. Entao, a segunda forma fundamental em 0% calculada em

relacdo ao vetor normal unitario v é dada por
o(v,v) =nH — Z o(vj,v;). (3.37)

A curvatura média calculada em relacao ao vetor unitario 7 contido em R™ x 0 normal
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a 0% ao longo de v é dada por

Hyp=-""F ° (3.38)

sendo o vetor 7 como convencionado acima, ou seja, é tal que as bases {N,v} e {N,7}

tém a mesma orientagdo em (T'0X)L. Também, a seguinte expressio é valida 9%, ver

figura 2.1,
N = —sinfv — cosbe, ;. (3.39)
Assim,
o(vj,v;) = — <VUjN, vj>
= <ij (sindv + cosbe, 1) ,vj>
= sin0(V,7,0;) (3.40)

Portanto, das equacoes 3.37, 3.38 e 3.40, a seguinte relacao é valida em 0X:
o(v,v) =nH — (n—1)sin0Hpyx, (3.41)
Sabendo que em 0% valem

—en1 = cosON + sinfv (3.42)

v = coslv — sinfe, 1, (3.43)

calculando-se o produto escalar de 3.42 com v, 3.43 com e, 1 € 3.42 com N, chega-se as

relacoes seguintes

sin 6 sin
V.0 = =00 4y = T st sinenin, v) = —sinf{pv) (344
(v, eny1) = (cosv — sinfe, i1, €,11) = —sind
(eny1, NY = =1 —sinf (v,e,,1) = —1 + sin?f = —cos*0 (3.45)

logo, substituindo as equagoes 3.44 e 3.45 na expressao da funcao ¢, 3.22, obtém-se

¢ =1—sinfH (b, 7) — cos’0 = sin* — sin OH (¢, D) (3.46)
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Substituindo 3.41 e 3.46 em 3.31, obtém-se

dp

_ . .92 . _
5 = cotf (nH — (n — 1)sin0Hyy) (sm 0 —sin0H (1, y>)

= cosf (nH — (n—1)sinfHyy) (sinf — H (1, 7))
= nHcosf(sind — H (¢,7)) + (n — 1)sinf (sin0Hgs — Hos H (1, 7)) ,(3.47)

aplicando-se a imersao 1|gs : 0¥ — R™ x {0} o resultado do item (ii) da Proposicao 2.4.1,

tem-se

(n—1) + (n — 1) Hos, (0, 7) = div (¢ — (1, 7) D) (3.48)

integrando essa ultima equacao em relagao a 0% e aplicando o teorema da divergéncia,

lembrando que 0% nao tem bordo, resulta

(n=1) [ Hos (,7)d(0%) = [ (div (¢~ (4,7)) = (n — 1)) d(0%)
o ox

(n=1) [ Hos (,7)d(0%) = —(n-1) [ d(O%)
ox ox

/ Hos (6, 7)d(0%) = —Vol,10% (3.49)
integrando o resultado em 3.47 e usando a equacao 3.49, chega-se a

/&Od 0%Y) = nHcosf [sin@volnl((?E) - H/ (Y, 7) d(0%)

+ (n—1)cos@sinf |Hvol,_1(0%) + sin 6 / Hysd(0%) (3.50)
Integrando a equagao do item (i) da Proposicao 2.4.1,
/ vd(9%) = nH / Nd. (3.51)

ox

Entao, tomando o produto interno de ambos os lados da equagao 3.51 por e, 1, tem-se,

/ W,eni) d(OS) = nH / (N, ens) dS

ox
/—Siﬂ@d(@Z) = nH/(N,enH)dZ
ox b
“sinfvol, ,(8%) = nH / (N, enir) dS: (3.52)
b
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Combinando 3.52 e 3.21, e levando em conta (1, v) = cosf (1, V), chega-se que

sinfvol,_1(0¥) = —H <n/NdE,en+1>

— i / (4, 7) d(9T) (3.53)
)

Portanto, usando a equacao 3.53, a equacao 3.50 torna-se

0
/ (pd (n —1)sinfcosf |Hvol,_1(0%) + sin @ / Hysd(0Y) | . (3.54)
Combinando a forma do indice, equagao 3.33, com 3.54 se obtém
Z(p,p)=— /(|c7|2 —nH?)dX4(n — 1) sinf cos 6 Hvoln_1(82)+sinQ/Hagd(ﬁZ) (3.55)
5

A partir da equagao 3.55 se pode concluir sobre a geometria de ¥ (X) para o caso de
0 = 7/2. Sabe-se que, por estabilidade, Z(¢, ¢) > 0 e como vale a desigualdade |o|?> > nH?,
conforme se ver em [14], entdo necessariamente |o|?> = nH? em todos X. Tal resultado diz
que a imersao é totalmente umbilica o que significa que 1(X) é um hemisfério, provando o
item (i) do teorema.

Para provar o item (ii) do teorema, constréi-se uma nova funcgao teste para a estabilidade
a partir das partes ndo negativa, vy, e nao positiva, v_, da fungdo v = (N, e,11) e, como
isso, mostra-se que v < 0 em ¥ seguindo da conclusdao que ¥ (X) é uma calota esférica.

Suponha, por contradi¢ao, que v muda de sinal em Y. Entao, existe o nimero a € R

tal que a fungao w := v_ + av,, satisfaz

/ wdS = 0. (3.56)

No bordo de X, como 6 < /2, vale a igualdade w = v_ = —cos0.
Utilizando a fungdo w de média zero como funcao teste, procedendo como na prova do

teorema 3.3.3 e usando a relacao

ov

% = —o(v,v) (V,eni1) (3.57)

= sinfo(v,v), (3.58)
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e como v, = 0 em 0% e por 3.13, mostra-se que

Z(vg,vy) =Z(v_,vy) =0, (3.59)

Z(v_,v_) = / (div (v_Vv) —v_Av — \0|2v_) d> — cot d / o(v,v)v?d(0%)
> o%

= /(U_Vv,u> d(0%) —cot@/a(u, v)v? d(9%)
iz

%
ov 2
= v_gd(aﬁl) — cot § / o(v,v)v2d(0Y)
ox. )
ov
= 84 (([)V — cot o (v, 1/)1;_) v_d(0%)
= / (sinfo(v,v) —cot@o(v,v) (—cosh)) (—cosh) d(O%)
ox.
= —cotf [ o(v,v)d(0%). (3.60)
/

Como em 3.11 e levando em conta 3.41, obtém-se

Z(w,w) = T(v_,v_)+2aZ(v_,vy) + o*L(vy,vy)
— —nH cot fvol,_1 (%) — (n — 1) cosd / Hysd(95). (3.61)
ox

Pela estabilidade de ¢(X),

Z(p, @) + sin®0Z(w, w) > 0 (3.62)

Das equagoes 3.55 e 3.62, conclui-se que

- / llo[2 — nH?dS. — sin 6 cos 0Hvol,, 1 (%) > 0. (3.63)
b

Se v mudasse de sinal, a desigualdade 3.63 seria sempre verdadeira, mas isso ndo ocorre
pois como |o|? > nH? 6 < 7/2 e H > 0, pela orientacao adotada, a desigualdade ¢ falsa.
Entao a fun¢do v nao muda de sinal em .

Como v = —cosf) < 0 em 0%, tem-se v < 0 em todos Y. Pelo principio do maximo
v < 0 em todos ¥ j& que Av = —|o|*v > 0. Dessa forma, ¥(X) é localmente grafico
vertical em torno de cada um dos seus pontos, incluindo a fronteira.

Sejam I'y, ...,y as componentes conexas de 0%. Por hipdtese, ¥ restrito a I'; é

um mergulho, assim, ¥ (I';) separa R™ x {0} em duas componentes conexas, para cada
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i=1,..k.

Denotando por P : R"™ — R™ x {0} a projecdo ortogonal, e definindo F = P o 1.
Como no teorema 3.3.3, existe uma estreita faixa de (%) préximo a I'; que é projetada
em uma das componente de R™ x {0} \ F(T).

Chama-se D; a componente de R™ x {0} \ F(I';) que ndo intercepta essa projecao.
Define-se ¥ como sendo a unido de ¥ com a unido disjunta de todos os conjuntos D;, e
F:% —R" x {0} por

=~ ) F em I,
identidade em D; 1 =1,... k.

Finalmente conclui-se, como na prova do Teorema 3.3.3, que (%) é globalmente um
gréafico sobre um dominio em R™ x 0 e isso significa que (%) estd mergulhada e por [5] é

uma calota esférica. O]
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