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Resumo

A possibilidade da violagao da simetria de Lorentz e CPT se manifestarem na
natureza tém atraido um interesse crescente nos ultimos anos. Estudos teoéricos
abordando a inclusao de termos que violam a simetria de Lorentz tanto no Modelo
Padrao (MP) quanto na Relatividade Geral (GR) e estudos experimentais procu-
rando por tais efeitos tém sido exaustivamente investigados. Estes estudos levaram
ao desenvolvimento do Modelo Padrao Estendido (MPE), cuja versao minima é
uma estrutura contendo modifica¢cdes que sao renormalizaveis por contagem de
poténcia e consistentes com a estrutura de calibre do MP. Mais recentemente, uma
versao nao-minima do MPE foi desenvolvida para o setor de fétons, neutrinos e
férmions, incluindo termos de derivadas superiores.

Nesta tese, pretendemos estudar os principais aspectos classicos dos setores nao-
minimos do MPE. Comecamos com o setor de neutrinos, onde calculamos o propa-
gador completo da teoria de Dirac modificada por operadores que violam a simetria
de Lorentz. Em seguida, estudamos a equacao de dispersao para uma teoria com N
neutrinos de Dirac e N neutrinos Majorana, onde empregamos métodos sofisticados
da algebra linear para atingir nossos objetivos.

Outro resultado interessante diz respeito a chamada eletrodindmica planar. Aqui,
construimos uma eletrodinamica que contempla a violagao da simetria de Lorentz
em (1 + 2)-dimensoes a partir do setor eletromagnético do MPE nao-minimo em
(1 4 3)-dimensoes. Deste modelo, estudamos as propriedades basicas, tais como: as
equagoes de campo, as funcgoes de Green, as regras perturbativas de Feynman e,
por fim, as relagoes de dispersao modificadas do setor eletromagnético.

Finalmente, derivamos a Lagrangeana Classica no regime perturbativo. Este re-
sultado contempla todos os operadores do setor fermionico do MPE nao-minimo.
Também derivamos a Lagrangeana Classica para os operadores IA)u e H v COIMO
expansoes perturbativas nos coeficientes de controle. Tais Lagrangeanas sao de
fundamental importancia para a descrigao de uma particula pontual relativistica.

Palavras-chave: Modelo Padrao Estendido. Violacao de Lorentz e CPT. Equacao
de Dispersao. Eletrodindmica Planar. Lagrangeanas Classicas. Operadores nao-
minimos.






Abstract

The possibility of Lorentz and CPT violation being manifest in nature, has attracted
a growing interest on such theories in the recent years. Both theoretical and
experimental studies have been carried out addressing the inclusion of Lorentz-
violating terms into and looking for experimental deviation of the Standard-Model
(SM) and General Relativity (GR). This has led to the development of the Standard
Model Extension (SME), which is a framework containing modifications that are
power-counting renormalizable and consistent with the gauge structure of the SM.
More recently, a nonminimal version of the SME was developed for the photon,
neutrino, and fermion sector additionally including higher-derivative terms.

In this thesis we intend to study the main classical aspects of the nonminimal
sectors of the SME. We start with the neutrino sector, where we develop the full
propagator of the single-fermion Dirac theory modified by Lorentz violation. Then
we study the dispersion equation for a theory of N Dirac neutrino and N Majorana
neutrino flavors, where we employ sophisticated methods of linear algebra to achieve
our objetives.

Another interesting result concerns the so-called planar electrodynamics. Here, we
construct a Lorentz-violating electrodynamics in (142) spacetime dimensions from
the electromagnetic sector of the nonminimal Standard-Model Extension (SME)
in (143) dimensions. From the theory, we study the basic properties such as: field
equations, the Green’s functions, the perturbative Feynman rules, and, finally, the
modified dispersion relations of the electromagnetic field.

Finally, we derive the general leading-order classical Lagrangian covering all fermion
operators of the nonminimal Standard-Model Extension (SME). We also derive
classical Lagrangians for the operators ZA)u and }AI#,, as perturbative expansions
in Lorentz violation. Such Lagrangian are of fundamental importance for the
description of a relativistic point particle.

Keywords: Standard-Model Extension. Lorentz and CPT violation. Dispersion
Equation. Planar Electrodynamics. Classical Lagrangians. Nonminimal Operators.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Com o advento da Teoria Quéntica de Campos (TQC) foi possivel com-
preender fendomenos quanticos em diversas escalas de energias. A TQC também
permitiu uma compreensao mais profunda das interagoes fundamentais. As teorias
bem sucedidas em explicar os fenémenos associados as interagoes fundamentais sao:
a Eletrodindmica Quantica (QED), a Cromodindmica Quéantica (QCD) e a Teoria
Eletrofraca. Estas teorias juntas formam um grande arcabouco tedrico conhecido
como Modelo Padrao (MP) [1, 2, 3, 4]. O MP ¢é uma TQC invariante perante
transformagoes de Lorentz e do grupo de calibre SU, (3) x SUL (2) x Uy (1). O
grupo SU. (3) de cor corresponde a simetria das interagoes fortes, enquanto que
o grupo SUL (2) x Uy (1) é responsavel pela interagao eletrofraca. Esta tltima
simetria é espontaneamente quebrada pelo mecanismo de Higgs, dando origem as
forgas eletromagnética e nuclear fraca. Além de induzir a quebra espontanea da
simetria, o campo de Higgs também ¢é o responsavel pela geragao da massa das
particulas elementares.

Outro aspecto da TQC esta relacionado a descricao das particulas. Nestas
teorias, as particulas sao descritas a partir das excitagoes do campos quanticos,
que por sua vez sao operadores no espaco de Hilbert. Estes campos quanticos agem
como operadores de criagao e aniquilagao de particulas e antiparticulas. No MP,
por exemplo, particulas de spin-0 sao descritas por campos escalares, enquanto
que os campos vetoriais sao responsaveis pelas particulas de spin-1. As particulas
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de spin-1/2, por sua vez, sdo representadas por campos espinoriais. Todos esses
ingredientes compoem o MP e o torna o arcabougo tedrico perfeito para descrever
a fenomenologia das interagoes fundamentais.

Um outro ingrediente muito importante é o espago-tempo e suas simetrias.
A TQC, por exemplo, deve ser invariante perante transformacoes de Poincaré.
Estas transformagoes compdem a simetria mais fundamental do espago-tempo.
Vale ressaltar que a invariancia por translacdes no espaco-tempo esta conectada
a conservacao do tensor energia-momento. Dessa forma, podemos compreender
o espacgo-tempo como o palco onde tudo acontece. Portanto, entendemos que a
estrutura do espago-tempo e suas simetrias sao os pilares que sustentam a Teoria
da Relatividade Restrita (TRR), Relatividade Geral (TRG) e a prépria Fisica das
particulas elementares.

Por outro lado, o estudo das possiveis
violagoes das simetrias do espaco-tempo tam-
bém nos oferecem uma oportunidade de explo-
rar aspectos fundamentais da natureza. Nesse
sentido, podemos buscar modelos que fornecam
informacoes sobre como estas possiveis violagoes
poderiam se manifestar. Dessa forma, podemos
confrontar as novas teorias com experimentos
existentes na tentativa de validar ou nao a exis-
téncia da violacao da simetria. No que concerne
a estrutura do espago-tempo, acredita-se que
na escala de Planck pequenas violagoes da in-
variancia da simetria de Lorentz podem de fato
ocorrer. Isto é conjecturado, pois considera-se
que nesta escala a estrutura do espago-tempo

deixa de ser um continuo (smooth space-time)

e passa a apresentar flutuagoes na geometria F.‘ilgurlahl.—.Reﬁf(;sl.ehtag.éb ' .picli-;&')—
(ou até mesmo na topologia), vide ilustragao 1. rica das futuacoes

Além disso, existem indicagoes tedricas que cor-
o ) ~ que ocorrem na estru-
roboram essa suposicao. Por exemplo, violagoes

‘ . tura do espago-tempo
da simetria de Lorentz podem ocorrer em teo-

na escala de Planck
rias de cordas [6, 7, 8, 9, 10] e em loop quantum 5]

gravity [11, 12]. Em contrapartida, partindo-se
da hipotese que tais violagoes podem ocorrer na natureza, uma série de modelos



tedricos foram construidos para explorar este novo cenario. A titulo de exemplo,
destacamos os modelos baseados em espagos-tempo nao-comutativos [13, 14]. A
ideia por tras destas teorias é que as coordenadas do espago-tempo de Minkowski
x* nao sao apenas numeros reais. Elas agora sao promovidas a operadores que
satisfazem uma relagdo de comutacao da forma [z# 2¥] = i6"”. A presenca do tensor
nao-dinamico 6" normalmente acarreta efeitos associados a violagao da simetria
de Lorentz como, por exemplo, anisotropia em modos de propagacao de campos e
particulas no vacuo.

Outro modelo capaz de produzir
efeitos ligados a violagdo da simetria de
Lorentz fundamenta-se nos chamados
spacetime foam [15, 16, 17]. O conceito
destas teorias é que as flutuagoes de
energia na escala de Planck podem re-
sultar em um “mar” de flutuacoes da
geometria do espago-tempo. Consequen-
temente, particulas que se propagam

%’V\ fg nestas estruturas “cadticas” poderiam
J\'J" (J interagir com tais flutuacgoes e, como
(e resultado, adquirir propriedades que de-

gk

Espuma Quanﬂca pendam da diregao de propagagao. A Fi-
Figura 2 — Representacio pictérica de &ura 2 ilustra particulas propagando-se

particulas se propagando no através das flutuagoes do espaco-tempo.
espaco-tempo. As particulas Podemos destacar ainda teorias de cam-

»(e

ao se propagarem “sentem” POS definidas em espagos-tempo com to-
a presenca das flutuacoes do Pologias nao-triviais [18, 19, 20, 21, 22]
espaco-tempo. Como as flutua- ¢ @ gravidade de Horava-Lifshitz [23]
coes sdo “aleatérias”, as partf- due tem como base a violagao da sime-

culas exibirao propriedades di- tria de Lorentz.

ferentes ao se propagarem em Ainda no contexto da TQC po-

diregoes diferentes. demos destacar inimeros trabalhos na

area da supersimetria. Na referéncia

[24], por exemplo, teorias supersimétricas que violam tanto a simetria de Lo-
rentz e quanto CPT foram construidas a partir do modelo original de Wess-Zumino
[25]. J& na referéncia [26], uma extensao supersimétrica minima do modelo de
Maxwell-Chern-Simons em (1 4 3)-dimensoes foi obtida. Em [27], foram apre-
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sentadas extensoes que violam a simetria de Lorentz explicitamente no modelo
Wess-Zumino através de supercampos. Estes modelos caracterizam-se por preservar
a parte supersimétrica da super-algebra de Poincaré, além de preservar a simetria
CPT. Muitos outros trabalhos envolvendo supersimetria, supercampos, extensoes
supersimétricas da QED e supercampos vetoriais, todos no contexto da violacao da
simetria de Lorentz e CPT, podem ser encontrados nas referéncias [28, 29, 30, 31].

Outras abordagens na busca por implementar a violagao da simetria de
Lorentz fora do cenario da teoria classica e quantica de campos também foram
propostas. Por exemplo, modelos que adotam um tratamento baseado em uma
cinematica modificada ou até mesmo modificacoes nas transformacgoes de Lorentz
foram amplamente estudados. O tratamento cinemético lida, dentre outras coisas,
com modificagoes feitas diretamente nas relagoes de dispersao. Um modelo bastante
conhecido é o formalismo de Robertson, Mansouri, e Sexl (RMS) [32, 33]. Este
formalismo pressupode a existéncia de um referencial inercial universal preferencial
U no qual a luz propaga-se de modo convencional. Porém, em outros referenciais
inerciais, a luz pode apresentar propriedades anisotropicas, tais como birrefringéncia.
Um outro formalismo cinematico muito conhecido envolve modificacoes das trans-
formacoes de Lorentz. Neste cenario exige-se que as leis Fisicas sejam invariantes
perante as novas transformacoes de Lorentz. Teorias que seguem esta abordagem
sdo genericamente chamadas de Relatividade Especial Deformada (DSR) [34, 35].

Por véarias décadas os estudos relacionados a violacao da simetria de Lorentz
foram realizados de uma forma bastante assistematica. Isto deve-se, basicamente, a
grande diversidade de modelos relatados na literatura. Esta disparidade torna a
comparacao entre os modelos uma tarefa bastante ardua e complexa. Além disso,
faz-se necessario o confronto entre os resultados teéricos previstos e os diferentes
experimentos realizados. S6 assim é possivel confirmar as previsoes teodricas de
possiveis sinais da violacao da simetria de Lorentz.

Por estes motivos que, em 1997, Kostelecky e Colladay estabeleceram o
Modelo Padrao Estendido (MPE) [36, 37]. O MPE é uma arcabougo tedrico que
parametriza todas as contribui¢oes que induzem a violagdo da simetria de Lorentz.
Estas contribuicoes sao renormalizéveis por contagem de poténcia, sdo consistentes
com as transformacoes de coordenadas e a estrutura de calibre do MP é preservada.
Cada contribuicao é decomposta em um conjunto de coeficientes de controle e
um operador de campo adequadamente contraido. O MPE também congrega as
modificagdes no setor gravitacional [38]. E importante lembrar ainda que, em teorias
de campos efetivas descritas no espago-tempo de Minkowski, a violagdo da simetria



discreta CPT implica, necessariamente, na violagao da simetria de Lorentz. Vale
lembrar que a violagao da simetria de Lorentz nao implica em violagdo CPT. Este
resultado é conhecido na literatura como Teorema anti-CPT [39]. Em face deste
resultado, operadores que violam CPT também estao contidos no MPE. Isto torna
o MPE um arcabouco teérico bastante completo que nos permite investigar também
pequenos desvios da simetria discreta CPT.

O MPE nao-minimo [40, 41, 42, 43, 44, 45] foi proposto com a finalidade
de incluir operadores com dimensoes de massa maiores que d = 3 e d = 4, ou seja,
operadores nao-renormalizaveis. Os operadores nao-minimos sao construidos a partir
da inclusao de 4-derivadas contraidas aos coeficientes de controle. Contribui¢oes do
MPE nao-minimo podem ser obtidas a partir de teorias de campo nao-comutativas
apos a aplicacdo do mapeamento de Seiberg-Witten [14], por exemplo. A tentativa
de melhorar a nossa compreensao sobre os termos nao-minimos proporcionou uma
série de trabalhos muito interessantes. Por exemplo, certos operadores que fazem
parte do setor eletromagnético nao-minimo do MPE foram propostos e estudados
em [46, 47, 48, 49, 50, 51, 52]. Além disso, modelos que incorporam derivadas
superiores foram objeto de investigagoes recentes [53, 54, 55].

Um setor muito importante e que também tem sido objeto de estudos
intensos nos ultimos anos ¢é o setor dos neutrinos. De acordo com o MP existem trés
neutrinos, sao eles: o neutrino do elétron v,, o neutrino do mion vy, e o neutrino
do tau v.. Neutrinos nao possuem carga elétrica e sao produzidos apenas em
processos mediados pela interacao fraca [56]. Quando os neutrinos propagam-se a
uma dada distancia, a probabilidade de detectar um certo sabor muda com o tempo.
Esse efeito denomina-se oscilacdo de neutrinos. As oscilacées dos neutrinos sao
fendmenos de natureza quantica. Esse efeito tem sua origem no fato dos autoestados
da hamiltoniana cinematica e os autoestados de sabor produzidos nas interagoes
nao serem os mesmos. Na verdade, essas duas bases distintas estao relacionadas
pela matriz unitéria conhecida como matriz PMNS (Pontecorvo-Maki-Nakagawa-
Sakata) [57]. As oscilagdes de neutrinos também sdo indicios de que estas particulas
possuem massa, embora sejam pequenas demais para serem medidas diretamente.

Outro ponto importante ¢ a simetria discreta CP. Medir a fase de violacao de
CP que esta contida na matriz PMNS é atualmente um dos tépicos mais estudados
na Fisica dos neutrinos. Além da violacao de CP, os neutrinos podem estar sujeitos a
violagao da simetria CPT devido a Fisica na escala de Planck, como ja apresentado.
Como a violagdo de CPT implica na violacao da invaridncia de Lorentz, faz todo
sentido usar a fenomenologia dos neutrinos para sondar a simetria de Lorentz. Para
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tanto, uma estrutura abrangente que parametrize todas as possibilidades de violar
a simetria de Lorentz é desejavel. Felizmente, tanto a versao do MPE contendo
operadores renormalizaveis, quanto nao-renormalizdveis ja existem na literatura
(37, 41].

Um outro tépico de bastante destaque nos ultimos anos estd relacionado a
descricao de sistemas de matéria condensada baseados no MPE. Muitos fenémenos
proeminentes na Fisica da matéria condensada, tais como o efeito Hall quéntico [58]
ou “efeitos relativisticos” no grafeno [59] ocorrem em sistemas planares. Nesse
sentido, estudar e aplicar uma eletrodindmica planar a sistemas fisicos reais pode
ser visto como uma proposta de investigacao interessante. Uma maneira de construir
teorias planas a partir de modelos ja consolidados e definidos em (1 + 3)-dimensoes
¢ obtida por meio de uma técnica conhecida como redugao dimensional. Este
método ja foi usado para derivar uma versao planar da Lagrangeana de Maxwell-
Carroll-Field-Jackiw [60, 61, 62]. Foi empregada também na obtengao da versao
planar do setor eletromagnético CPT-par do MPE [63].

Além dos modelos da matéria condensada, por exemplo, é possivel também
usar a gravitacao como um grande laboratério para se investigar a violacao da
invaridncia de Lorentz (local). A maioria dos testes experimentais em gravitacao
sdo realizados com corpos de teste classicos [64]. Isso é uma consequéncia direta
da relatividade geral ser uma teoria classica. No entanto, a descricado do MPE
nao é inteiramente adequada para prever os efeitos da violacdo da simetria de
Lorentz no cenario da Fisica cléssica, razao pela qual seria altamente desejavel
ter um mapeamento entre a densidade de Lagrange da teoria de campos do MPE
e uma Lagrangeana Classica que descrevesse uma particula pontual relativistica.
Felizmente, existe na literatura uma técnica que mapeia a equacgao de dispersao,
obtida a partir da teoria de campos, em Lagrangeanas Cléssicas [65]. Com base
nessa construgao, as primeiras Lagrangeanas Classicas para um amplo conjunto de
coeficientes de controle do MPE minimo foram obtidas em [65, 66, 67]. Fazendo
uso dessas Lagrangeanas, uma série de estudos foram desenvolvidos. A titulo de
exemplo, o movimento de uma particula classica carregada sob a influéncia de um
campo de fundo (background field) e de um campo eletromagnético foi analisada
em [68]. Além disso, a evolugao temporal modificada de um andlogo semiclassico
de spin foi examinada com o auxilio da equagao BMT [69].

Uma conexao intrigante entre as Lagrangeanas Cléssicas e a geometria de
Finsler foi constatada. Observou-se que as Lagrangeanas Classicas do MPE podem
ser promovidas a estruturas de Finsler [70] por um procedimento que tem paralelo



com a rotacao de Wick [71]. As Lagrangeanas para os coeficientes a, ¢, e e f, por
exemplo, estao relacionadas com o que é conhecido na Literatura como estrutura
de Randers [72], enquanto que a Lagrangeana para o coeficiente b estd ligado a
um espaco de Finsler até entdo desconhecido e que nao é do tipo Randers. As
propriedades desse espaco de Finsler, conhecido como espago-b, foram amplamente
investigadas em [71]. Além disso, as estruturas de Finsler associadas aos coeficientes
do MPE nao-minimo foram catalogadas em [73]. Na Literatura encontramos tanto
aplicacoes Fisicas quanto analises dos aspectos geométricos das Lagrangeanas
Classicas do MPE [74, 75, 76, 77, 78, 79].

A estrutura desta Tese é apresentada a seguir. No capitulo 2 iniciamos
um estudo detalhado dos setores do MPE. Comegamos pelo MPE minimo, onde
apresentamos como cada setor do MP é modificado. Esse estudo é sucedido pela
apresentacao das versdes nao-minimas dos setores dos fotons, férmions e neutrinos,
respectivamente. As subsecoes dedicadas a estes setores retratam a maneira como é
possivel incluir operadores, cuja dimensao de massa torna-se arbitraria. Finalizamos
este capitulo apresentando outros cenarios onde a violagao da simetria de Lorentz
¢é levada em consideragao. O primeiro cenario consiste de uma FEletrodinamica
Quantica Planar obtida a partir do setor eletromagnético do MPE. Essa nova
eletrodinamica é obtida através da reducao dimensional. O segundo cenério, por
sua vez, corresponde ao estudo da cinematica classica de uma particula pontual e
relativistica na presenga de um campo de fundo constante.

Iniciamos o Capitulo 3 calculando o propagador de Dirac modificado para
o conjunto completo de operadores do setor fermidénico do MPE. Calculamos a
equacao de dispersao para o setor nao-minimo dos neutrinos e apresentamos uma
solucdo perturbativa para as relagoes de dispersao. Por fim, exploramos dois casos
particulares interessantes.

No Capitulo 4, estudamos com mais detalhes como obter a eletrodindmica
planar nao-minima a partir da redugao dimensional do setor eletromagnético
nao-minimo do MPE. Apds a obtengdo da eletrodinamica em (1 + 2)-dimensoes,
estudamos as equagoes de campo, as funcoes de Green, as relagoes de dispersao,
além, é claro, das solugoes das equacoes de campo.

O Capitulo 5, por sua vez, dedica-se ao estudo das Lagrangeanas Classicas.
Iniciamos a investigacao da cinematica obtendo o conjunto de Lagrangeanas em
primeira ordem nos coeficientes de controle. Estes resultados sdo inicialmente obtidos
através de um Ansatz construido a partir de solu¢oes conhecidas na Literatura.
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Continuamos o nosso estudo demonstrando formalmente que os resultados obtidos
para os operadores de spin degenerado e nao-degenerado de fato satisfazem as
cinco condigoes estabelecidas em [65]. Um resultado de destaque neste capitulo é a
proposicao de um mapeamento geral entre as relacoes de dispersao e as Lagrangeanas
(Classicas. Este resultado nos permite generalizar ainda mais os Ansdtze propostos
inicialmente. Fazendo uso dos coeficientes efetivos definidos em [42], é possivel
encontrar uma Lagrangeana Classica master que congrega todos os operadores
do setor fermidénico do MPE em uma tnica equacao. Com base no mapeamento
geral estabelecido, é possivel ainda mapear as relagoes de dispersao do setor dos
neutrinos nas Lagrangeanas Classicas que descrevem a cinemadtica dessas particulas.
Finalizamos este capitulo apresentando algumas corre¢oes perturbativas de segunda
ordem obtidas através de um método interativo desenvolvido na referéncia [80].

As conclusbes e perspectivas sao apresentadas no Capitulo 6. No Apéndice
A apresentamos uma série de ferramentas matematicas necessarias para a compre-
ensao dos resultados obtidos no Capitulo 3. No Apéndice B encontramos algumas
demonstragoes uteis das 4-velocidades calculadas no Capitulo 5. J4 no Apéndice
C, mostramos como os covariantes bilineares que aparecem na teoria de Dirac
classificam-se sob transformagoes de Lorentz. A menos que seja dito o contrario,
unidades naturais serdao usadas ao longo do texto, ou seja, faremos h = c = 1.



CAPITULO 2

O MODELO PADRAO ESTENDIDO

Este capitulo tem como objetivo fazer uma revisao das principais proprie-
dades do MPE minimo [36, 37| e do MPE nao-minimo [40, 41, 42], em particular,
daremos énfase aos setores dos fétons, férmions e dos neutrinos. Apresentaremos
também uma breve revisao de alguns modelos planares que incorporam tanto a
violagdo da simetria de Lorentz quanto CPT em seu arcabouco teérico. Finalmente,
descreveremos a cinematica classica de uma particula pontual relativistica na
presenca de campos de fundo.

2.1 O MPE Minimo

Como ja apontado no Capitulo 1, o MPE é um framework que incorpora
tanto a possibilidade da violagao da simetria de Lorentz quanto a violagao da
simetria discreta CPT na estrutura do MP e da GR!. Contudo, precisamos entender
melhor como as violagoes destas simetrias sao incorporadas neste arcabouco teorico.
E necessério, no entanto, compreender primeiro os tipos de transformacoes de
Lorentz.

Em geral, existem dois tipos de transformagoes de Lorentz que podem ser
aplicadas a um sistema, sdo elas: transformagoes de observador (Observer Lorentz

1 Tremos nos ater apenas & descricio das modificacdes do MP.
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transformations) e transformacgoes de particulas (Particle Lorentz transformations).
A primeira transformagao consiste simplesmente em uma transformagao de coor-
denadas, que pode ser realizada através de uma rotacado ou mesmo um boost. A
segunda, entretanto, consiste em transformar os campos (ou particulas), isto é,
fazemos uma rotagdo ou um boost no préprio sistema (aparato experimental). Na
situacao Lorentz-invariante, as duas transformacoes sao equivalentes.

No MPE existem, basicamente, duas maneiras de incorporar a violagao das
simetrias. A primeira, e mais simples, decorre da quebra explicita da simetria. Esta
técnica consiste essencialmente em contrair campos tensoriais nao-dinamicos aos
campos fisicos. Estes campos tensoriais possuem uma particularidade bastante
interessante: eles permanecem intactos sob transformagoes de particulas. Uma
consequéncia direta desta propriedade é que os escalares de Lorentz, construidos a
partir destes campos tensoriais, nao serao mais invariante e, portanto, violarao a
simetria de Lorentz.

Podemos compreender melhor o papel que estes campos de fundo desempe-
nham através de um exemplo bem simples. Na Figura 3 mostramos um sistema
composto por um capacitor carregado e um elétron, que é lancado entre as placas
do capacitor. O campo elétrico gerado pelas placas carregadas faz o papel do
background. Na Figura 3a lancamos o elétron com velocidade w perpendicular ao
campo elétrico. Sabemos que ao adentrar neste campo, o elétron sera defletido e
seguird uma trajetéria parabdlica para cima. Ambos os referenciais S e S’, que
estao conectados por alguma transformacgao de observador, concordarao com este
resultado. Portanto, o sistema ¢é invariante por uma transformacao de observador.

Vamos agora aplicar uma transformacao de particula no elétron, isto é,
rotacionamos a direcao de propagacao do elétron dentro do campo elétrico, como
mostra a Figura 3b. Nesta situagdo, supomos que o campo de fundo (campo
elétrico) é, por alguma razao inacessivel, ou seja, ndo podemos mexer no capacitor.
Observamos, por sua vez, que a descricao fisica da propagacao do elétron sera
totalmente diferente da situacdo anterior. Em outras palavras, a fenomenologia
passa a depender da direcao. Essa é uma consequéncia direta do campo elétrico
permanecer fixo?. No MPE, os campos tensoriais fazem o papel do campo elétrico
no capacitor. Nao temos acesso a tais campos, eles simplesmente existem, permeiam
todo o universo e nao temos controle algum sobre eles, vide Figura 4a.

2 Na situacdo Lorentz-invariante, a transformacio de particula requer que o capacitor rotacione

de modo que o sistema permanega invariante. Porém, como o campo elétrico faz o papel de
um campo de fundo, este ndo se transforma.



2.1. O MPE MINIMO 11

EAEAEAEAEAEAERE A AR
§ A A
- E
<N s s
Y Y Y |+BY Y VY Y +>Y Y v
¥ ¥
(a) Observer Lorentz transformation (b) Particle Lorentz transformation

Figura 3 — Diferenca entre as transformacgoes de Lorentz. Figuras adaptadas da
Referéncia [81].

Muito embora a prescri¢ado para a violagao da simetria explicita seja muito
simples, ela é consistente apenas em teorias descritas em um espago-tempo plano.
Por outro lado, esta prescricdo é incompativel com a maioria das geometrias
Riemannianas e, portanto, incompativel com a GR. Em GR este método viola
explicitamente a simetria de difeomorfismo, além das equacdes de movimento
serem incompativeis com a identidade de Bianchi. Uma maneira de contornar
este problema consiste em tornar os campos tensoriais dindmicos. Nesta situacao,
podemos quebrar a simetria de Lorentz espontaneamente. Quando a simetria é
quebrada, os campos de fundo adquirem um valor esperado nao-nulo no vacuo
e, como consequéncia, surgem dire¢oes privilegiadas no espaco-tempo. A quebra
espontanea aqui mencionada é inteiramente analoga ao mecanismo de Higgs do

MP.

Uma vez compreendido como surgem os campos de fundo e como eles
acoplam-se aos campos fisicos, podemos estudar suas possiveis implica¢oes. Co-
megamos, inicialmente, apresentando a densidade de Lagrange do MPE composta
pelos seguintes termos:

Lypg = Lyvp + Lar + 0Ly, (2.1)

onde Lyp ¢ a densidade de Lagrange que descreve o MP, cuja simetria de calibre é
SU. (3)xSUL (2) xUy (1), Lgr ¢ a densidade de Lagrange que descreve a gravitagao
usual e, finalmente, 0 Lry (Lorentz Violation - LV) congrega todas as contribuigbes
resultantes da violagao de Lorentz e CPT. Cada densidade de Lagrange apresentada
na equagao (2.1) pode ser escrita explicitamente em fungao dos setores que a compae.
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(a) Campo de fundo no espago de Min- (b) Campo de fundo em uma variedade
kowski curva

Figura 4 — Diferenca entre os campos de fundo em um espaco-tempo plano e um
espaco-tempo curvo.

A densidade de Lagrange do MP possui a seguinte estrutura:

[’ ‘cLepton EQuark + ‘CYukawa ‘Cnggs ‘CCahbre7 (22)
onde ELepton descreve o setor dos léptons, EQuark o setor dos quarks, LM o setor
de Yukawa, EnggS o setor de Higgs e LM, o setor de calibre.

As contribuigoes oriundas da Lagrangeana 0Lyy sao construidas de modo
que a natureza CPT de cada setor seja evidente, isto é, se o setor viola ou nao a
simetria discreta CPT. Designamos por CPT-par as densidades de Lagrange que
nao violam esta simetria e CPT-impar aquelas que violam. A estrutura 6Ly pode
ser entao decomposta da seguinte forma:

6£LV _ £CPT—par £CPT—impar ECPT—par £CPT—impar ECPT—par

Lépton Lépton Quark Quark Yukawa
CPT—par CPT—impar CPT—par CPT—impar
+ ‘CHiggs + £Higgs + ‘CCalibre + ‘CCalibre : (23)

Precisamos agora conhecer a forma explicita de cada termo como fun¢ao dos campos.
Antes, porém, é necessario introduzir algumas notagoes e conceitos bésicos para
que seja possivel compreender as densidades de Lagrange que iremos apresentar.
Comecemos com os léptons. Os léptons sao férmions e, portanto, sdo descritos por
espinores. No MP estas particulas apresentam-se com quiralidades esquerda (E) e
direita (D). Cada quiralidade transforma-se de maneira diferente perante o grupo
de simetria do modelo. A seguir apresentamos as estruturas leptonicas

la

L= (”A)  Ra=(la)p. (2.4)
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onde L, descreve os léptons de quiralidade esquerda que se transformam como
singletos sob a ac¢ao do grupo SU, (3), como dubletos sob a agao do grupo SUL (2)
e possuem hipercarga fraca Y igual a —%. Por outro lado, R4 representa os léptons
de quiralidade direita que se transformam como singletos sob a a¢ao dos grupos
SU, (3) e SUL (2) e possuem hipercarga fraca Y = +1. De maneira inteiramente
analoga, temos os quarks

Qa= (ZA> , Ua= (UA)R’ Dy = (dA)Rv (2.5)

A

onde @) 4 representa os quarks de quiralidade esquerda, que se transformam como
tripletos sob a acao do grupo SU. (3), como dubletos sob a agao do grupo SUp, (2)
e possuem hipercarga fraca Y = —i—%. Os quarks Uy e Dy possuem quiralidade

direita e transformam-se como tripletos sob a agdo do grupo SU, (3), como singletos

1

sob a acdo do grupo SUj (2) e possuem hipercarga fraca Y = +% eY = —g,

respectivamente.

O indice “A” que aparece nas estruturas definidas acima assumem os valores
1, 2 e 3. Este rétulo serve para designar as geragoes dos quarks e dos 1éptons que
estamos descrevendo. No MP as geragoes sao:

la=(e,pn,7), va=We,vy,v:), us=(uct), da=(dsb). (2.6)

Devemos ressaltar que no MPE apenas as propriedades das particulas modificam-
se, ou seja, nenhuma nova particula é introduzida. Na Figura 5 mostramos o
diagrama das particulas elementares no MP e no MPE. Observamos que as particulas
estdao organizadas da mesma forma, porém, é esperado elas exibam uma nova
fenomenologia.

Os componentes que completam a descricao do MP sao os campos de calibre.
A estes campos associam-se as particulas responsaveis por mediar as interagoes
fundamentais. Estes objetos estao associados aos geradores da algebra do grupo
de simetria SU, (3) x SUL (2) x Uy (1). A seguir, designamos cada campo ao seu
respectivo grupo:

SU. (3) x SUL(2) x Uy(1)
1 \ \
G we B

I
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(a) Diagrama das particulas elementa- (b) Diagrama das particulas elementares
res no MP no MPE

Figura 5 — Diagrama das particulas elementares. A diferenca fundamental entre
estes dois diagramas reside no fato das particulas elementares no MPE
apresentarem algumas propriedades diferentes, tais como relagoes de
dispersao modificadas (designamos isso com um” sobre as particulas).

O grupo SU, (3) possui oito geradores, enquanto que os grupos SU, (2) e Uy (1)
possuem, respectivamente, trés e um. Por serem campos vetoriais, G, Wi e B,
sao chamados de bosons vetoriais - campos vetoriais carregam spin 1. As particulas
G sdo chamadas de gluons e sao responsdveis por mediar a forga forte. As quatro
particulas que surgem apds a quebra espontanea da simetria SUp, (2) x Uy (1) sao:
W= e ZY e ~. Estas particulas sdo responsaveis por mediar as interacoes fracas e
eletromagnéticas. Os field strengths referentes ao campos de calibre sdo mostrados

a seguir:
G, = 0,65 — 9,G5 + g3 f5,GL G, (2.7a)
Wg, = 0W; —o,Wy + 92€ach,le,fa (2.7b)
By, = 8,B, — 8,B,, (2.7¢)

onde go e g3 sao constantes de acoplamento, fg“7 € €45 S0 as constantes de estrutura
dos grupos de simetria SU, (3) e SUL (2), respectivamente.

Por fim, apresentamos o ultimo ingrediente: o campo de Higgs. Denotaremos
o dubleto de Higgs no calibre unitario da seguinte forma:

1 (0
d):ﬁ(%)'
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O campo de Higgs ap6s uma transformagao de conjugacao de carga sera representado
por ¢°.

Precisamos agora juntar todos os ingredientes de maneira consistente. A
seguir, escrevemos explicitamente as densidades Lagrange de cada setor do MP, a

saber:
i — i = —
Elﬁgton = %LAVH D uLA + %RAWu D MRAa (2.8&)
1= < 1= — 1= <
‘CI\Q/IEark = §QA7M D MQA + iUA’}/u D MUA + iDA")/M D MDA? (28b>

E%\({E{awa = = (GL>AB EA(bRB - (GU)AB QA¢CUB - (GD>AB QA¢DB + H.c, (2-8C>

A 2

L = (Du0)' D16+ 00— 55 (010) (2:84)
MP 1 wy 1 v 1 7%

ﬁCalibre - _§tr (G,LWG ) - §tr (W;WW ) - ZB'U,VB s (286)

onde as derivadas covariantes D, possuem as seguintes estruturas:
D, =0,+ %ggﬂ/ﬁﬂz +igiYi-1.B, > Léptons de quiralidade E
D, =0,+ig:1Y1-rDB, < Léptons de quiralidade D
D,=0,+ %ngﬁTa + %gng)\a +ig1Yq-1.B, < Quarks de quiralidade E
D,=0,+ % 3G e +191Yq-r By, <> Quarks de quiralidade D
D,=0,— %ggWgTa +ig1 B, <+ Campo escalar
(2.9)

Os coeficientes Yr_1,r ¢ Yq_1,r designam as hipercarga fraca de cada um dos
campos em que a derivada covariante ird atuar. Os termos 7, e A, sdo os geradores
dos grupos de simetria SUL (2) e SU. (3), respectivamente.

Agora que conhecemos com detalhes a densidade de Lagrange do MP, temos
condigoes de apresentar a sua extensao. Como ja discutido, o MPE introduz a
violacdo da simetria de Lorentz no MP por meio de campos de fundo constantes®.
Estes backgrounds precisam se acoplar de maneira consistente aos campos fisicos. A
seguir, escrevemos as densidades de Lagrange modificadas para o setor dos léptons
e dos quarks que sao consistentes com a quebra explicita de simetria:

3 Ressaltamos que estes campos de fundo nio precisam ser constantes, eles podem depender

das coordenadas do espaco-tempo. Esta simplificacdo é requerida, pois queremos preservar a
invaridncia perante translagdes (conservagido do tensor energia-momento.)
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Cpar _ i _
Liipion™ = 5 (€0 ap Loy DLy + 5 (€8 ar Rar" D’ Ry, (2.10)
CPT—impar __ T n D o

‘CLéptOn - (UJL)MAB LA/V LB - (aL)uAB RA'Y RB, (210b)

Cpar 1 — i _

Egli;rrkp 9 (CQ);WAB QA’Y“ﬁQB + 2 (CU)WAB UAVMWUB
1 _
+ B (¢D) uan DA’Y“ﬁDB, (2.10¢)

i

5 (aU)MAB Uay"Up

CPT—i{mpar 1 2
‘CQuark P = 5 (aQ)uAB QA’YMQB +

i _
+ 3 (@)45 DD, 2100

onde os coeficientes ¢, e a, devem ser hermitianos no espaco de sabor. O coeficiente
a, tém dimensao de massa 1, enquanto que o coeficiente c,, ¢ adimensional.
Ressaltamos que os coeficientes c,,, e a,, tanto para o setor dos léptons quanto dos
quarks, podem acoplar particulas de sabores distintos.

O acoplamento dos léptons e dos quarks com o campo de Higgs é mostrado
a seguir:

—par 1 T v 1 S c__uv
Eglljl:iwg - _5 (HL)HVAB LA(bO-M RB - 5 (HU);LVAB QA(b ot UB

1 _
B 5 (HD);WAB QA¢O-/WDB + H'C7 (211)

onde os coeficientes H,, sao adimensionais e antissimétricos.

As duas contribuicoes possiveis para o setor de Higgs que respeitam a
simetria de calibre SUL (2) x Uy (1) sao

—par 1 v L v
[CPT—par _ 5 (kps)™ (Duo) Db+ Hec — 3 (kop)" &' By

Higgs
1 v
- 5 (k¢W)u ¢TWMV¢7 (212&)
Litggs ™7 =1 (k)" 6" Dy + Hec. (2.12b)
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Na equagao (2.12a), o coeficiente kg4 ¢ adimensional e pode ter uma parte simétrica
real e uma parte antissimétrica imaginaria. J& os coeficientes kyp e kg sao
adimensionais, reais e antissimétricos. A constante k4 presente na equacao (2.12b)
possui dimensao de massa 1 e pode ser um ntmero complexo arbitrario.

Finalmente, o setor de calibre SU, (3) x SUp, (2) x Uy (1) estendido possui

a seguinte estrutura:

1
CPT—par K v
‘CCalibrep = _5 (kG)n)\w/ tr (G )\GM )

1
4

- ; () g t1 (WA

(kB)am B B™, (2.13a)

—impar 1 KAUY 2
EgaPl’inre P = 5 (k3)n € A tr <G)\G;w + 3193GAG;LGV)

1 2
+ 5 (), et (WAWW + SngWAWuWV>

1
+ 5 (k1) € BBy, + (ko) B, (2.13b)

onde tr corresponde a operagao matematica “trago” e atua sobre os geradores do
grupo de simetria SU (3) dos quarks e SU}, (2) dos léptons. Os coeficientes kg w s
sao adimensionais e reais. Além disso, estes tensores de rank-4 possuem a simetria
do tensor de Riemann® e o duplo-traco nulo. Esta tltima propriedade é requerida,
pois os termos do duplo-traco podem ser absorvidos através de uma redefinicao
dos campos.

Como nosso interesse reside nos setores puros dos fétons, férmions e neutri-
nos, faremos um estudo mais detalhado deles na proxima se¢ao. Daremos énfase a
generaliza¢gdo nao-minima destes setores.

40 tensor de curvatura de Riemann possui as seguintes propriedades:

1) R;w(xﬁ’ = _Ruuaﬁa
2) Rulﬂlﬁ = _R;w,@a;
3) Ruvap = Ropuw-
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leading-order (renormalizable?) remnants

\
known physics _ |quantum
SM quR T o T o T o1 = gravity

7

higher-order nonrenormalizable remnants

Figura 6 — Na figura acima cada circulo presente no diagrama corresponde a uma
nova correcao a fisica conhecida. Tais corregoes sao introduzidas a partir
de novos operadores, cuja dimensao de massa d torna-se cada vez maior
— estudaremos a forma destes operadores para cada setor nas subsegoes
a seguir. Observamos que as novas contribui¢oes tornam-se pequenas na
medida em que d aumenta. Posto isso, em escalas de energias pequenas,
podemos tratar tais contribuigoes de maneira perturbativa. Por outro
lado, estas corre¢oes passam a ser relevantes conforme a escala de energia
levada em consideragao aumenta. Diagrama disponivel em [82].

2.2 O MPE Niao-Minimo

Nesta secao iremos apresentar uma extensao natural dos setores dos fotons,
férmions e dos neutrinos baseada nas referéncias [40, 41, 42]. Esta extensao consiste
na inclusao de operadores de dimensao de massa arbitraria. Tais operadores podem
ser compreendidos como corre¢oes advindas de uma teoria mais fundamental
e, como tal, podem nos proporcionar novos efeitos. A Figura 6 apresenta de
maneira pictérica como podemos compreender tais corregoes. Extensoes dessa
mesma natureza também foram propostas para a eletrodindmica quantica [43],
para o setor de calibre [44] e para a gravitagao [45]. Iremos abordar de maneira
individual cada um dos setores mencionados.

2.2.1 Setor dos Fétons

A densidade de Lagrange que satisfaz a invariancia de calibre U (1) e contém
em sua estrutura os operadores de dimensao de massa arbitraria possui a seguinte
forma:

L= _EFHVFW + ;SRAWAA (]%AF)KF;W — iFn)\ (/%F)MW

. Fy, (2.14)
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onde
(l%AF)N = ) Z (kff}) K/al-..a(d73) aal o 6a<d73)’ (2'158-’)
=fmpar
(]%F)m\uu _ Z (kgi))li)\m/al-..a(d—ii) aal o 8a<d73>, (215b)
d=par

sao operadores de dimensdes de massa mais altas. O operador foap é CPT-impar,
enquanto que fp & CPT-par. Os operadores acima sao construidos de tal forma
que as versoes minimas estao inclusas, isto é, os operadores renormalizaveis d = 3
e d = 4 estao presentes. Os coeficientes de controle kﬁ‘d})? e k:}d) possuem dimensao
de massa [m]*~¢. Dessa forma, para d > 4, vemos que estes operadores possuem
dimensao de massa negativas, o que confere a estes operadores o titulo de nao-
renormalizdveis. Observamos que d — 3 indices {o; ... a(4_3)} sdo simétricos e estao
todos contraidos com 4-derivadas. Os quatro primeiros indices do operador fep
possuem a mesma simetria do tensor de Riemann.

A partir da densidade de Lagrange (2.14), podemos obter as equagoes de
movimento. A equacao de campo para este modelo é mostrada a seguir:

);waﬁ

{n""‘nw@y + (kar) e? + (ke 84 Fag=0. (2.16)

Podemos ainda conectar o resultado acima com os campos fisicos E e B. Explici-
tamente, obtemos as seguintes equagoes

V-D=0 VxH-0,D=0, (2.17)
onde foram usadas as defini¢oes

D:E‘l—QI;ZAFXA—f-I%DE'E—f-I%DB'B, (218&)
H =B —2(kar), A+ 2karAo+ &up- B+ ks E. (2.18D)

Os novos coeficientes que carregam as informagoes da violacao da simetria sao
mostrados a seguir

(kr) S gt s, (2.19a)

; ; ~ \ 0jlm
(kpp)* = — (kup)’" = (kp) T ghim, (2.19b)

N | —
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Com estas defini¢des, podemos reescrever a equacao (2.18b) da seguinte forma®

[83]:
D 1 A A E
_ (et Ron Fon , (2.20)
H KiuE 1s +Rup B

A partir da equagao (2.16), podemos obter as rela¢oes de dispersao do
modelo em questao. Adotando solugoes tipo onda plana, isto é,

A, (x)=A4,(p) e P (2.21)
é possivel reescrever a equacao (2.16) na forma
M A, =0, (2.22)
onde o operador M é definido a seguir
MM = |pneP — prag’ 42 (l%p)“wﬁ] Dol — 2ighves (I%Ap)apﬁ. (2.23)

Podemos reescrever o operador acima de forma compacta

M™ = 25"*Pp,ps + 2X"p,, (2.24)
em que
quawi _ L (n™ — ypon?) + (,;F)“O‘”ﬁ, (2.25a)
N 2 ~
K = om0 (Fur) (2.25b)

A equagao de dispersao estd relacionada as solugdes nao-triviais da equacao (2.22).
Em outras palavras, a equacao de dispersao esta conectada a seguinte condigao:
det M = 0. Ao resolver esta equagao, obteremos os modos de propagacao desejados.
No entanto, o operador M ¢ singular, uma consequéncia direta da liberdade de
calibre. Podemos contornar este problema fixando o calibre, porém, esta metodologia
nos fornece, em geral, relagoes de dispersao dependentes do calibre escolhido.

Via de regra, a fixagao de calibre também quebra a invariancia de observador,
isto é, as relagoes de dispersao passam a depender do sistema de coordenadas
escolhido. Por exemplo, o calibre temporal Ay = 0, o calibre axial n- A = 0 ou

5 Note que esta equacdo é vilida apenas na situacdo em que (/Af Ar)x = 0. Voltaremos a esta

relagdo no capitulo 4. As decomposicoes apresentadas na equacao (2.19) também serdo de
grande valor no capitulo mencionado.
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mesmo o calibre de Coulomb V - A = 0, uma vez fixados, estes termos possuem a
estrutura designada no referencial de observador inicialmente escolhido, digamos
que seja no referencial S. Porém, ao efetuar um boost para um referencial S’; por
exemplo, a estrutura do calibre fixado serd diferente. Vejamos o que acontece com
o campo de calibre quando efetuamos uma transformacao de Lorentz ao longo do

eixo Ox:
Al = (A’l + ZA’O) , (2.26a)
A2 =A% A= A" (2.26b)
A° = (A’O + ZA“) . (2.26¢)

E possivel constatar, através das transformacoes acima, que a fixacdo por meio de
calibres nao-covariantes possui uma dependéncia com o referencial previamente
escolhido. Por exemplo, no caso do calibre temporal, enquanto que no referencial S
devemos impor A° = 0, no referencial 5" obtemos que (A 4+ 2A™") = 0, o que,
sem duvidas, possui uma estrutura bastante diferente. No entanto, para calibres
covariantes, como € o caso do calibre de Lorenz 0, A" = 0, isto nao acontece.

Na tentativa de contornar os problemas mencionados, Mewes e Kostelecky
[40] desenvolveram uma alternativa baseada no teorema do nicleo e da imagem
(Rank—nullity theorem). A seguir, mostramos o resultado obtido em [40]

1 A 174 AV o 17283 %
0 = _§EM1M2M3M4€V1V2V3V4pp1ppzpﬂ3pﬂ4XMIMQ IPIX 2p203u3Xp4u4 s
+8paps (kar) (kar), £ (2.27)

Como podemos observar, a equacao de dispersao acima nao depende da escolha
do calibre e nem do referencial escolhido. Iremos elencar a seguir algumas das
consequéncias que os coeficientes de controle causam as relagoes de dispersao.
Diferentemente do que ocorre na teoria usual de Maxwell no vacuo, as relagoes de
dispersao modificadas obtidas a partir da equagao (2.27) assemelham-se a modos
de propagacao de fétons em meios materiais. Por exemplo, na teoria de Maxwell no
vacuo nao é observado o fendmeno da birrefringéncia na propagacao dos fétons nem
o efeito conhecido como radiagao de Cherenkov. Porém, as modificagbes advindas
da violacao da simetria de Lorentz tornam possiveis, mesmo que no vacuo, a
existéncia desses efeitos. Os efeitos de birrefringéncia sao observados para todos os
coeficientes CPT-impares [40]. Algumas combinagoes dos coeficientes CPT-pares
também podem induzir este fenémeno. Os termos CPT-pares que causam este
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efeito podem ser obtidos a partir da seguinte decomposicao de Weyl para o tensor
X7, a saber:

A UV PO 1 vo 12 g 1 A vo vV A g
T = 5 M =)+ 5 [ (@p)” =0 (Er)"
+ 771/0 (éF)#P o ,,Tua (éF)Vp] + Ct,uupa7 (228)

em que foram usadas as seguintes defini¢oes

A « 7. @ ﬁ 1 7 v «

(ep) = (kF) l; ~ 5 (kF>MW77 & (2.29a)
Ay 1 . . 1 . . R

OO = 4 (hpp — kup)’* + 12 (Is)"* Tx (fpe — Rus) ., (2.29b)
Ajklm 1 A A np i np A oA jkn Imp

C = 1 (liDE HHB) 12 (Hg) Tr (HDE RHB) £ g s (2290)
A 1 .

COIkl — 1 (kpp — kgp)’ ™ eFm, (2.29d)

onde I3 e Tr correspondem, respectivamente, a matriz identidade 3 x 3 e a opera-
¢ao matematica “trago”. As componentes que causam birrefringéncia sao aquelas
associadas ao equivalente tensor de Weyl C***7 [83].

Finalmente, é importante apresentar algumas aplicacoes do modelo em
questao. A versao minima do setor eletromagnético foi amplamente estudada
em diversas frentes. Por exemplo, em [84, 85] foram obtidos os propagadores
para configuragoes birrefringentes e nao-birrefringentes de uma parametrizagao
CPT-par. Além disso, a causalidade, a estabilidade e a unitariedade também
foram estudadas para estes modelos. A microcausalidade e a unitariedade do setor
isotrépico minimo CPT-par foram estudadas em [86]. J& a consisténcia do setor
P-impar nao-birrefringente foi estudada em [87]. O estudo da quantizagao covariante
foi apresentado em [88]. J& na referéncia [89], todos os operadores quadraticos e
invariantes de calibre que violam a simetria de Lorentz foram inclusos em uma
densidade de Lagrange tipo-Stiickelberg para se estudar fétons massivos. Neste
ultimo trabalho, a relacao de dispersao e o propagador em nivel de arvore foram
determinados de maneira exata. A referéncia [90] estudou as propriedades do setor
CPT-par birrefringente.

No que concerne ao modelo nao-minimo, foi observado que teorias de campos
nao-comutativas geram contribui¢oes que sao mapeadas no setor eletromagnético
do MPE nao-minimo. Sabemos que em espacos nao-comutativos vale a seguinte
relagdo: [z#, 7] = 16", onde 0" é um tensor de rank-2 real e antissimétrico. O
método por tras da conexao entre a teoria nao-comutativa e o MPE baseia-se
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no conhecido mapeamento de Seiberg-Witten [14]. Os operadores ndo-minimos
também podem surgir de corregoes quinticas [91]. Este situagdo pode ocorrer
quando acoplamentos entre férmions e fétons sao levados em consideracao. Em
cendrios supersimétricos, tais contribuigoes também surgem naturalmente [92, 93].
Algumas configuragoes envolvendo operadores nao-renormalizaveis foram propostas
e estudadas nas referéncias [94, 95]. Além disso, modelos que incorporam derivadas
superiores também foram objetos de investigagoes recentes [96, 97, 98, 99, 100].

2.2.2 Setor dos Fermions

Apresentaremos agora o setor fermionico nao-minimo do MPE. A acao
efetiva que descreve o campo de Dirac na presenca de operadores de dimensao de
massa arbitraria e que violam a simetria de Lorentz é mostrada a seguir

S = /E d'z, (2.30)
onde L possui a seguinte estrutura
1- A
L=y (710, — myli + Q) ¥ + Hee. (2.31)

Aqui 1) representa o espinor de Dirac, ¥ = 11~° o seu conjugado e I; a matriz
identidade 4-dimensional. Os dois primeiros termos da densidade de Lagrange
sao os mesmos encontrados na teoria de Dirac e y* representa as matrizes gama.
Observe que restringimos o nosso estudo incluindo apenas termos quadréaticos nos
campos. Essa restrigdo nos permitira obter uma teoria linear. Extensoes nao-lineares
podem ser encontradas em [44, 101]. O operador Q congrega todas as contribuicoes
oriundas da violacao da simetria de Lorentz e, em geral, pode ser tratado como uma
contribuicao perturbativa. Isto justifica-se, pois este operador representa pequenos
desvios da situagao usual. Sem perda de generalidade, assumimos que O obedece a
condicdo de hermiticidade, isto é, @ = 7°Qf~°. No que concerne a sua estrutura,
o operador Q néo depende das coordenadas do espago-tempo. Isto nos garante
que tensor energia-momento da teoria é conservado. Além disso, este objeto é
construido de tal forma que os coeficientes que controlam a violagao da simetria
estao acoplados a 4-derivadas, ou seja:

O = 3 QD063 (i), Y(i0s) ... 10y ), (2.32)

d=3
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onde o indice I designa a natureza espinorial do operador. Os coeficientes de
controle Q(@a102-ea—3 possuem dimensdo de massa (4 — d), sdo reais pelo critério
de hermiticidade e estdo contraidos a (d — 3) derivadas.

Apés todas as consideracoes acima, podemos definir a estrutura geral
do operador 0 explicitando agora a sua natureza espinorial. Em termos das 16
matrizes gama®, que sdo {1y, Yoo V50 V5 Vs 0w}, poderemos identificar e classificar
cada contribuicao. Sendo assim, obtemos o seguinte resultado:

Q = Z Q1717
T
A N N ~ 1.
= S+iPy; + V', + A7, + 57"”’0#,,. (2.33)

Os operadores designados na equagao acima sao classificados como escalar, pseudo-
escalar, vetorial, pseudovetorial e tensorial, respectivamente. Tal classificacao reflete
a maneira com a qual o bilinear QZJQI 1) comporta-se perante uma transformagao de
Lorentz. Assim como o operador of , 0s 16 operadores designados pelo conjunto
{S,P,Vr, A* T} também sao funcdes das derivadas i0,, e possuem dimensao
de massa 1. E conveniente ainda decompor o operador O de uma maneira mais
sugestiva onde possamos também identificar os coeficientes que violam a simetria
discreta CPT. Iniciaremos reescrevendo o operador de Dirac da seguinte forma:

Yy — my + Q = f”pﬂ — M, (2.34)

onde I'* e M possuem a seguinte estrutura, a saber:

. N A 1

DV =" &My, 4 Ay, + &+ iff s+ 5 I, (2.35a)
. A s i i Lo

M =my +m + isys + a'y, + 0Vysy, + §H O (2.35b)

Todos os operadores que congregam [* sdo adimensionais, enquanto que aqueles
que compoem M possuem dimensao de massa 1. De maneira geral, os operadores
nao-minimos classificam-se da seguinte forma sob uma transformagao CPT: os
operadores ¢* e d™ sao CPT — pares, enquanto é-, f“ e "™ sao CPT-fmpares, ja
os operadores m, My e Hm™ sio CPT-pares, ao passo que a* e b sido CPT-impares.

Observando atentamente o comportamento dos covariantes bilineares sob a
transformacao CPT, é possivel constatar as seguintes regras gerais:

6 Uma apresentacio mais detalhada sobre as matrizes gama é mostrada na secdo A.l.
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e Um bilinear fermiénico com n indices de Lorentz pares sera CPT-par;
e Um bilinear fermiénico com n indices de Lorentz impares serd CPT-impar;
« O mesmo aplica-se as 4-derivadas 0,,.

Esta regra geral ¢ de grande utilidade na hora de classificar os novos

operadores que modificam a equagao de Dirac no contexto de altas derivadas, vide
Apéndice C para mais detalhes.

Vemos, a partir da equagao (2.34), que o operador I'* aparece contraido com
o momento p,. Dessa forma, os operadores ¢, d"*, é", fi" e §"*" que o compoe
também estao. [sso nos permite redefinir os operadores citados da seguinte maneira:

& =py, M =dp,,  e=py, [=pn 0P =M (2.36)
Reescrevendo o operador (2.34) em funcao das novas definigoes, obtemos:
Ipy — M = A"p, — my + (& —a") vy, + (d" — b“) V5V
A (P A L A
+(e—m)+1(f—m5>’y5—l—§(g“ —H“)J,W. (2.37)

Podemos agora comparar as contribui¢oes da estrutura acima com a decomposicao
espinorial do operador Q. Fazendo isso, somos levados as seguintes defini¢des:

S, P i, Dot A= di_ip, T g (2.38)

As definigbes acima tornam-se convenientes, por exemplo, no mapeamento observado
entre solugoes espinoriais perturbativas [55], ou seja, podemos obter novas solugoes
a partir de outras existentes através das relagoes abaixo:

—
—

o i
O mapeamento citado também serd explorado de maneira detalhada no capitulo 5.
Na tabela 1 resumimos as principais propriedades dos 10 operadores.

Uma vez definida a densidade de Lagrange para o setor de férmions modifi-
cado, precisamos agora caracterizar com mais profundidade as suas propriedades.
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Operador Tipo d CPT Coeficientes
m Escalar Impar >5 Par m(daiaz...aa_s
1 Pseudoescalar Impar > 5  Par méd)o“‘”'”o‘d*
a* Vetor fmpar >3 Tmpar aDparas..aq_s
b Pseudovetor fmpar >3 impar p(Dparas...ag_s
ch Vetor Par > 4 Par  c(@uaiaz.ass
dr Pseudovetor Par > 4 Par d(Dnpoios...ag_s
é Escalar Par >4 [mpar e@a0z-cas
f Pseudoescalar ~ Par >4  Impar  f(@x02-0as
g Tensor Par >4 Impar g@dmweiez.cis
H Tensor [mpar >3 Par H@mweiaz.aas

Tabela 1 — Classificagao dos operadores definidos na equagao (2.38) sob transforma-
¢oes de Lorentz e CPT [42]. A dimensao de cada operador, bem como
os coeficientes de controle que os definem também sao mostrados.

Tal descricao inicia-se com o calculo das equagoes de Euler-Lagrange. As equagoes
de campo, como sao conhecidas, guardam informagoes a respeito da dinamica dos
campos. A equagao de Dirac modificada obtida a partir da densidade de Lagrange
(2.31) é mostrada a seguir:

Dy = (10, — my + Q) ¥ = 0. (2.39)

E através da equagio (2.39) que poderemos calcular tanto a relagao de dispersao
quanto os espinores. Estes objetos sao essenciais para a descricao correta dos
campos.

Iremos agora calcular um outro ingrediente muito importante, a saber: a
equacao de dispersao. A equagao de dispersao esta associada ao operador de campo
modificado D. Ela é obtida por meio da condicao det D = 0. Ressaltamos que o
operador de campo deve ser reescrito no espago dos momentos, isto é, precisamos
efetuar a seguinte substituigao: i0, — p,. Antes de proceder com o célculo explicito
do determinante, precisamos reorganizar o operador de campo D de uma forma
que nos possibilite encontrar o resultado desejado na forma covariante. Uma das
etapas desta reorganizacao consiste em reescrever o operador de Dirac modificado
em forma de bloco, isto é:

D= p"—my+ Q= AE (2.40)
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Cada entrada da matriz acima possui dimensao 2 x 2. Para facilitar os calculos,
introduzimos a seguinte notacao

ot = (0070i) : (2.41)

onde o representa a matriz identidade em duas dimensdes e o' corresponde a
i-ésima matriz de Pauli. A matriz adjunta correspondente é representada por
" = (0%, —0"), e ambas satisfazem as seguintes identidades:

1
7.0, = ’r]W—i—§eWﬂ)ﬁ”0’\, (2.42)
Ou0y = My — %ewma'?)‘. (2.43)

Com essas definigoes, podemos reescrever a equacao (2.40) na forma compacta
SV i 5, 0
D=|. N S T , (2.44)
Vﬁ&u S_|_ 2 O 5—110-’/
onde fizemos uso das definigoes:
Si=—my +S+iP, Vi =p'+ V£ A" (2.45)

Podemos ainda reescrever a tltima parcela da equagao (2.44) usando a relagao
TH = %(7"“’ + 7*") juntamente com a identidade (2.42). Dessa maneira, obtemos:

o - )
D— ASi V_AO"M i l GH 0 7 (246)
Vie, Si 410 Gy

A A 1A A X
Gll = TMVCT/L5V + T”VUW - iTuye/wm\Uﬁ(_TA == <T’W - iTlW) O’ME'V, (247)

em que

~ ~ 1 A ~ X
Gao = TG0, + T, + 57’#’/@%,\6”0’\ = (’T‘“’ + i’T“”) 0,0, (2.48)

onde usamos os resultados T‘“’nw =20e %6“”“)‘7;>\ = T, Definindo agora os

operadores

~ 1 /4 X

T2 = (T i), (2.49)
obtemos a seguinte versao compacta para o operador de campo D, a saber:

oo (S + 570, Vio, ) | (2,50

Ha, Sy + 5T o0,
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Precisamos agora calcular o determinante do operador acima. Para tanto,
usaremos a seguinte identidade [42]:

A B o
det (C D) = det (AD) + det (BC) — tr (BACD) . (2.51)

Substituindo os elementos presentes na equagao (2.50), obtemos:

A B o
det (C ID)) = det (Vﬁa,ﬂ/ﬁau)
+ det [(S - ;’Af“”o—uay) (& + ;’fﬁ”a—uayﬂ
— tr []A}“au (8 + ;”f’“’auo—y) Via, (& + ;ﬁwauayﬂ . (2.52)

Calcularemos separadamente cada um dos termos acima. A primeira parcela pode
ser reescrita como

det (Vo V15, ) = det (Vo) det (Vi5,) , (2.53)
de onde obtemos o seguinte resultado
e PO _ P qp2 Pl VO P32
det (VﬁauVi@L) —det | o o T et | T T T TR
=V —ivz Y043 —Vi-ivi W4+ V3

O célculo do determinante nos fornece

det (Vo V2, = [ ()7 (92)° - (92)" - (92)°

X

AN 2 N a2 RN
(V) = (W) = () = ()| (2.54)

O lado esquerdo pode ser reescrito de maneira mais compacta, isto é:
det (Vo Vi,) = V2VL. (2.55)

O segundo termo assume a forma

det (AD) = det <$’_ + ;ﬂyauﬁy) det ($+ + ;ﬁ‘”&ua,,) . (2.56)
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Calcularemos inicialmente o det (S+ + %71“’0”61,). Analisando separadamente o
segundo termo entre parénteses, observamos que

Ty — 1 V= i VRN =
T!6,0, = 57“ 0,0, + Ze“ Aﬁkauay. (2.57)
Substituindo 7,0, = (1, + $€ux0"0") na segunda parcela, temos:
2

o 1. P P
T 6,0, = 57‘“”0“0,, + Ze‘“’”’\ﬁA (?7#1, + euya50a05> ) (2.58)

Como nwe“l’”’\ﬁ,\ = 0, observamos que o termo em questao se reduz a

A 14 1 A

T 6,0, = §T“”6MJV — ée“””)‘eﬂmg'ﬁ,\&aaﬁ, (2.59)
A 1 A 1 ra

WV5MUV = 57“”5'MUV - g (50&\656 — 504,{659 7,;,\5'0405, (259b)
Uy — 1"1/7 i ~\ _K 1 —K A

T o,0,= §T“ 0.0, — gﬁ,\a o + §7;>\U o, (2.59c¢)
T-uv — 1 V= J —\_K

Tt0,0, = 57-“ 0.0, — 17;,\0 o”, (2.59d)
o 1o,

Tt0,0, = ZTM Tu0y. (2.59)

Efetuando a soma de Einstein nos indices {y, v}, encontramos
- Y - o
T 6,0, =T"000; — T 000 — T"0,0;. (2.60)

Usando agora a identidade o;0; = §;; + i&;:.0%, chegamos ao seguinte resultado:
iUy 1J ijkU k>

71‘”5”0,, = 27202‘0'00'1' - 7Aiij (51J + igijko-k) s (261)
e . i
Tf 00y = 2 (TOk — 25ijk7-]> . (262)

Somando sobre os indices {1, j, k} e substituindo as matrizes de Pauli

10 01 0 —i 1 0
0o = ; 01 = ) 02 = ; 03 = ) (263)
01 10 1 0 0 -1
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obtemos que

5,0, =2 (T - i7%) (f ;) e (0 i) (0 ‘Oi)

o (7 72) ((1) _01> . (2.64)

Multiplicando a equagao acima por % e adicionando o operador S, , temos:

N P Sp+iTB+T12 AT 4 T2 4 702 —§7 3
S++§71L O'MO'V:( + .

T T T g S T T
O determinante da expressao acima é calculado a seguir
. i A A1) 2 Ao 2 Ao 2 A oN 2 A1) 2
et (8 + 71,0, = 82 4 (T9) 4 ()4 (799" — (722)° - (79)
— (T%) +2ATOT® 4+ 264TOTH 4+ 24TST2, (2.65)

ou ainda ;
det (5; + Qﬁﬂ”a#ay> — 8 72 (2.66)

Procedendo de maneira inteiramente anédloga, o primeiro termo da equagao (2.56)
tem a seguinte estrutura

det (S + ;f’"“’@a,,) =82 4 (7”“)2 + (7”)2)2 + (7*]3)2 - (’Af”)2 = (’Af:“)2
- (7”23)2 — ATV — 2 TO2TB — 21T BT (2.67)
ou de forma compacta
det <§_ + ;”r_“”&ua,,> =82 72 (2.68)
Substituindo os resultados (2.66) e (2.68) em (2.56), obtemos que

dot [(8+ 5 T0,m,) (8 + ST100 )| = (82 - 72) (81 - 77). 269)

O termo remanescente pode ser reescrito como

tr (IE%A@D) = fiﬁf/ig,citr (0.0)) + %1}ﬁl>i$+7:””tr (0,0,040))
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Lo oy n s
— ZVﬁVﬁ:T_W{’TfUtr (Cu0,0,01F,05)
+ %f}ﬁﬁié_tﬂ%r (3,025,0,) - (2.70)

Fazendo uso das identidades

tr(,0,) = 21, (2.71a)

tr (0000k00) = 21005 (2.71Db)

tr (0u0,0k0NTp05) = 210 Mrrpors (2.71c)
M T2 = AT a0 N T2 = =410, (2.71d)

Mrx = M ex = Nrsllon + MuxTlwe = 1€mas (2.71e)

a equagao (2.70) assume a seguinte forma

tr (BACD) = 2V VY8 Sym + VEVIS T e + IVEVAS T 00

J P UK AP0 T
- §VﬁVi7: 71) n,uw{ 777'>\p0' (272>
Por fim, usando as relagoes nuw/\’f‘_”” = 472,1)\ e nuy,{/\’fj’:’\ = —471W, obtemos

tr (BACD) = 209008 8.1 + 0P VAE, T —AIDIPAS T 8TV T T

(2.73)
O resultado acima pode ser posto em uma forma mais compacta, a saber:
tr (BACD) = 2V_ - (S + 27 ) - (Sy — 2T, ) - Vs (2.74)

Juntando agora os resultados das equagoes (2.55), (2.69) e (2.74), encontramos a
forma final para o determinante do operador de campo:

R=(82-T2) (82 = T2) + V2 V2 —20_ - (S_ + 2T ) - (8, — 2T, -V, =0.
(2.75)
Agora que conhecemos a equacao de dispersao, somos capazes de calcular
as relagoes de dispersao. No entanto, como a equacao de dispersdao (2.75) é um
polindbmio de ordem arbitraria na variavel py, nao é possivel obter uma solugao
exata para uma dimensao de massa d arbitraria. Porém, como ja mencionado, os
operadores que controlam a violagdo da simetria de Lorentz podem ser tratados de
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maneira perturbativa. Neste regime é possivel obter quatro solu¢des modificadas.
Nosso objetivo agora é expandir a equagao de dispersao (2.75) mantendo apenas as
primeiras corregoes nao-nulas dos operadores {S, P, Ve, Ak TH} que nos permitam
obter corre¢oes em primeira ordem. Procedendo desta forma, obtemos a seguinte
expansao
R ~ mfp + p* + 4p?p - Y — 4mi§+ 2mi732 — m?ﬂAf — mfﬂﬁf + 2p2/12
~ 2 ~ ~ ~ -~
—4 (p . .A) — mepr + 4mwp28 — 4m12/,p SV — PP+ mepAQ
—8mwip-ﬁ-ﬁ+8mwip-7’_-ﬁ—8p-'7A'_-7A:r-p. (2.76)

Simplificando o resultado acima, encontramos que
- o\ 2
R~ (p* —mi +2myS;; +2p- V) — 407, (2.77)

onde foi definida a grandeza

A

y2:(p.j\)z—mf/,fl2—2m¢p~7:--fi+p‘7-'p- (2.78)

Além disso, fizemos uso das seguintes identidades

~ -~ 1 ~ - 1 = =
~ - Xz 1 ,x
N N 1 X X 1 X
P 7‘_.71.pz§p.7‘.7'.p+§p27'2, (2.79¢)

Em primeira ordem, a equagao de dispersdao (2.77) pode ser reescrita como
pg—pz—m?p%2(m¢$’—p-]>i))). (2.80)

Resolvendo a equagao (2.80) para py = E, obtemos as relagoes de dispersao
desejadas”:

Er~ Ey— 4+ = (2.81)

onde empregamos a notacao Ey = +,/p? + mi. Deve-se observar que no resultado
acima usamos a aproximagao p* ~ (FEjp,p). Sendo assim, todos os 4-momentos

7 Destacamos que toda essa andlise detalhada, e exaustiva, serd relevante para o desenvolvimento

e compreensao dos resultados apresentados no capitulo 3.
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que aparecem contraidos aos coeficientes de controle devem ser substituidos por
essa aproximacao. No limite em que os operadores que violam a simetria de
Lorentz anulam-se, recuperamos as solugoes usuais da equacao de Dirac livre. Uma
notoria peculiaridade que surge nas relacoes de dispersao, consiste na quebra da
degenerescéncia de spin. Essa dependéncia no spin é causada pela presenca dos
operadores pseudovetorial e tensorial. Como podemos observar na equacao (2.81),
esse efeito caracteriza-se pela presenca de duas relagoes de dispersao distintas, uma
para particulas com spin-up e outra para particulas com spin-down. Por outro
lado, observamos que os operadores escalar e vetorial sao responsaveis apenas
por deslocar os niveis de energia, porém, preservam a degenerescéncia de spin
presente nas solucoes da teoria livre. Uma outra propriedade importante a destacar
¢ a quebra da degenerescéncia entre particulas e antiparticulas na presenca de
operadores CPT-impares. Por fim, vemos que o operador P nao contribui em
primeira ordem.

Até o momento, tratamos de todas as possiveis modificacoes na equagao de
Dirac sem nos preocupar, no entanto, se tais coeficientes que controlam a violagao
da simetria sao fisicamente observaveis. Para entender melhor quais coeficientes sao
realmente factiveis, devemos efetuar uma redefinicdo no campo v e verificar quais
operadores podem ser eliminados. A redefini¢cdo procurada é mostrada a seguir:

Y = exp (iz'v,) ' (2.82)

Vemos que os campos diferem apenas por uma fase dependente da posicao z#, ao
passo que v, ¢ um 4-vetor constante arbitrario que pode ser escolhido de modo a
eliminar constantes indesejaveis. Procedendo com a redefini¢ao, podemos definir
um conjunto de operadores efetivos que representam os observaveis fisicos da teoria
quadrética [42]. Estes operadores efetivos possuem a seguinte forma

Set =0, Peg=0, Aly=0, (2.83)

N ~ 1 ~

ot = V“—l—m—p“s ; (2.84)
P

X X 1 o

=T —ple AT (2.85)
My

Como podemos notar a partir dos resultados acima, a fenomenologia dos operadores
escalares é absorvida em uma contribuicao vetorial, ao passo que as contribuig¢oes
pseudovetoriais emergem dos operadores tensoriais. Essas redefinicoes também serao
importantes na apresentacao dos resultados do capitulo 5. Vale a pena mencionar
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ainda que uma outra redefinicdo de campos mapeia o operador minimo f*f" ao
operador minimo ¢ [102]. Esta equivaléncia significa que o operador f nao se
diferencia do operador c.

Por fim, gostariamos de destacar alguns trabalhos desenvolvidos no setor
fermionico. Na referéncia [103], por exemplo, estudou-se a influéncia dos coeficientes
a* e b" na equagao de Dirac e no seu limite nao-relativistico. Ja na referéncia [104],
os autores investigaram como a estabilidade e a causalidade se comportam em
teorias que violam tanto a simetria de Lorentz quanto CPT. Este trabalho aborda
sob quais circunstancias o setor fermionico minimo do MPE preserva a estabilidade e
a causalidade. Outro resultado interessante estudado em [105] diz respeito a indugao
de fases geométricas e correntes de spin pelo coeficiente de spin nao-degenerado
d* . Testes envolvendo muons, atomos de hidrogénio e anti-hidrogénio também sao
encontrados na literatura. Por exemplo, na referéncia [106] os momentos magnéticos
anomalos de elétrons e positrons foram usados para testar a simetria CPT impondo,
assim, limites aos coeficientes de controle. Em [107, 108] os autores estudaram a
influéncia da violacao da simetria de Lorentz e CPT em atomos de hidrogénio e
anti-hidrogénio e em outros sistemas similares. Testes com muons também foram
analisados em [109, 110]. Testes com polarizacao de spin em sélidos também foram
estudados [111]. Destacamos ainda os testes envolvendo comparagoes de relégios
em [112]. Em [55] foram calculadas as solugoes espinoriais perturbativas para a
equacao de Dirac modificada. Neste trabalho, um estudo minucioso com o intuito
de catalogar todas as solugoes para os coeficientes do MPE-fermionico foi realizado.
Um trabalho complementar foi desenvolvido em [113], onde foi possivel investigar
a radiacao de Cherenkov® produzida pelos coeficientes de spin degenerados e nao-
degenerados. Como pode-se observar, a literatura reportando estudos do setor de
férmions é bastante vasta. No entanto, um compilado dos bounds mais restritivos
para os coeficientes minimos e ndo-minimos pode ser encontrado em [64].

2.2.3 Setor dos Neutrinos

Queremos agora apresentar os conceitos essenciais do setor dos neutrinos.
Neutrinos sao particulas de spin % e, portanto, sua dinamica é descrita pela equagao
de Dirac. E sabido que, até o momento, existem trés neutrinos, sio eles: neutrino do
elétron, neutrino do tau e o neutrino do muon. Assim como estudado nas subsecoes

8 Uma particula carregada movendo-se com velocidade constante em um meio macroscépico

emite radiacdo Cherenkov se sua velocidade v exceder a velocidade de fase v, da luz no meio
material.
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anteriores, também podemos implementar a quebra da simetria de Lorentz neste
setor. Por serem descritos por um campo espinorial, a construcao deste modelo é
bastante similar ao encontrado na subsecao 2.2.2.

A fim de tornar a nossa descricao mais geral possivel, vamos considerar um
conjunto de campos espinoriais designados por ¢,, onde a = 1,2,..., N. Como
a natureza dos neutrinos ainda nao é conhecida, isto é, nao sabemos se eles sao
neutrinos de Dirac ou de Majorana’, levaremos em consideracio ambos os casos,
sendo inclusive possivel uma mistura entre os dois tipos de neutrinos. Para incluir
as duas naturezas possiveis em uma Unica estrutura, é conveniente combinar os
N espinores 1, junto com os espinores conjugados de carga wac = Cz_ﬁf Dessa
maneira, introduzimos um multipleto espinorial 2/N-dimensional dado por

(G
Uy = i I (2.86)
vy
onde A cobre o intervalo 1,2,...,2N. Como os acoplamentos de Majorana sao
permitidos, existe uma redundancia em ¥ que obedece a seguinte relagao:
0 1
ve=cw, C= M (2.87)
Iy O

A matriz C de dimensao 2N x 2N é definida em blocos de dimensao N x N no
espaco dos sabores.

Com todas as informagoes prestadas, podemos agora apresentar a densidade

de Lagrange que incorpora a violagao de Lorentz e CPT no setor de neutrinos, a
saber 1

£=30a (0,045 — Map + Qap) W5 + He. (2.88)

A primeira parcela corresponde ao termo cinético usual, enquanto que a segunda
leva em consideracao a massa dos neutrinos. O tultimo termo congrega os operadores
encarregados por controlar a forma com a qual a violagdo da simetria de Lorentz é
introduzida no modelo. Gostariamos de ressaltar ainda que o operador de campo é
uma matriz de dimensao 4 x 4 no espaco dos espinores e uma matriz de dimensao
2N x 2N no espago dos sabores, portanto, a equagao para o setor dos neutrinos é
uma matriz de dimensao 8N x 8N.

9 Uma propriedade peculiar que caracteriza os neutrinos de Majorana reside no fato de que

particulas e antiparticulas sdo iguais. A descri¢do de tais campos fermionicos foi iniciada por
Majorana em 1937 [114].
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A equacao de Euler-Lagrange da teoria é mostrada a seguir:
(1104045 — Map + Qap) U5 = 0. (2.89)

O operador Q.5 tem uma decomposicao muito semelhante aquela apresentada na
equagao (2.33), isto é,

QAB = Z Q,ILleYIa
T
A A A ~ 1 a) v
= Sap +iPapvs + Vipv, + Aaprs7, + 5 ABO - (2.90)

Assim como no setor dos férmions, podemos reescrever a equagao de campo explici-
tando a natureza CPT de cada operador. Para tanto, vamos reformular o operador
de campo da seguinte forma

Vpudap — Map + Qap = figm — Mg, (2.91)

onde TV} 5 e M4p possuem a estrutura abaixo:

al AV v A Y 1 ~AK

D =" ap + &y, + Ay, + Ehp + ifips + 500 o, (2.92a)
~ ~ N AL Ap, 1 7 n2

M = Map + Map + iMsap7ys + @apy, + Vap¥s7, + iHABUMV' (2.92b)

A classificacao dos operadores acima segue as mesmas regras daqueles apresentados
na subsecao 2.2.2.

Podemos aproveitar a propriedade (2.87) para explicitar também a natureza
“Dirac” e “Majorana” de cada componente dos operadores {Sap, Pap, Vig, A, TAn}-
Aplicando essa propriedade, temos

0= (-1)"3ccd’ e, (2.93)

onde a operacao de transposicao age em ambos os espacos. Esta condi¢ao nos
fornece o seguinte resultado

S=(-1)"'esTc, P=(-1)"cP e, (2.94a)
Vh=(-1*hc (V“)TC, Ar = (—1)*¢ (A“)TC, (2.94b)
T = (-1)"ce (fﬂ”)TC, (2.94c)
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onde a transposicao agora ¢é efetuada apenas no espaco dos sabores. Calculando
cada contribuicao acima, obtemos a seguinte estrutura

S=% o | (2.95a)
Sl (-1 8

2 G (295b)
Pl (- P

e v

V=1, . N , 2.95¢
(V)" v (0p)" 2

A Ay

A = . N , 2.95d
(48 o ()’ .

T T

Jreo= | P M (2.95¢)

(’f']{}”)T (_1)d+1 (7-[,;”>T ’

em que cada elemento representa um bloco de dimensao N x N e os subscritos “D” e
“M” designam Dirac e Majorana, respectivamente. Como podemos observar a partir
das decomposicoes acima, os operadores de Majorana sao os inicos responsaveis pela
mistura entre neutrinos de Dirac e neutrinos de Majorana. Portanto, se fizermos tais
contribui¢oes identicamente nulas, é possivel desacoplar e estudar separadamente
os dois tipos de neutrinos.

O modelo geral descrito acima tem sido largamente empregado na tentativa
de se estabelecer limites para os coeficientes que controlam a intensidade da violacao
da simetria de Lorentz e CPT. Por exemplo, muitos resultados interessantes foram
observados na fenomenologia das oscilacoes dos neutrinos!’. Este fenémeno tao
intrigante foi observado em modelos de neutrinos nao-massivos [41]. Os resultados
reportados nesta referéncia seriam um indicio de que a violagao da simetria de
Lorentz pode causar tais efeitos. Na referéncia [116], os autores estudaram uma
alternativa para as oscilagoes de neutrinos baseadas no setor renormalizavel do
MPE e consistente com dados experimentais. J& na referéncia [117], os efeitos
de oscilagoes considerados foram entre neutrino-antineutrino. Na referéncia [118,
119] foi analisado um modelo consistente com dados experimentais que reproduz

10 Oscilagao de neutrinos é um fendémeno da mecanica quantica predito teoricamente por Bruno
Pontecorvo em 1957 [115], segundo o qual um neutrino com um sabor lepténico especifico (elé-
tron, mion ou tau) pode ser detectado posteriormente com um sabor diferente. A probabilidade
de medir um sabor particular de um neutrino varia a medida que este se propaga.
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naturalmente em sua estrutura as anomalias de baixa energia, além das oscilagoes
neutrino-antineutrino do tipo MiniBooNE. Muito mais pode ser encontrado na
vasta literatura sobre neutrinos e o MPE [120, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 127,
128, 129, 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137]. Todos os bounds obtidos para os
coeficientes do setor de neutrinos até o presente momento estao compilados no data
tables [64].

Muito embora a referéncia [41] tenha feito um estudo minucioso do setor
dos neutrinos, este trabalho nao fornece uma analise detalhada sobre as relagoes
de dispersao. Iremos apresentar no capitulo 3 uma proposta sistematica que nos
permite obter a equagao de dispersao, bem como uma forma geral para a expansao
perturbativa das relagoes de dispersao.

2.3 Violacdo da Simetria de Lorentz em outros cenarios

A seguir, iremos estudar dois cenarios onde a violagao da simetria de Lorentz
faz-se presente. O primeiro diz respeito a sistemas planares obtidos a partir do MPE
através de uma técnica conhecida como reducao dimensional. O segundo cendrio
tem relacdo com a descricao classica de uma particula pontual na presenca de um
campo de fundo constante. Apresentaremos um mapeamento entre o formalismo
de campos para uma particula e a descri¢ao classica-relativistica de uma particula
pontual.

2.3.1 Reducao Dimensional

A eletrodindmica planar tem sido objeto de intenso estudo nos tltimos anos.
Suas aplicagoes em matéria condensada [138, 139, 140] e defeitos topoldgicos, tais
como vortices e sélitons [141, 142, 143, 144, 145, 146, 147] sdo alguns dos exemplos
de sua versatilidade. A teoria plana mais conhecida e amplamente estudada é
sem duvidas a teoria de Chern-Simons. Proposta inicialmente por S.S. Chern e J.
Simons [148], o termo de Chern-Simons possui a seguinte estrutura:

0
Sos = 5 / dPze"? A,0,A,, (2.96)

onde A é um parametro que possui dimensao de massa um e € é o simbolo de
Levi-Civita em (1 4 2)-dimensoes.
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Muito embora nao seja tao 6ébvio, o termo de Chern-Simons é invariante
de calibre sob certas condi¢bes. Vejamos o que acontece quando aplicamos a
transformacao de calibre A, — A, + 0,w:

Scs — Scs + g / d%&u (w&"“’pa,,Ap) . (2.97)

Vemos que apos a transformagao um novo termo surge na agao. Esse termo extra
pode ser reescrito como uma integral de superficie com o auxilio do teorema de
Gauss. Na situacao em que os campos anulam-se na fronteira, o termo de superficie
nao contribui e, dessa forma, a agao torna-se invariante de calibre. No entanto,
nos casos em que as condi¢oes de contorno nao permitem negligencia-lo, entao
tal contribuicao passa a ser relevante e o termo de Chern-Simons deixa de ser
invariante de calibre [138].

Outro modelo planar muito interessante surge da juncao do termo de
Maxwell em (1 + 2)-dimensoes e o termo de Chern-Simons [149]. A densidade de
Lagrange deste modelo é mostrada a seguir:

1 0
EMCS - _ZFNVFMV + §EMVPAM8VA/)- (298)

Como o parametro 6 possui dimensao de massa e o termo de Chern-Simons é
invariante de calibre, temos entdao uma teoria topologicamente massiva para o
campo de calibre A, (topologically massive gauge theory). O termo topoldgico tem
sua origem no estudo da versao nao-abeliana!! da teoria e no fato da geracao de
massa do campo de calibre nao estar atrelada ao mecanismo de Higgs, isto ¢, a
uma quebra espontanea de simetria. E importante ressaltar que a massa do campo
de calibre adquirida via termo de Chern-Simons é completamente independente da
geracao de massa via mecanismo de Higgs. E possivel ainda adicionar a equacio
(2.98) o campo de Higgs ¢ acoplado minimamente com o campo de calibre. Essa
juncao da origem a seguinte densidade de Lagrange:
1 0

Lyicsu = —ZFWFW + igﬂypAuauAp + (Dup)" D'o =V (|¢]), (2.99)

Podemos identificar a massa que advém do campo de Higgs apds a quebra de

11 Uma discussdo mais aprofundada sobre as origens topolégicas e sobre a versio ndo-abeliana
da teoria de Chern-Simons pode ser encontrada em [138, 149]
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simetrial? através dos polos do propagador [150]

A P’ +mi; [77 Y T
P emd) (P -m) [ pP—gmy pP - mi
Epupw (P2 — 0° — m3)

(p? —m3) (p* — m?2) (p* — Emy)’

onde £ representa o parametro de fixagdo de calibre, m% = 2v? corresponde a

(2.100)

massa de Higgs e

0 4m?
=~ [4/1 H
ME= T

+1]. (2.101)

Embora tenhamos apresentado o mecanismo de Higgs no contexto da teoria
de Maxwell-Chern-Simons, existe na literatura a situacdo em que a quebra de
simetria ocorre no modelo contendo apenas o termo de Chern-Simons [151], ou
seja,

0 ., .
ECSH = 58‘“ ”A#&,AP + (D#(b) D‘u(ﬁ -V (’Qﬁ‘) , (2102)

que nos fornece o seguinte propagador [138]:

1 20?2 Puby 1 o
p 0

Outro estudo interessante surge do acoplamento do termo de Chern-Simons

713 conhecidas na

com o campo de matéria. Dessa juncao surgem as “particulas
literatura como anyons [152, 153]. Estas particulas apresentam uma peculiaridade:

satisfazem uma estatistica fracionéria'? [154, 155, 156]. A mecAnica quantica de

120 potencial V (|¢|) possui um minimo nao-trivial em (¢) = v. Apés a quebra espontinea da
simetria, o vacuo é escolhido. Como ¢ é um campo complexo, podemos avaliar o comportamento
de ¢ em torno do minimo escolhido da seguinte forma:

¢=%[v+x($)+iw(w)l,

onde x () e ¢ (x) sdo campos reais e sao considerados pequenas perturbagoes. Substituindo
esta perturbagao na densidade de Lagrange e expandindo até segunda ordem nos campos,
podemos identificar os coeficientes que acompanham os termos quadraticos como sendo a
massa que cada campo adquire apds a quebra da simetria.

Na verdade, anyons sdo quasiparticulas.

Vale a pena ressaltar que a teoria de Chern-Simons acoplada a um campo de matéria tem
como resultado a geragdo de anyons. No entanto, anyons sdo objetos mais gerais e nao estao

13
14
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um sistema composto por N-anyon pode ser tratado da maneira usual como uma
teoria quantica de campos nao-relativistica composto por N particulas [152, 157].
Além disso, estas particulas desempenham um papel muito importante no efeito
Hall quantico fracionario [158, 159, 160, 161].

Gostariamos ainda de destacar uma extensao incluindo altas derivadas
na teoria de Maxwell-Chern-Simons proposta em 1999 por Deser e Jackiw [162].
O termo que caracteriza essa extensdo possui a forma %7 (9,0"A,) (03A,). Na
referéncia [163] a quantizagdo candnica, a causalidade e a unitariedade desta
extensao foram estudadas com bastante detalhes. Foi observado que a teoria é
caracterizada por uma métrica indefinida no espaco de Hilbert, porém, foi mostrado
que a microcausalidade, bem como a unitariedade até a ordem de um loop sao
conservadas quando a prescricao de Lee-Wick ¢é utilizada.

Além dos modelos apresentados acima, a eletrodinamica planar, também
conhecida como QED;, tem sido largamente investigada em outros cendrios. Por
exemplo, estudos mostrando a possibilidade de estados ligados entre elétron-elétron
em modelos P-pares foram feitos em [164]. Destacamos ainda trabalhos que investi-
garam a auséncia de anomalia de paridade em modelos ndo-massivos [165], geragao
de massa [166], estudos relacionados a paridade [167] e quebra da simetria quiral
[168].

A possibilidade de estudar a violacao da simetria de Lorentz em sistemas
planares levou naturalmente a uma extensao da QED,. Existe uma vasta literatura
que trata tanto da construgao desses modelos modificados quanto estudos tedricos
relatando novas fenomenologias [60, 61, 62, 63, 169, 170, 171, 172]. A QED; esten-
dida é obtida diretamente do setor eletromagnético do MPE através de um método
conhecido como redugao dimensional. Iremos detalhar um pouco mais essa técnica
a seguir, uma vez que ela serda de grande valor no capitulo 4.

Existem muitas maneiras de se obter uma teoria eletromagnética planar a
partir de uma teoria em (1 + 3)-dimensoes. Por exemplo, poderfamos fazer uma
simples projecao, isto é, bastaria fazer a terceira componente do campo de calibre
igual a zero e desconsiderariamos qualquer dependéncia com a terceira coordenada

apenas restritos a teoria de Chern-Simons. Na verdade, anyon é uma designacdo genérica para
particulas que satisfazem uma estatistica quéantica fracionaria, isto é, ndo sdo bosons nem
férmions [154]. Esta estatistica quantica estd intimamente ligada as teorias planares, uma
vez que nao existem correspondentes em dimensoes espaciais maiores que dois. Indicamos a
referéncia [152] para um aprofundamento mais detalhado destes objetos e sua conexdo com a
Fisica da Materia Condensada.
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espacial. Em suma, terfamos que A*(t,x®)) s A*(t,x?), onde p € {0...2}.
Nesta se¢ao e no capitulo 4 os indices com “chapeu” pertencem a teoria em (1 + 3)-
dimensoes, ja os indices sem “chapeu” pertencem a teoria planar, cuja métrica é dada
por (n,,) = diag(1, —1,—1). Introduzimos também a seguinte notagao abreviada:

2)

apresentamos as coordenadas espaciais como x? = (z,y) e x® = (z,y, 2) para

duas e trés dimensoes espaciais, respectivamente.

Uma maneira mais sofisticada de se construir uma teoria planar é conhecida
na literatura como reducdo dimensional [60]. Esta técnica consiste em reinterpretar
a terceira componente do campo de calibre A# como um campo escalar ¢ e, como na
técnica de projecao, desconsideramos qualquer dependéncia na terceira coordenada.
Dessa forma, aplicando a reducao dimensional no campo de calibre, obtemos:

ARZ3 (1 x®)) s AR(t, xP) | (2.104a)
Az (t,x®) 5 A (1, xP) (2.104D)
A3, x®)) = o(t, x| (2.104c)
As(t,x) = —o(t,x?). (2.104d)

Gragas aos acoplamentos que surgem entre o campo vetorial em (1 + 2)-dimensoes
e o campo escalar, uma infinidade de efeitos adicionais interessantes podem surgir.
Se o campo escalar nao for adequado para descrever um sistema fisico, ele pode ser
definido como zero.

Devemos observar ainda que a reducao dimensional também deve ser aplicada
aos campos de fundo que controlam a violagao da simetria e ao simbolo de Levi-
Civita. Em particular, os operadores citados transformam-se da seguinte forma:

(kar)®3(t,x®) = (kap)"(t,x?), (2.105a)
(kar)®(t,x®) = kap(t,x?), (2.105D)
(Bar)azs(t,xP) = (kap).(t, x?), (2.105¢)
(kap)s(t,x) = —kap(t,x?), (2.105d)

eM3 oy (2.105¢)
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onde e representa o simbolo de Levi-Civita em (1 + 2)-dimensoes. Correspondén-
cias analogas podem ser estabelecidas para o tensor (kr)*”2?. Embora os coeficientes
acima tenham sido escritos como fungoes das coordenadas do espago-tempo, nao
consideraremos tais dependéncias para evitar que a invariancia de translacao da
teoria planar seja perdida. Isso acarretaria a violagao da conservacao do tensor
energia-momento.

Como mencionamos, voltaremos a tratar desta técnica no capitulo 4, onde
iremos aplica-la ao setor eletromagnético nao-minimo do MPE. La veremos na pra-
tica como a densidade de Lagrange em (1 + 3)-dimensoes tem sua dimensionalidade
reduzida.

2.3.2 Cinematica Classica: uma breve revisao

Estudar a cinemética de uma particula pontual no regime relativistico nos
fornece informagcoes preciosas sobre como a particula propaga-se, isto é, conhecere-
mos a geodésica que a particula descreverd. O estudo de Lagrangeanas relativisticas
inicia-se com os trabalhos de Plank em 1906 [173], onde ele estudou uma particula
relativistica livre. Trabalhos como os de Einstein sobre geodésicas [174] e o estudo
dos efeitos do spin nas trajetorias obtidos por Frenkel [175], sdo exemplos que esti-
mulam o estudo das Lagrangeanas relativisticas de uma particula pontual. Devido a
sua grande importancia, o estudo da cinematica classica tornou-se fundamental nao
s6 em pesquisas como também nos cursos basicos. Uma série de aplicagoes podem
ser encontradas nos livros-textos [176, 177, 178, 179], onde sao apresentados estudos
sobre o movimento do centro de massa de um corpo macroscopico relativistico,
a propagacao de particulas relativisticas em espagos-tempos de varias naturezas,
a interacao entre particulas e campos eletromagnéticos e gravitacionais, analises
de espalhamentos relativisticos e obtencao de geodésicas. Esses sao apenas alguns
exemplos onde a cinematica classica-relativistica tem um papel muito importante.

Temos como objetivo compreender como uma particula pontual de massa m
e 4-velocidade u* propaga-se no espago-tempo de Minkowski na presenca de campos
de fundo constantes. Estes campos de fundo sao responsaveis por controlar a violagao
da simetria de Lorentz. O nosso ponto de partida para encontrar a Lagrangeana
Classica que descreve tais sistemas é a equacao de dispersao do setor fermionico
do MPE. O conhecimento da equagao de dispersao (2.75) é um ingrediente muito
importante, pois a validade do limite classico sera estabelecida garantindo que o
momento candnico da particula classica satisfaga a relagao de dispersao da teoria
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Figura 7 — A figura a esquerda corresponde a uma onda plana propagando-se com
vetor de onda k, enquanto que na figura a direita a particula classica
propaga-se com velocidade u. Em ambos os casos, a particula propaga-se
em um campo de fundo constante.

de campos. Portanto, o que desejamos em suma ¢ estabelecer a existéncia de uma
descrigao para uma particula pontual a partir do setor fermiénico do MPE. Essa
conexao pode ser feita de maneira indireta, uma vez que conhecemos muito bem as
propriedades do setor fermionico. A forma mais consistente de relacionar os cenarios
em questao é impondo que a velocidade de grupo obtida através das relagoes de
dispersao do campo fermidnico seja igual a 3-velocidade da particula classica. Por
fim, para que a nossa Lagrangeana Classica descreva um sistema fisico que nao
dependa da trajetéria, isto ¢é, seja independente da parametrizacao escolhida, a
mesma nao pode depender explicitamente do pardmetro. Além disso, para que
a acao seja reparametrizavel, L precisa ser uma fun¢ao homogénea de grau um.
Invocando o teorema de Euler para funcdes homogéneas'®, podemos restringir ainda
mais as possibilidades para a forma que a Lagrangeana procurada pode assumir.
Na equacao (2.106), apresentamos as cinco equagdes que precisam ser satisfeitas

para que possamos obter as Lagrangeanas Cléassicas para uma particula pontual
[65]:

09Po oL

— 12 —_
) L - puu ) pu auu

R(p) =0, uw=—u : (2.106)

15 Apresentaremos uma demonstragio para este teorema no capitulo 5.
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onde p, ¢ interpretado como o momento canoénico da particula classica. Vemos
assim que a equagao de dispersao R (p), a relagdo entre a velocidade de grupo e a
3-velocidade e a forma genérica para a Lagrangeana Cléassica formam um sistema
de equagoes nao-lineare nas variaveis u e L. Logo, é possivel manipular estas cinco
equagoes de modo a obter um polinémio em L, cuja forma genérica é:

N
P (L;ut,m, k) = Z cn (U, m, k) L™ = 0. (2.107)
n=0

Vemos que esse polindomio depende apenas dos coeficientes de controle, representados
acima por k,, da varidvel L e das componentes da 4-velocidade. Consequentemente,
devemos manipular as equagoes (2.106) de modo a eliminar todas as componentes
do 4-momento.

Vamos aplicar esta técnica ao caso mais simples: uma particula livre. A
equacao de dispersao para um férmion livre é mostrada a seguir:

R (p) = pun®"p, —m* = 0. (2.108)
Derivando a equagao acima implicitamente com respeito a variavel p;, obtemos:
Op,,
10", = 0. (2.109)
apj

Usando agora a condicao entre a velocidade de grupo e a 3-velocidade, encontramos:

Ipo 0 op;
0=—n"p, + 7" Dy, (2.110a)
Ip; Ip;
uj Ov i
0= o Py + 051" pu, (2.110b)
_ U] (1% JU
0= —o +n7" | po. (2.110c)
Contraindo a equagao acima com p;, chegamos ao resultado:
—=5 1" Dy + pn" Py = 0. (2.111)
O teorema de Euler nos fornece a seguinte identidade: L 4+ pou® = —p;u’. Substi-
tuindo esta relagao, temos que
L A
0= Eno“py + pon™ pu + P17 Doy (2.112a)
L v 17
0= @7]0 DPv +p,u7]“ Dv, (2112b>

0= Ln"p, + m*u’, (2.112¢)
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onde usamos a equacao de dispersao (2.108). Derivando agora a equagao de dispersao
implicitamente com relagdo a py, obtemos o seguinte resultado

dpo Pj
0 = Z20"p, + 5 L0p, = 0,
dpo Ipo
Ov uO Jv
Py = 0 P (2.113)

Esta identidade nos permite reescrever a equagao (2.112¢) da seguinte forma
Lyp, + m*u = 0. (2.114)

Somando as equagoes (2.112¢) e (2.114), obtemos a expressao covariante abaixo
L p, +m?ut = 0. (2.115)

Contraindo agora o resultado acima com a 4-velocidade u, e usando novamente a
relacao L = —p,u", obtemos

L? — m*ufu, = 0. (2.116)

A equacao acima é um polinémio de grau dois na variavel L, cujas raizes sao
mostradas a seguir
L = Fm,/uru,. (2.117)

O resultado acima descreve uma particula pontual relativistica de massa m
propagando-se livremente no espago-tempo de Minkowski. O sinal negativo des-
creve a propagacao de particulas, enquanto que o sinal positivo corresponde as
antiparticulas. E fécil perceber que a Lagrangeana acima é uma funcio homogénea
de grau um na 4-velocidade, como deveria ser. E possivel constatar também que o
momento canonico da particula classica satisfaz a relacao de dispersao apresentada
na equagao (2.108).

Podemos agora tratar um caso de uma particula massiva propagando-se em
um campo de fundo uniforme. Supondo que forma geral da relagdo de dispersao
seja quadratica em p,, isto &,

Rp)=@+k) Q- (p+k)—p (2.118)

onde k, representa um campo de fundo vetorial genérico, p > 0 é um escalar que
faz o papel de uma massa efetiva e Q2 é um tensor de rank-2 que desempenha a
funcao de uma métrica efetiva. No limite em o campo de fundo anula-se, temos
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que k, — 0, Q" — n* e u — m. Para o caso em questao, a Lagrangeana Classica
possui a seguinte forma [65]:

L(uyp,k, Q) =—puvVu- Q- u+k-u. (2.119)

A relacdo de dispersdo que corresponde a antiparticula da origem a solugao
L = (u;—p, k,Q). O caso genérico acima tem conexao com os operadores de
spin degenerados a,, e, e f,, cuja equacao de dispersao possui exatamente a forma
apresentada na equagao (2.118). Sendo assim, podemos usar a expressao (2.119)
diretamente. O resultado obtido é mostrado a seguir [65]:

LZﬁMW+1Rkﬁ%@%ﬁ+ﬂ—@MfMV+ﬂﬂﬁ&4OUWH

A
—&-u—l—i[(1—f2)(m—e-a)—(e-f)(f-a)]e-u
by Nm—cay-(1-) (0] fu, (2.120)
onde
i [(1= ) m=c-a =2 () m—ec-a
+ (1—62) (f~a)2}%, (2.121)
A=(1=e)(1=F) = (e ) (2.122)

O caso envolvendo os operadores de spin nao-degenerados torna-se bastante
complicado uma vez que a equacao de dispersao nao é mais quadratica nos momentos.
Como exemplo, vamos considerar a configuracao em que o tinico operador nao-nulo
é b". A equacao de dispersao para este caso é dada por:

0= (—p* + 0 +m?) —4(b-p)* + 46" (2.123)
Usando o mapeamento apresentado na equagao (2.106), encontramos o seguinte
polinémio:
b — (b-u) + (L+ mVa) | x (B — (b-u)® + (L — mVa2) | x
x [0 (b w)? + BPL — m? (b-w)?] =0, (2.124)

Resolvendo esta equagao de oitavo grau na variavel L, obtemos as solugoes [65]:

L=—mVu2T\/(b-u)® —b2u2, (2.125)
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Mapeamento Relagoes de Dispersao Lagrangeanas
H,, < md, p*—m®=~ ﬂ:2\/pﬁ2p L(u;m, H) = —m\u2 T VuH?u
p? — m? ~ +£2m/pd?p L (u;m,d) = —mvu? F mvud?u

(
b+ —mA, p*—m’~ im\/(b p)? —b2p? L (u;m,b) = —mvu2 F \/(b -u)® — b2u?
PP —m?r£2my/(A-p)® — A2 L(u;m, A) = —mvu2 Fmy/(A-u)® — A2u?
L(
L(

wym,a) = —mvu? —a-u
u;m,e) & —mvu?+me-u

2 2
a, < —me, p°—m°=2a-p
p? —m?~ —2me-p

Tabela 2 — Na tabela acima compilamos alguns resultados perturbativos calculados
na referéncia [67] e a correspondéncia existente entre algumas dessas
solugoes. Voltaremos a este mapeamento no capitulo 5, onde iremos
generaliza-los para o caso nao-minimo. Ressaltamos ainda a utilizacao
da definicdo para a componente axial do tensor ¢*%, ou seja, A, =
—%%ngaﬁ”. Outra caracteristica notéria presente na tabela acima
reside na semelhanca entre as estruturas das relagoes de dispersao e as
Lagrangeanas Classicas em primeira ordem. Veremos no capitulo 5 que
é possivel propor um mapeamento direto entre as relagoes de dispersao
perturbativas e as Lagrangeanas Classicas em primeira ordem.

onde o sinal (—) em frente a raiz corresponde a particulas de spin-up e o sinal
(+) descreve particulas de spin-down; para m — —m, obtemos as solugoes para as
antiparticulas. Existem na literatura muitos trabalhos com a finalidade de mapear
as solugoes da equacao de dispersao do setor fermionico minimo do MPE em suas
Lagrangeanas Cléssicas correspondentes [66, 68, 180]. Os resultados em primeira
ordem dispostos na tabela 2 foram obtidos em [67]. Solugoes perturbativas para o
setor fermi6nico ndo-minimo do MPE foram obtidas em [73, 181]. Nestes trabalhos
uma técnica conhecida como bases de Grobner foi utilizada para resolver o sistema
de equagoes nao-linear (2.106-2.107).

E importante destacar aqui os estudos mostrando a conexao entre as Lagran-
geanas Classicas do MPE e a geometria de Finsler [71, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 181].
Para compreender melhor como essa conexao ¢é estabelecida, precisamos entender
do que se trata a geometria de Finsler. Essa geometria caracteriza-se por ser menos
restritiva que a geometria de Riemann [182, 183], isto é, o funcional F' necessério
para medir a distancia entre dois pontos nao precisa assumir uma forma quadratica
[70, 184, 185]. Sabemos que na geometria de Riemann a distancia entre dois pontos
é calculada a partir do funcional

ds? = F (2", a"da'. . da"), (2.126)
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que, por hipdtese, deve ser uma forma diferencial quadratica. Isto nos fornece a
seguinte restricao:

F (:Bl Catdat d:v”) = g;;dr'da’. (2.127)

A geometria de Finsler, por outro lado, ndo obedece tal restricdo. Antes de apresentar
um exemplo simples, vamos definir precisamente o que é uma métrica de Finsler.

Definicao 1 (Métrica de Finsler) Seja M uma variedade. Uma métrica de
Finsler' em M ¢é uma funcio F : T,M — R que satisfaz as sequintes propri-
edades:

1. F é€C> em T, M\ {0}

2. Para qualquer x € M, F (x,\y) = AF (z,y) VA > 0.

3. O Hessiano

0? 1
;= ———— F2>, 2.128
Jij Oyt oyd (2 ( )
€ positivo-definido em todos os pontos de T, M\ {0}. O objeto g;; € identificado
como a métrica de Finsler.

Uma vez que definimos os ingredientes necessarios para se identificar e
calcular uma métrica de Finsler, vamos agora apresentar o exemplo do espago de
Randers [72]. Seja M uma variedade n-dimensional. Uma estrutura de Randers em
T, M possui a seguinte forma:

F(z,y) = \Jrij (2) y'yd +a; () y'. (2.129)

Na equagdo acima r;; (x) corresponde as componentes da métrica de Riemann'” e

a; (z) sdo as componentes de uma 1-forma. Ambos os objetos vivem em T, M. A
métrica g;; (x) pode ser calculada a partir da estrutura de Finsler F' (z,y) através
da equagao (2.128), a saber:

05 = (ry = &) + (& +a) (& +ay) (2.130)

16 Um espaco de Finsler ¢ definido pelo par (M, F), onde M designa a variedade e F corresponde
a estrutura de Finsler em M.

17" A métrica de Riemann 7;; (z) que aparece na estrutura de Finsler é responsdvel pela medigio
de comprimento de vetores e dngulos entre vetores no espago tangente em um ponto particular.
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Figura 8 — Representagao pictérica de dois espacos de Finsler onde podemos notar
as diregoes privilegiadas.

onde definimos

a = \/riy; (x) yiyd, (2.131)

Ty’

& = 0 (2.132)
Vemos, a partir do resultado (2.130), que a métrica de Finsler para o exemplo em
questdo nao obedece a estrutura quadratica apresentada em (2.127). O exemplo
acima nao foi escolhido por acaso. Observando a forma genérica da Lagrangeana
Classica (2.119), vemos que ela possui a mesma estrutura do funcional (2.129).
Neste exemplo em particular, observamos uma clara conexao entre as Lagrangeanas
obtidas a partir do setor fermidénico do MPE e as estruturas de Finsler. Outro
fato importante a destacar é que a 1-forma a; introduz uma assimetria na métrica
(2.130). Isso acontece gracas a diregao privilegiada controlada pela 1-forma. Esse
fato em particular torna as estruturas de Finsler muito importantes no contexto
da violacao da simetria de Lorentz, pois elas permitem-nos introduzir dire¢oes
privilegiadas de uma maneira natural na propria estrutura geométrica. Na Figura
8 apresentamos duas representacoes pictoricas de estruturas de Finsler onde a
dependéncia com a direcao é explicita.

Muitas aplicagoes em Fisica, Biologia e Quimica, tais como éptica geomé-
trica em meios anisotrépicos, mecanica dissipativa, Termodindmica, aplicagbes em
Ecologia dos corais e muitos outros exemplos podem ser consultados nas referén-
cias [184, 185, 186]. Dentre as diversas aplicagdes, gostariamos de destacar aqui
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Figura 9 — Na figura acima vemos o esboco da trajetéria descrita pelo peixe a fim
de alcancar o ponto na superficie da agua no menor tempo. Figura
extraida da referéncia [187].

o famoso “Shen’s fishpond” [187]. No exemplo em questdao temos um tanque de
peixes cilindrico que esta girando em torno do eixo central com velocidade v. Os
peixes que se encontram dentro deste tanque veem o alimento pendurado préximo
a superficie da 4gua em um ponto P de coordenadas (x,, ¥y, 2,). Cada peixe tem
que descobrir o caminho de menor tempo para chegar ao alimento. O caminho de
menor tempo neste caso é o caminho mais curto da métrica Randers, vide Figura 9.

Neste exemplo, a estrutura de Finsler que caracteriza o problema possui a
seguinte forma:

F=a-+0, (2.133a)
2
—yu + 2v)” + (u? + 02 + w?) (1 — 2?2 — y?
5= Yyuray) 1(—352—312 )( ), (2.133D)
~ —Yyu + xv

onde u, v, w correspondem as velocidades nas direcoes Z, § e Z, respectivamente.
A equacao da geodésica obtida a partir dessa estrutura é caracterizada a seguir:

A%zt
dt?

+2G" =0, (2.134)

onde os coeficientes da geodésica G* sdo:

2 4 .2 4 g2 _
G = Al j‘UQj‘U; ) y(mi—i_zyi) 2 -F, (2.135a)
2(1—22—y?) 1—a%2—y
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y(u?+v*+w?)  z(ru+yv) —u
G? = — — F 2.135b
2(1— 22 —1y?) 1—a2—9y2 77 ( )

G? =0. (2.135¢)

Resolver a equagao (2.134) para encontrar explicitamente a forma da geodésica
nao é tarefa simples, sendo necessario usar métodos computacionais.

2.3.3 Cinematica Classica: o setor fermidonico nao-minimo

Outra tarefa muito importante, e até o momento inacabada, consiste em
mapear as solugoes da equacao de dispersao do setor fermidonico ndo-minimo do
MPE. Esta tarefa é bastante desafiadora, ja que a estrutura desse setor envolve um
nimero muito grande de momentos contraidos aos coeficientes de controle, vide
subsec¢ao 2.2.2. Os métodos tradicionais apresentados até o momento mostram-se
bastante ineficazes para obter tais solugoes. Isso deve-se principalmente ao fato do
grau do polindémio (2.107) depender da dimensao de massa do operador considerado.
De fato, o grau do polinémio satisfaz a inequacdo N < (4d — 12) (4d — 13) [65].

Com o intuito de contornar as dificuldades encontradas ao tentar resolver o
sistema de equagoes nao-lineares (2.106), Edwards e Kostelecky desenvolveram um
algoritmo capaz de obter as solugoes classicas de maneira perturbativa ordem a
ordem [80]. Essa técnica baseia-se, assim como nos casos anteriores, em encontrar
um polindémio na variavel L. No entanto, para o caso nao-minimo, os coeficientes
do polinémio (2.107) passam a depender também do 4-momento. O primeiro passo
do algoritmo consiste em expandir o polindmio encontrado em ordem zero nos
coeficientes que controlam a violagdo da simetria de Lorentz. Dessa forma, obtemos

a Lagrangeana de ordem zero, ou seja, Ly = —mVu?. A seguir, calculamos o
momento de ordem zero, isto ¢, (py), = —9Lo/du*. Uma vez calculado o momento

(po) N devemos substitui-lo no polindémio original. Feito isso, o segundo passo
consiste em expandir o polinémio até primeira ordem nos coeficientes de controle.
Apés a expansao, resolvemos o polinémio resultante e obtemos a Lagrangeana de
primeira ordem L; e, consequentemente, o 4-momento (p;) .- Procedendo desta
maneira interativa, somos capazes de calcular a Lagrangeana de ordem n. Este
método foi aplicado para campos escalares [80] e para o setor fermidnico de spin
nao-degenerados [188] com sucesso. Aplicaremos este algoritmo no final do capitulo
5 aos operadores que quebram a degenerescéncia de spin.

Para entender melhor como o algoritmo que acabamos de descrever funciona
na prética, vamos estudar o caso nao-minimo @* = a®*p,p,. A equacio de
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dispersao modificada é mostrada a seguir
R(p)=@—a)-n (p—a-m*=0. (2.136)

Inicialmente, devemos encontrar o polinébmio que L satisfaz. Para tanto, iremos
proceder como nos casos tratados anteriormente. Derivando a equacgao de dispersao
implicitamente com respeito a p;, obtemos:

0 .
P00 (p — a)

(3])1 : N 8du
+——n"({p—a),— 0"
op; ( )

5 — (p—a),=0. (2.137)
8pj 8}9]

Usando a relacao entre a velocidade de grupo e a 3-velocidade na equagao (2.137)
e multiplicando-a por p;, temos

U’] v ~ i A a& v A

—pj—n" (p—a), + pn™ (p — a), — pi5 0" (p — @), = 0. (2.138)

u 8pj
Levando em consideracao que a®**p,p, é uma funcdo homogénea de grau dois
na variavel p, obtemos o seguinte resultado

0 p-u
Y (B)ura _ (5)pra % (B)ulo
Pigp MO Pype = 2 (a "pupa — = 5ra pa) : (2.139)
Substituindo este resultado na equagao (2.138) juntamente com a identidade
L + pou’ = —p;u?, encontramos
L +p0u0 v A~ w A~
0= TUO (p—a), +pn" (p—a),
_ 9 (q®may, P Y 6)uoa (p—a)” (2.140)
a Puba = = 5-a Pa ) M (p— )" :

Simplificando o resultado acima, obtemos

L v ~ v A A ANV
0:@770 (p—a),+@@—a),n"p-a),—amn, p—a)

p U [6% ANV
+ QFa(E’)“O Pall (p—a)" . (2.141)
Usando agora as identidades (p — a)-n-(p —a) = m* e L = —p- u, e simplificando
um pouco mais os resultados, temos

0=1L (po - &0> +u®m? — % - (p — &) — 2La®%p, (p — a, - (2.142)

Isolando 4, obtemos

(p() _ &0) _ 2a(5)0uo¢pa <p _ &)H

0
=L
! m?* —a-(p—a)

(2.143)
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Derivando agora a equacao de dispersao com respeito a py e procedendo de maneira
totalmente andloga, encontramos o seguinte resultado:

(p —a’) — 2aB)irap (p — &)N

w=—L
m?*—a-(p—a)

(2.144)

Juntando os resultados (2.143) e (2.144), finalmente encontramos a seguinte equagao
covariante
(p—a)" — 2a®"p, (p — a),

ut = —L
m? —a-(p—a)

(2.145)

Podemos agora contrair a equacao acima com a 4-velocidade w,. Fazendo isso,

obtemos

2 _L—L —u-d— 2a®mey,p, (p — a)

2 2.146
m? —a-(p—a) (2.146)

Podemos reescrever a equacao acima de modo a explicitar o polinémio na variavel
L, isto é,

L? = L|—u-a—2a""u,p, (p — &)V} — u? [mZ —a-(p— &)} =0. (2.147)

Como podemos observar, os coeficientes do polinémio acima ainda dependem dos
4-momentos. Sendo assim, nao podemos obter as Lagrangeanas Classicas a partir
desta equacao, pois elas ainda terao uma dependéncia em p,,. Porém, podemos usa-la
para obter solugoes perturbativas. Seguindo entao o método interativo apresentado
na referéncia [80], vamos expandir a equagao (2.147) em ordem zero nos coeficientes
de controle. Dessa forma, obtemos a seguinte equagao

L? —u*m? =0, (2.148)
que nos fornece o seguinte resultado
Ly = FmvVu?. (2.149)

O resultado acima corresponde a Lagrangeana Clédssica de uma particula livre. O
4-momento associado a esta Lagrangeana é

muy

(po)“ = :F\/m-

O préximo passo do método interativo consiste em substituir todos os 4-momentos

(2.150)

presentes na equacao (2.147) pela aproximagao de ordem zero, isto é, p, — (po) e
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Procedendo desta forma, obtemos

2
m mu mu
0 = [2—[1 |- Gy g, + 20Oy, —2 [ = — g
[ (W) ¢ Hutt ¢ u#\/p Vu? ¢ y

2
m ro mu A
—U2 [m2 _ (\/F) a(5),u UyUgy, <_\/§ - CL) ] . (2151)
nw

Expandindo o resultado acima em primeira ordem no coeficiente de controle, temos:

2 3
_ 72 m (B)pura .2 2 m B)pra
0=L"+ 1|3 <\/$> a UpUpUe | L —u” |m” + (W) a uuuyua] )
(2.152)
A solugao da equagao acima nos fornece a seguinte Lagrangeana:
m2
Ly = —mvu? — ?a(‘r’)“muuuyua. (2.153)

Podemos continuar fazendo estas iteragoes de modo a obter Lagrangeanas de ordens
mais altas. Este exemplo nos mostra o quao poderoso é este método interativo. No
capitulo 5, voltaremos a estudar com mais detalhes essa técnica.
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CAPITULO 3

EQUACAO DE DISPERSAO DO
SETOR DE NEUTRINOS

Neste capitulo apresentaremos uma técnica bastante engenhosa que nos
permitira obter a equacao de dispersao completa, e totalmente covariante, para o
setor dos neutrinos apresentado na subsecao 2.2.3. Antes, porém, iremos calcular o
propagador geral do setor fermionico do MPE nao-minimo. Este resultado também
serd empregado na construcao das nossas solugoes. Finalmente, estudaremos as
solugoes perturbativas da equacao de dispersao. Ressaltamos que as ferramentas
matematicas necessarias para o desenvolvimento e compreensao deste capitulo
encontram-se no Apéndice A. Os resultados discorridos neste capitulo resultaram
na publicagdo apresentada na Referéncia [189).

3.1 O propagador de Dirac modificado

Antes de proceder com o calculo da equacao de dispersao em si, precisamos
computar um ingrediente muito importante. Ao observar a relagdo de recorréncia
(A.31), apresentada na se¢ao A.3, notamos que serd necessario calcular a matriz
inversa do elemento as\l?)_k N_k Que, como veremos na se¢ao 3.2, possui uma decom-
posigao semelhante aos operadores definidos na equagao (A.5). Constatamos, no
entanto, que o processo para se obter a inversa de matrizes com tal estrutura é
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inteiramente equivalente ao calculo do propagador de um operador de campo na
teoria de Dirac. Dessa forma, estamos interessados em calcular um resultado ainda
mais geral, isto é, obter o propagador para um operador de campo genérico que
contemple todos os acoplamentos discutidos na secao A.1.

Como mencionado, o propagador que estamos interessados em obter esta
diretamente conectado ao inverso do operador de Dirac no espaco dos momentos,
ou seja, DS = SD = 14, onde D denota o operador de Dirac e S refere-se ao
propagador correspondente. Como ¢é sabido, é sempre possivel expressar qualquer
matriz no espago espinorial como uma combinacao linear dos elementos da base
{T'4}, mostrados na equagao (A.1). O propagador S nio foge a essa regra. Sendo
assim, podemos escrever o operador S da seguinte maneira:

s . . . 14
g — i (S(p)]14+i73(p),y5 +V(p)u7#+¢4(p)u75,y#+ 27‘(17);“/0“”) 7 (3.1)

onde A = det(D) e o indice sobrescrito (p) em cada operador refere-se a “propa-

W

gador.” Observe que introduzimos um prefator “i” para seguir as convengoes da
literatura [191]. O denominador A corresponde a equagao de dispersao apresen-
tada na equagao (2.75), amplamente estudada na subse¢ao 2.2.2. A contribuigao
que cada operador fornece ao propagador pode ser calculada usando as relagoes
de ortogonalidade estabelecidas na equagao (A.3). Como resultado, obtemos as

seguintes relagoes:

A

§9 = MDY, PV = ATT(D), VR = TT(5#D ) (3.20)

N A . A
AW = —ZTr(yP# D7), T = 2o D). (3.2b)

As contribui¢oes sdo mostradas explicitamente a seguir

A

S® = —(S —my)(20 — T, T1) — 2P, (3.3a)

PO = (8 —my)2V — T, 7T W)+ 207, (3.3b)
PO =2 [0(p+ V) — T Toyp+ V)7 = (8 = mi) Tt Au + T AP
(3.3¢)

A

Aew — o {@/w L g . mw)%ggn(p +V), + T (p+ 17)V75} ,
(3.3d)
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A A A

T =2 [(s —my T, — 0T 4 VT (Tredr — A7) A,
[T+ V) = (p+ V') (0 + V) — (S - m¢)75%g§n] . (3.3¢)

onde também empregamos a seguinte definigao:

= X 1 ~ ~ ~ ~
T, = T [+ VA - A+ V)] (3.3f)
S - mw
20 = (p+ V)= (S —my)?— A2 —2X — P2, (3.3g)
A 1 =
Tg‘éz = igul/@a( gen) go - (3.3h)

Gostariamos de ressaltar que a solucao obtida para o propagador generaliza
os resultados encontrados na literatura, visto que existiam apenas solugoes para
os operadores de spin-degenerados SeV [113], e para os operadores de spin-nao-
degenerados A e T [55] tratados separadamente. A nossa solugdo contempla todos
os operadores do setor fermionico ndao-minimo do MPE. Ressaltamos ainda que no
limite onde os operadores anulam-se, os resultados encontrados na literatura sao
recuperados. Neste limite temos que

20 =p* —ml, SV =my(pF —m), PV =0, (3.4a)
VO = (p* —mZ)pt, AP =0, TOm =0, A=(p*-m2)’. (3.4b)

Substituindo estes resultados na equacao (3.1), obtemos o seguinte propagador

. i(p + myl
iSlv=0 = w ’ (3.5)
2

que corresponde exatamente ao encontrado na literatura [191].

3.2 Equacao de dispersao modificada

Com todas as ferramentas matematicas apresentadas até o momento, esta-
mos prontos para calcular a equacgao de dispersao para o setor dos neutrinos do
MPE, apresentado com detalhes na subsecao 2.2.3. Iremos considerar desde o inicio
o sistema mais geral possivel, isto é, levaremos em consideracao N neutrinos de
Dirac e N neutrinos de Majorana, ambos modificados por operadores que violam a
simetria de Lorentz. O operador de campo D, no espaco dos momentos corresponde
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a uma matriz de dimenséo (2N x 2N)® (4 x 4) = (8N x 8N), que pode ser expressa
como
D,=lon®@p—-M@1+ Q, (3.6a)

onde
~ ~ ~ ~ —~ 1.
Q=S®]l4+i73®75+V“®7M+A“®757M+57"“’@0#,,. (3.6b)

Aqui, ® representa o produto tensorial entre matrizes no espaco dos sabores, cuja
dimensdo é (2N x 2N), e matrizes no espago espinorial, cuja dimensao é (4 x 4).

Sabemos que a equacao de dispersao é obtida através do determinante do
operador de campo. No entanto, temos uma tarefa bastante complexa, ja que o
operador de campo em questao tem dimensao (8N x 8 N). Para tornar o problema
tratavel do ponto de vista analitico, faremos uso do algoritmo apresentado na secao
A.3. Este resultado se mostrara bastante eficiente no calculo do determinante. Para
aplicar o algoritmo, representado pelas equagoes (A.31) e (A.32), é conveniente
expressar 0 nosso operador de campo na seguinte representacao: (8N x 8N) =
(4 x4)® (2N x 2N). Em outras palavras, o operador de Dirac modificado sera
escrito na forma de uma matriz de dimensao (2N x 2N), onde cada entrada constitui
um bloco de dimensao (4 x 4). Isto posto, a estrutura do operador em questao sera:

Dip ... Dian
D, = : : : (3.7a)
Doy Donon
onde
Di,j = 51‘,;’? — Mi7j]l4 + Qi’j , (37b)
~ ~ ~ ~ ~ 14
Qi = (3]14 +iP~° + Wiy, + .A“’y%# + QTWOW) K (3.7¢)

Z?]

Os indices {i, j} correspondem a indices de sabor, enquanto que os indices espinoriais
foram suprimidos, como de costume.

Com todos os elementos bem definidos, iremos agora estudar o algoritmo
(k)
2%
com k € {0...2N — 1}. Além disso, para cada k, existem outras (2N)? matrizes,

com mais detalhes. O problema em questao consiste em definir as 2N matrizes «

visto que os indices de sabor i, 7 € {1...2N}. Devemos nos lembrar que cada
(k)

uma das matrizes o; ; possui dimensdo (4 x 4). Ressaltamos isso, pois é preciso
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evitar confusao com relagao a dimensao dessas matrizes. Uma vez estabelecido estes
parametros, precisamos agora definir o primeiro elemento da relacao de recorréncia,
isto é, al(-g). Vemos, a partir da equagao (A.31), que a matriz aﬁf}) deve ser igualada
ao elemento (7, j) da matriz em blocos D,. Portanto, para o nosso problema, temos
o seguinte resultado:

oz(o) =D

by i (3.8)
A partir desta identificacao, podemos obter os elementos subsequentes da relacao
de recorréncia. Para k € {0...2N — 2}, construimos um novo conjunto de matrizes
a partir dos elementos {a®}. Designados por {a**1}  esse novo conjunto de

matrizes possui a seguinte estrutura, a saber:
(k+1) (k) (k) (k) -1, (k)
;5 =) = Qion (AN _pan_ 1) QN _kj > ke{0...2N =2}, (3.9)

onde A™! representa a inversa da matriz genérica A. Com este conjunto de 2N ma-
trizes, podemos calcular o determinate da matriz D, através da seguinte expressao:

2N
det Dy =[] det(a,(f,iv_k)) : (3.10)
k=1

Observamos, através da equacao acima, que o calculo do determinante requer apenas
o uso de um subconjunto das (2N )3 matrizes obtidas. Esse subconjunto possui 2N
elementos, o que claramente torna o nosso problema exequivel. Este procedimento
mostra-se muito vantajoso quando comparado com o calculo via “forca bruta”
do determinante. Em virtude da equagao (3.10), o determinante do operador de
campo D, decompde-se em um produto de determinantes, cujas matrizes possuem
uma decomposi¢ao analoga aquela apresentada para o operador de campo do setor
fermionico, vide equagao (2.50) na subsegao 2.2.2. Como consequéncia, podemos
inferir de imediato que cada contribuicdo da equacao (3.10) possuird a mesma
estrutura da equagao de dispersao (2.75).

A seguir, detalhamos os passos necessarios para aplicar este poderoso algo-
ritmo ao setor nao-minimo dos neutrinos. Para simplificar nossa notacgao, introdu-
zimos um operador genérico designado por OX que controla a violagao de Lorentz.
Este operador genérico possui uma estrutura de indice de Lorentz adequada para
cada configuracao, isto é, ele pode representar um dos cinco operadores possiveis:
OX e {S , 75, f/“, .,2\“, 7‘“”}. As etapas a serem seguidas para o algoritmo sao:

1. Definigoes iniciais:
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De acordo com a equagdo (3.8), a primeira etapa da recursdo é representada

(0)

pela definigdo das matrizes «; ;. Estes objetos sao identificados através da

seguinte equacao:

o N A . 1. (0)
o — (5114 L 1P 4 D, + APy, 2TMW> . (311
2y

onde

A

89 = -M,;+8,;, PU=P,, VO=ps,;+Vr

,J 1,J 0

,zlgf)j)u = At 7O _ T (3.11b)

7/7‘7 ? 27‘7

. Calculo da matriz inversa:

A relagao de recorréncia (3.9) requer o resultado da matriz inversa do elemento
ag 1\)f—k,2 ~N_k que, como ja destacado, possui a mesma forma do propagador
obtido na se¢ao 3.1. Com as devidas modificagdes, a matriz inversa procurada

é dada por:

k -1
(O‘gj\)ffk,szg = S‘@x:@;ljvv)fm]v_k ; (3.12a)

ou ainda

i -1 1 /4 A -
(a;@ik,m,{) =20 (S(p)h + PPl 4 PPy 4
(k)

N 1.
JrA(p)u,Y%M + T(p)WUW> . (3.12b)
2 IN—k,2N—k

O denominador que aparece na ultima expressao ¢ dado pelo lado esquerdo

da equagao de dispersao (2.75):

2N—k,2N—k

. Produto entre dois operadores espinoriais:

As matrizes (agj\),_MN_k)*l e agj\),_kvj presentes na equacgao (3.9) podem ser

expressas na base {I''}. Como estudamos na subsecdo A.1, o produto entre
dois operadores espinoriais também pode ser escrito como uma combinagao
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linear dos elementos do conjunto {T'4}, vide equacio (A.1). O resultado desta
operacao, portanto, possui a seguinte formas:

k -1 (g 1 2 2 S
(agj\)/—k,zN—k) a;]\)/—k,j = A® <S]14 +iP + Vi, +

N 12 (k)
+ APy, + =T “”aw> .(3.13)
B2 IN—k,j
Os novos operadores que surgem do produto entre as matrizes sdo represen-
tados com uma barra. A seguir, mostramos a forma explicita destes objetos:

(k)

IN N N N N N N N N 1A N
SN = ($<P>5 ~POP VDY - AV A TO T ) s’
(3.14a)
Py = (18P +1POS — DO A4 AP D ifx(TO AT
(3.14b)
Vvt s = (SPVH 4 VOIS (D) T 4 T Py
H(PW A — APEP) + [((AD AT+ T A A ;’2_“ ,
(3.14c)
A v = (SWAr 4 APHS 4 i(POIDH — D)
+i(A® . T4+ 70 A)u + [*(f;(p) AT +T® A 1})%)5}3_“ 7
(3.14d)

1= y 1 A\ 4 ~ ~ 1 ~,\ X = A
3 2(]’\“[)fk’j _ (2(5(p)7'uv + 7'(1))#1/3) _ 5(73(17)7'/11/ + T(p)/ﬂ/p)

A

. R . A 1 . R A
—%V(p)'u AV + %A(p),u AN AY + 5[*(./4(1)) AV — V(P) /\A)]}w

(k)
2N—k,j

H(T® - T)]) (3.14e)

Estes resultados sao exatamente os mesmos apresentados na equagao (A.9),
como esperado.
4. Produto entre trés operadores espinoriais:

Agora podemos avaliar completamente o produto das trés matrizes espinoriais
que aparecem na equagao (3.9). Usando o mesmo artificio apresentado no
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item anterior, obtemos o seguinte resultado:

1 /2 2
k k 1 (K .
045 2)N k(ng\)f k2N—k) 10‘&1\)/46,3' =AW (814 +iPy° + Vi, +

onde um novo conjunto de operadores, indicados por uma barra dupla, foi
introduzido apenas por simplicidade. Esse conjunto de operadores é expresso
em termos dos parametros originais. Por exemplo, o novo operador vetorial é
dado por

Pl _ (&W+ws+m T+ TV L i(PA — 4P

A

+PMAT A]) (3.16)

Vemos que a estrutura do ultimo resultado é idéntica aquela apresentada na
equagao (3.14c). A diferenga é que os operadores devem ser mapeados de
acordo com a regra: OPX s OX ¢ OX 1 OX. Substituicdes andlogas devem
ser realizadas para obter o restante dos operadores que compoem a equagao
(3.15). E curioso notar a validade geral do mapeamento descrito acima, uma
vez que, se tivéssemos um produto entre quatro ou mais operadores espinoriais,
esta regra geral continuaria valida.

. Etapa recursiva k — k + 1:

Agora que temos todos os ingredientes necessarios, podemos calcular a (k+1)-

(lc

ésima contribuicao do algoritmo (3.9). O termo «; pode ser reescrito como:

k+1 k k k k
Eg )= sz(,j) - ag,z)N—k(agz\)/—k,zN—k) 10‘51& k.5
R R R R R (k+1)
= <8114 +iPy° + Vi, + APy, + 27““’@,,) : (3.17a)
2%
Vemos, portanto, que os operadores que congregam a estrutura da matriz
agﬁ-ﬂ) devem assumir a seguinte forma:
AG+D)X AKX I Zwx

6. Expressando os (k + 1)-coeficientes em termos dos operadores iniciais:
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Usando a relagdo de recorréncia (3.17b), vemos que:

OW* = O — 00", (3.18)
OB* = O — ONY, (3.18b)
O™ — O — O™ (3150
Combinando os resultados acima, obtemos:
OfX = o) Xk: :(5 X (3.18)
1=0

Observamos, portanto, que é possivel expressar todos os coeficientes que
definimos ao longo dos passos anteriores em termos dos operadores iniciais
definidos na equacao (3.11b).

7. Célculo final do determinante:

Todos os resultados anteriores sao empregados para calcular o determinante
de acordo com a equagao (3.10). Dessa forma, a estrutura final da equagao
de dispersao pode ser apresentada da seguinte forma:

N (2N (@N—1) 2N (N1 det( 2N 1))
det D, = [ det(aly ™) = det(af?" ) [] A = — v
k=1 k=2 (A" )
(3.19a)
onde
k
) = 1 a™, (3.19b)
n=0
GEN-D = N2 (N1 (3.19¢)

No resultado apresentado na equagao (3.19a) extraimos o produto de denomi-
nadores A da expressido de modo que o resultado final seja um polindémio
em vez de uma soma de fragoes de polinomios.
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A partir dos passos descritos anteriormente, somos capazes de escrever a
equagao de dispersao det D,, de forma explicita. Como a matriz df{v - que aparece
na equagao (3.19a) tem a mesma decomposigao do operador de campo da teoria de
Dirac para um tunico férmion, vide equagao (2.50), podemos calcular diretamente a
equagao de dispersao total para o setor de neutrinos do MPE nao-minimo com base
nos resultados apresentados na subsecao 2.2.2, em especial o calculo da equagao
de dispersao. Os fatores HgN_Q) que extraimos do determinante em (3.19a) nao
desempenham um papel importante, visto que a equagao de dispersao ¢ dada por
det D, = 0. Assim, os neutrinos sujeitos a qualquer tipo de violagao de Lorentz

parametrizadas pelo MPE nao-minimo, obedecem a seguinte equagao de dispersao:
0=(S2 =T8> =TA)+V2V2 -2V - (S_n+2T ) (S n—2iT,)-V; . (3.20a)

Os novos operadores sao mostrados a seguir

V= (9 A, (3:200)
y 1. ~ 7(@2N-1)
71,{,1/ — {TMV + iTMV} , (320d)
2 1,1
onde
OZ%N_UX _ HgN—m@gN—l)X _ (3.20e)

Uma das coisas mais interessantes a se notar aqui é que a equacao de
dispersao obtida para um sistema composto por N neutrinos de Dirac e N neutrinos
de Majorana, ambos sujeitos a violacdo da simetria de Lorentz, tem uma forma
completamente analoga a equagao de dispersao do setor de férmions representada
pela equagao (2.75). Em geral, os coeficientes que aparecem na equagao de dispersao
(3.20a) sao combinagoes dos operadores iniciais (3.11b) obtidos através de aplicagoes
sucessivas das equagoes (3.14), (3.16) e (3.17b) que, em geral, sdo estruturas bastante
longas e complicadas. Vale ressaltar ainda que a equagao de dispersao (3.20a) é um
polinémio de grau 8N (d — 3) em p,, 0 que torna a solucdo exata desta equacao
uma tarefa impossivel.

A vantagem do resultado apresentado na equagao (3.20a) reside na sua
estrutura covariante que, por sua vez, nao se aplica apenas a um referencial de
observador especifico. Acreditamos ainda que este resultado também possa ser
empregado em um sistema de algebra computacional, uma vez que é possivel evitar
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o calculo do determinante de uma matriz de grandes dimensoes, além, é claro, de
obtermos o resultado final em uma forma covariante.

3.3 Relacbes de dispersao: expansao perturbativa

Como a equagao (3.20a) é, em geral, um polinémio de alto grau na varidvel
Po, € desafiador obter as relacoes de dispersao exatas. Podemos, no entanto, tentar
obter uma expansao perturbativa dessas solu¢oes. A expansao em primeira ordem
nos coeficientes que controlam a violagao da simetria de Lorentz nos permitira
entender a estrutura geral dessas solu¢oes, bem como a sua fenomenologia.

O calculo perturbativo das relagdes de dispersao ¢ feito basicamente retendo
apenas as contribui¢oes de primeira ordem dos coeficientes de controle. Porém,
como vimos na subsegao 2.2.2, alguns coeficientes de controle possuem contribui¢oes
nao-nulas a partir da segunda ordem. Dessa forma, precisamos ter um cuidado
especial com os coeficientes pseudoescalar, pseudovetorial e tensorial. Devemos
lembrar ainda que os operadores Sff;) e f}i(f;)“ exibem partes invariantes de Lorentz.
Sendo assim, é razoavel decompor estes operadores em duas partes, isto é, uma
contribuicao relacionada aos termos invariantes de Lorentz e uma parte que congrega
os coeficientes de controle. Ao fazer isso, nés obtemos a seguinte expansao:

k—1
%) _ »0) 1 A0)
OJ_OJ_ZA (’)-NOOZ]—F(SO . (3.21a)
=0 22N—-1,2N -1
O indice adicional “0” (sem parénteses) denota a parte invariante de Lorentz. De
forma andloga, expandimos genericamente os operadores P Z e .A(k 'T(] M ha
forma
50 _ A0 N~ 1 O x5O
@g,j =00 -y (’) i~ 005 (3.21Db)
=0 A2N7Z,2N l

A notagao ¢ indica que todas as contribuigbes perturbativas estao inclusas. Posteri-
ormente, podemos substituir esses termos pelas expansoes correspondentes. Uma
vez que a equacao de dispersao obtida para os neutrinos possui uma estrutura
analoga aquela obtida para o setor dos férmions, podemos entao aplicar a mesma
técnica usada na subsecao 2.2.2 para obter a forma perturbativa da equacao de
dispersao. Procedendo de maneira inteiramente semelhante, a equagao de dispersao
expandida assume a seguinte forma:

0~ [(SE)%+ 288,888 — (V)2 — 20, - ]
+2 [(S5,)2 = O8))?] (0PE))? — 4092, (3.22a)
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onde a parte que descreve os operadores de spin nao-degenerados é dada por:

() = (0, - 6487 - ;uw <801J>}<5A§,’3-’>2

+2‘§0k;j)>ok‘ T(]; 5.4 0” 5T 57% VOU
{(VDJ,Q — (8] (TH. (3.22b)

Comparando o resultado acima com o obtido na equagao (5.105), vemos que o
ultimo termo do lado direito ndo contribui para o setor fermionico. A expansao
perturbativa da equacao de dispersao pode ainda ser expressa como:

Ak S ek
(VD,z,]) - (S(g,z),j)Q ~ 2 02]58 - QVO(,Z),] ) 6VZ(,])

" 11 4 N N
o639 — L[S - G, p) PR (329)

Enfatizamos novamente que as partes invariantes de Lorentz estao contidas apenas

em VO i e 80 respectivamente. O termo no lado esquerdo da equacao acima é

1%,
um polindmio de ordem 8N na variavel p°. Na auséncia de violacdo de Lorentz, as
relagoes de dispersao padrao para um nimero arbitrario N de sabores parecem

seguir o seguinte padrao

E(gw;\/pz N [9ﬁ+( G2, wefr...2ny, (3.24a)
onde
M = Tr(M?) = Z : (3.24b)
i,j=1

Além disso, o parametro mgf? introduzido, para um dado valor de u, é um polindémio

extremamente complicado dos coeficientes da matriz de massa e, por simplicidade,
chamamos aqui de “massa efetiva”. Para um dado valor de IV, é possivel calcular esta
massa efetiva explicitamente. Devido a complexidade do termo mgff), demonstrar a
validade da equacao (3.24a), no entanto, é um desafio bastante complicado para
um valor N arbitrario.

Levando agora em consideracao as contribui¢ées advindas da violagao da
simetria de Lorentz, a relacao de dispersao em primeira ordem assume a seguinte
forma
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1 A A N .
EW ~ E(U) + 8(12)581(]?) _ V(i’)' . 5Vi(k')
" QNE(S“)(mgé))z{ 050, C0g P05k " O Vg

N 1 A A ~
i\/ (0V5)? = 5 [(80)2 = (V)] (6P(3))? } . (3.25)

onde usamos os operadores definidos através das equagoes (3.21a), (3.21b) e (3.22b).
Ao total existem 8N relagoes de dispersao modificadas, que corresponde ao grau
méximo do polindémio em p°. Aqui vemos como a presenca dos operadores de spin
nao-degenerados dobra o nimero de relagoes de dispersao, como esperado. Além
disso, o operador pseudoescalar também leva a uma duplicacao das solugoes. Tal
resultado nao possui correspondente no setor fermionico, como podemos observar
na equacao (2.81). Iremos explorar a seguir dois casos especiais na tentativa de
esclarecer as estruturas generalizadas que apresentamos até agora.

3.3.1 Primeiro caso: N =1

Apesar da expansao perturbativa da equacao de dispersao possuir uma
estrutura que, entre outras coisas, nos possibilitou compreender como o operador
pesudoescalar quebra a degenerescéncia de spin, ainda assim é uma equacao bastante
complexa. A fim de poder entender melhor esta soluc¢ao, iremos estudar alguns
casos particulares. Comecaremos com N = 1, ou seja, consideraremos uma teoria
onde temos um neutrino de Dirac e um neutrino de Majorana. E razodvel calcular
inicialmente a relacao de dispersao para o caso em que todos os coeficientes que
controlam a violacao da simetria de Lorentz sdo nulos. A equacgao de dispersao
para o caso em questao ¢ um polinomio de quarto grau:

0= (p' — o + )", (3.262)

onde

M = Tr(M?), M= (det M)?. (3.26D)

Resolvendo a equacgao de dispersao para a variavel pgy, obtemos as seguintes solucgoes:

2
EMY = | p2+ ? + (?) — M. (3.27)

Fazendo agora os coeficientes que controlam a violagao da simetria nao-nulos, temos:

1,2 1 5(1,2 ~ (1,2 S
B = B — oy (Sha e Vi £09) + (3.28a)
0
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em que
(Maa + Mbb>Mab‘§ba - (Mfa + MaaMbb - 2Mabea)‘§aa
\/(Mn — My2)? + 4M5 My,

SH = MuypSpa

Y

(3.28b)
" % 2Ma VL — MaaA‘u
2 =P+ Vi Vi : (3.28¢)
\/(Mll — My2)? + 4 M9 Moy
A 1
(6¥)* = 2 2
(Miy 4 Ma2)? (M1 — Mag)? + 4Mio Mo, ]
A ~ 1.~ ~ ~ ~A A 2 ~
X {(Vo BAP = [0 + (80)2] (0A) + 280V - oT - 64
N 2 P 1+ «~ R 2 1)
0y 0T 0T By + 4 [V = (o) (6T)2}1 - (3.284)
Além disso, temos que
R . ) 1 2
A~ A= ATy - Lo (3200
IAvY
T v T+ v e v 1 2 v
TN R T = T - T (3.29)
IAvY
e
4 M9 Mo Moy
So=-My; — — 3.29c¢
’ . p? — Moy ( )
2 2
S p° — MMy — M
Vi = a 3.29d
0 p2 _ M22 p ( )

Os indices de sabor nas equagoes (3.28b) e (3.28¢) devem ser entendidos como uma
soma de Einstein. Note que na equacao (3.28a) dois sinais podem ser escolhidos em
posigoes diferentes, independentemente um do outro. O primeiro sinal é indicado
pelo sufixo (1,2) e aparece nas partes invariantes de Lorentz e de spin-degenerado
da relacao de dispersao. Esta escolha esta diretamente relacionada aos dois sabores
dos neutrinos considerados, isto é, “1” designa o neutrino de Dirac e “2” designa o
neutrino de Majorana. O segundo sinal esta relacionado apenas aos coeficientes
de spin nao-degenerados, que sao incorporados na quantidade ((55/)2. Esta escolha
reflete a quebra da degenerescéncia das solugoes. Feita estas consideragoes, observa-
mos que para N = 1 existem 4 relacgoes de dispersao diferentes. Com a presenga dos
coeficientes de spin nao-degenerados, existem duas relagoes de dispersao distintas
para cada um dos dois neutrinos considerados.
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3.3.2 Segundo caso: S #0, N = %

Iremos agora avaliar um caso simples em que apenas o operador escalar
é nao-nulo. Consideraremos a situacdo em que apenas neutrinos de Dirac estao
presentes. Para isso, devemos usar N = %1, de tal forma que selecionamos apenas
3 ~ . () ~ ~
2 X 5 = 3 sabores na equagao (3.7a). As energias E(o) para o caso em questao sao
as solucoes da seguinte equacao de dispersao

~ 2
(—p° + Msp* — Nsp? + Ms) =0, (3.30a)

onde usamos as seguintes definigoes:

Ms = tr (~M +8)" ~ trM? —2tr (M - ), (3.30b)
Ms = det (M +8)" ~ detM? — 2detM>Tr (M'S), (3.30¢)
. 172
N = |det (—M + 8)]2 tr [(—M +3) 1} : (3.30d)
~~ 3tr {adj (M2>] — 2tr {adj (M2 + M- 5)}
+2tr [adj (M - )], (3.30¢)
em que
miy Mz M3 Su Sz Siz
M= {my myp my|, S=|[S8i Sn» Sul, (3.30f)
M3y M3z 7133 S31 Sz Sa3
e adj é o adjunto, operacao matematica definida a seguir:
adj (A) = C7T. (3.31)

Na equacao acima, C' representa a matriz dos cofatores de uma matriz genérica A,
isto ¢, C; ; = (—i)"™* det A; ;, em que A, ; representa a submatriz obtida da matriz
original A eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna.

Expandindo a relagao de dispersao (3.30a) até primeira ordem, obtemos:

(—p6 + Mt — NP + M + dMsp* — 6Nsp® + 595?5)2 =0, (3.32a)

1 2n+1

Aqui devemos salientar que escolhas para N iguais a um semi inteiro da forma =%, onde
n € N, na verdade nao passa de um artificio matematico que nos permite estudar neutrinos de
Dirac ou neutrinos de Majorana separadamente.
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onde
M=trM2, DM =detM?, N =3tr [adj (MQ)] , (3.32b)
€
M = —2tr (M - 8),  69Ms = —2detMtr (M~'S), (3.32¢)
00Ns = —2tr [adj (M? + M - §)| + 2tr [adj (M - S)|. (3.32d)

Feita todas as observacoes acima, encontramos o seguinte resultado para a relacao
de dispersao:

}593’(3]94(11-) — 5%,5]7@») + (59513

EO ~ B + e : (3.33a)
~ B + ;m%i);ims N ;i;g}f + ; 2&mg 0) (3.33b)
) © Mol

onde usamos -

E{) = \/p2 + ? + m%)eﬁ, i=1,2,3 (3.33¢)
€
Pl = ;fm + ;m%i)eﬁ“a

Mo = —18V/20 + GO (2790 + 20t — 9MIN + A)% (3.33d)
+ (5490 + 4907 — 18000 + 6A)% : (3.33¢)
A = /81972 1 129090° — 54NN — 39M2N2 4 123, (3.33f)

Como podemos observar claramente neste exemplo, a estrutura da massa efetiva
Mt torna-se bastante complexa na medida em que consideramos um valor cada
vez maior para N.

Por fim, porém nao menos importante, devemos ressaltar que os nossos
resultados podem ser utilizados em aplicagdes como oscilagoes de neutrinos. Como
apontado na Referéncia [41], por exemplo, oscilagoes entre sabores podem ocorrer
mesmo na auséncia do termo de massa. Neste caso, os operadores que violam a
simetria de Lorentz e que possuem dimensao de massa podem ser interpretados
como uma “massa efetiva”. Desta forma, ja que a probabilidade de transicao entre
sabores também depende da relacdo de dispersao, nossos resultados podem ser
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utilizados para estimar tais efeitos tanto para a versao minima quanto para a versao
nao-minima do MPE. Além disso, iremos mostrar no capitulo 5 que podemos usar
o resultado geral apresentado na equagao (3.25) para estudar a cinematica classica
dos neutrinos na presenca de background.
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CAPITULO 4

ELETRODINAMICA PLANAR
NAO-MINIMA

Na subsecao 2.3.1 apresentamos uma técnica muito 1til que nos permite
obter eletrodindmicas planares a partir de modelos em (1 + 3)-dimensoes. Vimos
que uma série de trabalhos foram feitos usando como base o MPE-minimo. Neste
capitulo pretendemos aplicar a mesma técnica ao MPE nao-minimo, isto é, iremos
obter um modelo planar estendido que contempla os operadores de dimensao de
massa arbitraria. Estudaremos as principais propriedades deste sistema, tais como:
as equacoes de campo e suas solucoes, o propagador, além das relagoes de dispersao.
Os resultados discorridos neste capitulo resultaram na publicagdo apresentada na
Referéncia [192].

4.1 Reducao dimensional do setor eletromagnético

A densidade de Lagrange que estamos interessados em aplicar a reducao
dimensional foi apresentada na subsecao 2.2.1. Reescrevendo a equagao (2.14) com
a notagao apresentada na subsecao 2.3.1, temos:

1 P A A
Lavy = = Fuo™ + §€M“”Ax(’fAF)RFﬂA -

1 7. \AAGD
1Fwlkr) 2 Fs . (4.1)
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Devemos lembrar que os indices gregos com “chapeu” assumem os valores em
(1 + 3)-dimensoes, por exemplo, i € {0,1,2,3}. Aplicando a técnica de redugao
dimensional tratada na subsegao 2.3.1 a densidade de Lagrange (4.1), obtemos:

—iFwFW > —iFWF“” + ;augbaﬂgb, (4.2a)
1 2 \ARALD 1 T\ 7 \A
_ZF&J\(k?F) M Fop —ZFH,\(k‘F) M Fu — O0xp(ky)™ 0,0
+ Fua(kor) ™ 0,6 | (4.2b)
;giﬁﬂmﬁ(m)wﬂﬁ s 8 A, (b)) — ;eAWAA(l%AF)FW
— " (kap) w0, Ay (4.2¢)

onde definimos os operadores (ky)™ = (kp)™ e (kop)™* = (kp)™3. Todos
os campos e operadores do lado direito da equacao acima pertencem agora a
(1 4+ 2)-dimensoes. O tensor de rank-3 (l%d,p)”’\“ obedece a seguinte propriedade de
antissimetria: (kyp)™* = —(kgp)*. Tal propriedade foi herdada das simetrias
originais do tensor (k). Ademais, (kyp)™* também satisfaz uma identidade
tipo Bianchi, a saber:

(ko)™ + (kor )" + (kyr) ™™ = 0. (4.3)

O tensor de rank-2 (l%d,)”‘“ também possui uma simetria residual herdada do tensor
(kp)™™_ Como podemos observar através da propria definigao, o tensor (k)™ &
simétrico quando efetuamos a troca de indices xk <> u. Vale ressaltar ainda que
apenas o termo CPT-par em (1 + 3)-dimensbes gera uma contribuigdo escalar
modificada.

A densidade de Lagrange em (1 + 2)-dimensbes obtida apés a redugao
dimensional possui a estrutura:

1 1 1 .
'C(1+2) = _Z ;U/FMV + §8u¢8u¢ - igkuyAk(ijF)Fuu

1 A A
- ZFHA(kF)’{)\MVFMV - H¢(k¢)ﬁﬂ u¢

L g [Qg(];AF)HaHA,, — AV(/%AF)naW}
+ FHA(%F)M@W ' #4)

Os dois primeiros termos da equacao acima descrevem a cinética dos campos
eletromagnético e escalar, respectivamente. O terceiro e o quarto termo sao os
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sucessores diretos dos operadores CPT-impar e CPT-par, nesta ordem, do modelo
em (14 3)-dimensoes. O quinto termo é uma contribuigdo que envolve apenas
o campo escalar modificado por um coeficiente CPT-par. Observamos que esta
contribui¢do tem a estrutura analoga ao coeficiente ¢ presente na teoria do campo
escalar em (1 + n)-dimensodes desenvolvida recentemente no trabalho [80]. Por
outro lado, vemos que modificagdes do tipo a, encontradas no trabalho [80], nao
sao obtidas através da reducdo dimensional. Finalmente, os trés tltimos termos
descrevem acoplamentos entre os campos planares. Os tensores que sdo responsaveis
pelos acoplamentos sdo (kgp )™ e (kap)”.

A estrutura do campo eletromagnético e sua modificagdo em razao da
presenca do tensor (l%p)““” permanecem iguais na teoria planar. As simetrias do
tensor (,I%F)'{)"W, herdada do seu ascendente, permanecem intactas. Levando isso
em consideracao, temos entao 6 operadores independentes que surgem a partir
de (l%F)“A””. Além disso, podemos eliminar o duplo traco do operador (l%p)“)‘“”
através de uma redefinigdo nos campos eletromagnéticos. Por causa disso, podemos

eliminar de antemao esta contribuigao a partir da seguinte definicao:
!
(kp),, =0. (4.5)

Esta condicao estabelece um vinculo entre os coeficientes, reduzindo assim o nimero
de operadores independentes para 5. Podemos escolher (kg)"'0, (kp)0202 ) (kp)0102)

(kp)12 e (kp)?'2 como os operadores independentes.

Em contrapartida, o descendente planar do termo Maxwell-Chern-Simons
possui uma estrutura bastante diferente. Como podemos observar, o campo de
fundo que outrora era um vetor, agora é o operador escalar kiap, cujos coeficientes
de controle poderiam ser interpretados como constantes de acoplamento similares
a massa topoldgica da teoria de Chern-Simons. No MPE-minimo o operador em
questao nao possui diregoes privilegiadas, uma vez que se reduz a uma constante.
Este resultado esta em concordancia com o fato de que s6 existem termos de
Chern-Simons genuinos em espagos-tempo cuja dimensao seja fmpar! [138]. Os
termos genuinos em questao nao necessitam de uma estrutura tensorial adicional
como aqueles construidos em (1 + 3)-dimensées [193, 194], por exemplo. Devemos,

L' Em (1 + 4)-dimensdes, por exemplo, o termo de Chern-Simons possui a seguinte estrutura:

LS ) = P A0, A0 As,

onde e*"P?T é o simbolo de Livi-Civita em 5-dimensoes.Vemos, portanto, que apenas em
-dimensoes é possivel obter uma teoria quadratica no campo de calibre.
14 2)-d 1 obt t drat po d lib
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no entanto, notar que no MPE nao-minimo o operador k4p contém tanto diregoes
privilegiadas quanto 4-derivadas adicionais em sua estrutura. Por fim, o tensor
(l%AF)K possui apenas trés componentes independentes em (1 + 2)-dimensoes e
desempenha o papel de acoplamento entre os campos escalar e eletromagnético.

Sabemos que os campos de fundo originais (lAc AF) © (l%p)"“’\‘“’ sao operadores
definidos através de uma soma infinita de coeficientes de controle convenientemente
contraidos com 4-derivadas. Devemos ainda lembrar que as dimensoes de massa
dos campos planares A*, ¢ e F*” nao sao as mesmas que seus ascendentes em
(1 4 3)-dimensdes. Para o caso planar temos:

=3, W=y [P=3.

A partir destes resultados, podemos inferir as dimensoes de massa dos campos de

(4.6)

fundo, a saber:

kr) =0, |kar]=1, [ko]=0, [kor]=0. (4.7)
Podemos, em principio, manter a notacao ja estabelecida do MPE para os operadores
de dimensao de massa d. Porém, devemos ter em mente que d nao correspondera
mais a dimensao de massa do operador de campo cujo coeficiente de controle
esta contraido. Nao obstante, as dimensoes de massa dos coeficientes de controle
continuam a seguir as mesmas regras dos seus ascendentes. Como iremos trabalhar
ao longo deste capitulo exclusivamente no espaco dos momentos, é conveniente
expressar a decomposi¢ao dos campos de fundo presentes na equagao (4.4) em
funcao do 4-momento, isto é,

A d)\ O1...0g_
(kAF)H = Z ( ,(41;>N e 3)pa1 - Pagy_zy s (4.8&)
d impar
7. \KA\uv d)\kA\pras ...«
(k) Ay Z (k%)) Apvay @D Pay -+ Doy (4.8b)
d par
7 d)\o...o
har = 30 (KSR ™ 9pa, Doy, (4.8¢)
d impar
7\, d)\kpo ..o
(ko)™ = Z (kés )) poa Oy Do (4.8d)
d par
7 K d)\ kAo ..o
(ko)™ = 3 (KSpyeor-aap, o, (4.8¢)
d par

onde p, =i0,. Cada classe de coeficiente de controle tem dimensao de massa 4 — d.
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4.2 Conexao com os campos fisicos

Vamos revisar brevemente os conceitos da eletrodindmica em (1 4 2)-dimensdes
que sdo fundamentais para a compreensao do modelo em desenvolvimento [195].
Sabemos que o campo eletromagnético tem 6 componentes independentes em
(1 + 3)-dimensoes. Tais componentes correspondem as trés componentes do campo
elétrico E e as outras trés estao relacionadas a densidade de fluxo magnético B. Em
contraste, a situacao em (1 + 2)-dimensoes ¢ bastante diferente. Como uma matriz
antissimétrica (3 x 3) admite apenas 3 coeficientes independentes, temos entao
que o campo elétrico em (1 + 2)-dimensoes é simplesmente um vetor com duas
componentes, isto é, E = (E', E?), enquanto que a densidade de fluxo magnético é
descrita por um (pseudo)escalar B. De maneira analoga, o campo deslocamento
elétrico D é um vetor com duas componentes, D = (D!, D?), e o campo magnético
H ¢é simplesmente um escalar. Apesar dessa incompatibilidade de componentes, é
possivel escrever as relagoes constitutivas entre {E, B} e {D, H} como uma matriz

(3 x 3), a saber*:
big R, 1+ ) \B) '

onde 1, é a matriz identidade (2x2). As quantidades correspondentes aos operadores

/%gg, /%%33, /%5335 e /%g% em (1 + 3)-dimensoes sao todas matrizes de dimensao (3 x 3).

. ~(2) o . -
Na teoria planar, no entanto, /15:)}3 ¢ uma matriz simétrica de dimensao (2 x 2) com

. . ~(2) 4 “(2) 4
3 coeficientes independentes, /183 ¢ um vetor coluna com duas componentes, m%}i é

. NOR
um vetor linha com duas componentes e /Q(H}B ¢ um escalar. Estes novos operadores

relacionam-se com os antigos da seguinte forma:

R = —2(kp)*07 | (4.10a)
/%gg = ;apqgm(/% ypars (4.10b)
ﬁ;% = &P(fp)0P (4.10¢)
Fip = —(Fpp)" (4.10d)

onde €9 denota o simbolo de Levi-Civita em duas dimensoes espaciais e T' significa
a operacao de transposicao de um vetor. Os indices espaciais podem assumir apenas

2 vide equagdo (2.20) na subse¢do 2.2.1 para uma melhor compreensio.
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os valores no intervalo {1,2}. Observamos que as trés componentes do operador

72 sunt t d tes d dor 4% dem as ci
DE Jun almente com as duas Componen esS do opera or 'L{DB COI"IGSpOIl €111 as CINco

componentes independentes do tensor kr. O operador /%%3, portanto, nao nos

fornece nada de novo uma vez que a condi¢ao (4.5) deve ser satisfeita, isto é
1
T <&§§g + 2]12%;2,39) — 0. (4.11)

Reescrevendo agora os operadores em fungao dos coeficientes nao-nulos, obtemos

]% 0101 fg 0102
R = -2 (kp)™ (kr) : (4.12a)
(kF)0102 (kF)0202

A2 =2 (E%ﬂom) , (4.12D)

as seguintes relagoes:

/%F)0212
R = —2((kp)12, (kr)™'2), (4.12¢)
A2 = 2(fp)1212 . (4.12d)

Como consequéncia do niimero limitado de coeficientes independentes, podemos
inferir que os fenomenos associados & teoria planar siao bastante restritos. E valido
mencionar ainda que a matriz /%gg pode ser interpretada como um tensor permissi-
vidade que descreve um meio 6ptico com um indice de refracao nao-trivial®>. Outra
observacao importante é que os campos elétrico e magnético podem misturar-se.

: 2 A : ~(2) (2
Essa mistura ¢ consequéncia dos coeficientes App e Rjp.

4.3 Equacoes de campo

Estamos interessados agora em calcular as equagoes de campo a partir da
densidade de Lagrange dada pela equagao (4.4). Sabemos que a teoria em questao
contém altas derivadas e, portanto, as equagoes de Euler-Lagrange devem ser
adaptadas para esse cenario. Para tanto, precisamos aplicar o principio da minima
acao a um funcional S que dependa até a n-ésima derivada de um campo genérico
Y, ou seja,

5S[L) = /d‘*mc (¢, 0,0, 0,00, -, Bpy - Dy, 1) = 0. (4.13)

A dependéncia no momento que aparece no MPE n&o-minimo pode ser usada para descrever
um meio dispersivo.

3
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A equacdo de Euler-Lagrange? obtida nesse processo ¢ mostrada a seguir:

oL oL oL
O‘a¢‘@<m@w>+@@<m@@w>

) oc
e 0 (5 ) o

Podemos usar o resultado acima para calcular as equagoes de campo. Calculando as

derivadas apropriadamente, as equacoes para os campos escalar e eletromagnético
sao mostradas a seguir:

0= 06 — 2(ky) ™ 00t — €™ (kar)nFpuw + (kor)""*0u Fex, (4.15a)
0=0,F" — e"?(kyp)F,, + (kp)*"9,F,,
— 26 (ke ap )0, + 2(kpr )H*8,0,0 | (4.15b)

onde o d’Alembertiano ¢ representado por 1 = 9,0". Se fizermos os coeficientes
que violam a simetria de Lorentz iguais a zero, as equagoes de campo reduzem-se
a equacao padrao para um campo escalar sem massa e as equagoes de Maxwell
homogéneas. A equacao de movimento do campo escalar modificado é composta
por dois termos cinéticos, enquanto que existem trés termos cinéticos para o campo
eletromagnético.

Além disso, vale ressaltar que as equagoes (4.15) s@o equagoes diferenciais
parciais acopladas de pelo menos segunda ordem (que corresponde ao setor minimo).
Derivadas superiores a ordem dois podem aparecer para contribui¢ées no setor
nao-minimo. As solugoes das equagoes de movimento para setor eletromagnético e
para o setor escalar, ambos desacoplados, na presenca de fontes externas serao de-
terminadas posteriormente apds a derivagao das fungoes de Green correspondentes.

As componentes do field strength tensor em duas dimensoes espaciais tém a
seguinte forma:
F%=_F' F9=_-¢9pB. (4.16)
Portanto, vemos novamente que o campo elétrico tem duas componentes, enquanto
que a densidade do fluxo magnético é um (pseudo)escalar. As equagoes de Maxwell
homogéneas sao obtidas através da identidade Bianchi. Em contraste com a configu-
racao em (1 + 3)-dimensdes, hd apenas um tnico conjunto de equagoes de Maxwell
homogéneas dada pela lei de Faraday

€99,F) = —B. (4.17)

Na referéncia [196] temos um tratamento no contexto da mecénica cléssica. Para teorias de
campos com derivadas superiores, indicamos a leitura da referéncia [197].

4
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Agora investigaremos as equagoes de Maxwell homogéneas na presenca
de violagdo da simetria de Lorentz. As equag¢des homogéneas surgem a partir
do resultado apresentado na equagao (4.15b) fazendo os acoplamentos entre os
campos eletromagnético e escalar iguais a zero. Iremos, inicialmente, manter os
acoplamentos diferentes de zero apenas por completeza e, no momento adequado,
faremos eles iguais a zero. A primeira equagdo homogénea é obtida fazendo p = 0
na equagao (4.15b). Isso nos fornece o seguinte resultado:

0=0,F% — % (kap)F,, + (kp)°20,F,, — 2c%°(kar ), 0,0

+ 2(];.¢F)Oygauag¢a
0= —0E" + 2(kap)B + 2(kp) "0, B/ — 2(kp)**?0,B
— 269 (kap):0;¢ + 2(kor )"0 + 2(k ) 8,0, | (4.18a)

onde denotamos com um ponto a derivada temporal. Fazendo agora p = 7 na
equagdo (4.15b), obtemos:

0=0,F" — eiVQ(IAcAF)Fl,Q + (l%F)"UVQGUF,,Q
— 26"k ap),0,0 + 2(kor)™20,0,0,
0=FE"+e9(=0;B + 2(kap) E?) — 2(kp)" [
+ 2(/%F)0“2B + 2(1%F)0jil8lEj — 2(1%F)ij12(9jB
+ 26" [(karp)o0;¢ — (kar);d)
+ 2(kgr) 6 + 2[(kyr)7° = (kyr) 10,6
+ 2(ksr) 00,0 + 2(kyr) 1020 (4.18D)
Aqui, os campos fisicos foram introduzidos através das relagbes mostradas na
equagao (4.16). Devemos observar que o indice ¢ que aparece na equagao (4.18b)
nao esta somado e, quando aparece duas ou mais vezes em um unico termo, nao
devemos interpreté-los como uma soma de Einstein. Da equagao (4.18a), nos
obtemos a lei de Gauss modificada definindo os acoplamentos com o campo escalar

iguais a zero. No espaco dos momentos, a lei de Gauss modificada possui a seguinte
estrutura

0=pE" — 2i(kar)B — 2(kp)" p; 7 + 2(kp)*"*p;B.. (4.19)
Podemos reescrever a equacao acima de uma forma mais conveniente, isto é (para
kar = 0)

0=p D', (4.20a)
0=pE + &2 p, B0 + &ipB (4.20D)
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onde usamos os operadores definidos na equagao (4.12). Esta tltima equagio é
o equivalente a lei de Gauss formulada para o eletromagnetismo modificado em
(1 4 3)-dimensdes [83]. Todos os operadores que violam a simetria de Lorentz devem
ser transformados para o espaco dos momentos. Isso equivale a substituir todas
as 4-derivadas por 4-momentos através da relacao 9, = —ip,, conforme mostrado
nas equagoes (4.8). Além disso, da equacao (4.180) também podemos obter a lei de
Ampere modificada, a saber

0=poE" — e (p; B — 2i(kar)E?) — 2(kp) " po E7
+ 2(kp)"" (o B + p, ') + 2(kr) ¥V p, B
—2(kp)"%p;B. (4.21)
Descartando kap e inserindo as quantidades definidas na equacao (4.12), vemos
que equagao (4.21) assume a seguinte forma
0= poDi — 5ijij
= poB' — p; B + Ry poE’ + R ppoB
Este tltimo resultado é similar a lei de Ampére modificada em (1 + 3)-dimensoes
estabelecida na referéncia [83]. E possivel eliminar o campo magnético da equagao
(4.21) inserindo a lei de Faraday (4.17) reescrita no espa¢o dos momentos, isto é:
ept BJ = pyB. Fazendo isso, obtemos:
0= [E" = 2(kp)"™ E’| p§ + 2i(kar)e " po B’
+ [(1 + 2(]%F)1212)€ijpj + 2p0<ifF>Oi12} gy B
=2 [(kp)" B + (kp)* E7| pop’ (4.23)
E possivel ainda mostrar que a contracio da lei de Ampeére modificada, dada pela

equagao (4.23), com a componente p’ é equivalente a lei de Gauss modificada, dada
pela equagao (4.19), multiplicada pela componente py.

A lei de Ampere modificada também pode ser expressa de uma forma
conveniente em termos de uma matriz, isto é:

0=N®E", (4.24a)
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Nab — |:5ab o 2(]%F)0a0b:| p(Q) + 21(]/{\?,4]7)50‘17]90
+ {(1 + 2(}%F)1212)€ajpj + 2p0<]%F)0a12} gmbym
-9 [(]%F)Oaajéab + (]%F)Ojajéjb} popj . (424b)
Esta equacgao tem solugoes nao-triviais apenas para os valores de py que satisfazem a

condicao det N = 0. Esta condicao corresponde a equacao de dispersao modificada
da teoria. Voltaremos a essa questao mais adiante.

4.4 Funcoes de Green e expansao perturbativa

E sabido que a invaridncia de calibre profbe um tratamento perturbativo
da teoria descrita pela densidade de Lagrange dada pela equagao (4.4). Para um
tratamento perturbativo ser viavel, devemos adicionar um termo de fixacdo de
calibre’. Procedendo desta maneira, definimos uma nova densidade de Lagrange
com um termo extra responsavel por fixar o calibre, ou seja

1
%

onde & representa o parametro de fixagao de calibre. Agora, temos como finalidade

LY ) = Lo (0 A)?, (4.25)

quadrar a densidade de Lagrange E%{ +2)- Realizando algumas integragoes por partes
na densidade de Lagrange, podemos reescrever a equagao (4.25) da seguinte forma:

1 1
Ly = 54" Ogw = 8,0)A4” = 50000
— M AN (kap)0, Ay — Ax(kp)M0,0,A,
+ ¢(]%¢)Huanau¢ + QA)\(]%QﬁF)/\KM&iauQS

+ vt |:¢(]A€AF)/{8/LAZ/ - Au(ffAF)naud)}
1
26

Ressaltamos que para obter a forma quadréatica de alguns termos presentes na

+—A"9,0,AY . (4.26)

equacao anterior, a integracao por partes teve que ser realizada duas vezes. Como

5 Deve-se observar que na presenca de altas derivadas a escolha de uma, condicdo de fixacdo

de calibre apropriada para a quantizacdo nao é trivial (vide, por exemplo, a referéncia [198]
para a extensdo da eletrodindmica de Podolsky). No presente trabalho, j& que ndo estamos
interessados em quantizar explicitamente a eletrodindmica planar encontrada, esse problema
pode ser ignorado.
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de costume, as integrais de superficie resultantes da integracao podem ser negli-
genciadas no espago-tempo de Minkowski. Transformando agora a densidade de
Lagrange quadratica para o espaco dos momentos e reescrevendo-a de uma forma
matricial, obtemos:

1 M U—iv\ (A
LY, = =(4, L ) , 4.27a
T T R
onde M é uma matriz de dimensdo (3 x 3) dada por

2
M, = _p2@#y + Ky +1iLl, — ng#u 5 (4.27b)

e S é um operador escalar definido através da expressao

A A

S=p*—D. (4.27¢)

Usamos também as defini¢goes dos projetores transversal e longitudinal, respectiva-

mente,
O, = Ny — Qu, (4.27d)
Q= 2ol (4.27¢)
p

Ky = 2(kp)unpp™p” (4.28a)
Ly = 2(kar)eusp” (4.28b)
T, = 2(/A€¢F)Wﬁp'{p’8 ; (4.28c¢)
Vi = 2¢ 0 (kar)™p” (4.28d)
B = 2k e (1.25¢)

Por defini¢ao o operador ZW é antissimétrico, enquanto que K uw ¢ simétrico. Agora,
gostariamos de construir as ferramentas necesséarias para o tratamento perturbativo
da teoria planar encontrada. Para tanto, iremos desconsiderar os campos de fundo
(l% ar)" e 12:¢F. Na pratica, isso significa que vamos desligar os acoplamentos entre
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os campos eletromagnético e escalar®. Com a teoria desacoplada, podemos calcular
a funcao de Green tanto para o campo escalar, quanto para o eletromagnético. A
densidade de Lagrange para o campo escalar desacoplado é mostrada a seguir:

1 -
Lo =505, (4.29)

em que o operador S é dado pela equagao (4.27¢). A fungao de Green corresponde
a funcgao inversa do operador escalar S. Invertendo o operador em questao, obtemos

facilmente o propagador
1

Ay=——+, 4.30
¢ 2_ D ( )
onde o operador ﬁ foi definido na equagao (4.286).

Diferentemente do campo escalar, o tratamento do campo eletromagnético
planar é um pouco mais complicado. A densidade de Lagrange desacoplada é
mostrada a seguir:

1 ~
La=SAM"A, . (4.31)

A funcdo de Green corresponde & inversa da matriz M*, cuja dimensao é (3 x 3).
Para calcular a matriz inversa desejada, adaptamos o teorema de Cayley-Hamilton
da &algebra linear para um espacgo pseudo-Euclidiano. Isso nos permite expressar o
resultado final em termos do tensor métrico e de contragdes adequadas da matriz
original M*™ . A funcido de Green resultante é:

1 1 Sro SraB N Srac \ A Y 9
By = 7 {5 112 = NNt — (V%) 0+ V00, | (4.320)

onde o denominador R corresponde a fungao
BIR = (M®,)* — 3(M Mo) (M) + 2M** Mg, M7, . (4.32D)

Na secao 4.5 apresentaremos mais detalhes sobre a adaptacgao feita ao teorema
de Cayley-Hamilton. Vale destacar ainda que é possivel generalizar essa técnica

6 Uma abordagem alternativa consistiria em encontrar uma transformacao unitaria que diago-

nalizasse o operador de campo que aparece na equacio (4.27a). Outra possibilidade, utilizada
na Referéncia [63], consiste em isolar o campo escalar a partir das equagdes de movimento
e, por conseguinte, substitui-lo na equagdo de movimento para o campo de calibre A*. Apds
esta substituicao, faz-se uma expansio até primeira ordem nos campos de fundo. Ao final,
temos como resultado um sistema de equagoes em primeira ordem nos campos de fundo
completamente desacopladas.
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para um espago-tempo de Minkowski em (1 + D)-dimensdes e até mesmo para um
espaco-tempo curvo.

As quantidades tensoriais que aparecem na equagao (4.32a) podem ser
reescritas explicitamente em termos dos projetores apresentados na equagao (4.27d)
e dos operadores tensoriais K, e L,,, isto é:

~ 1 N
M = — (2 + 6) P’ + K°, (4.33a)
~ ~ 1 N A aa N N
M*P Mg, = <2 + €2> pt—2p° K, — L g0 + K’ Kp,, (4.33b)
~ ~ ~ 1 N A aa N N
MO Mg, M, = — <2 + g?’) b+ 3p K, + 3p* (L™ Lgy — K K34)

+3(L% Ky, K7, — L Ly, K7,)

+ KPR K7, — il Lg L7, . (4.33c)

Estes escalares de Lorentz envolvem os operadores K e L em primeira, segunda e
terceira ordem, respectivamente. Por fim, o tensor de rank-2 M,z M p _, que aparece
na estrutura do propagador pode ser reescrito da seguinte forma:

~ ~ 1 ~ ~
MuBMﬁy =pt <®W + §QQW> — 2p2(K +1iL),,
+ (K +iL),3(K +iL)’, . (4.33d)

Com todas as ferramentas desenvolvidas até o momento, podemos agora escrever as
regras de Feynman necessarias para um tratamento perturbativo da eletrodinamica
planar. Essa regras sao dadas por:

q
o *  —=iA4(q), (4.33¢a)
k .
;'\/\/\M/\M.: — 1A;w(k) , (4338b)
. i {[far (0)] o

— e o —[kar (k)] ko) (4.33¢c)

—2[ksr(0)]"* qogs -
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Para o caso limite em que os coeficientes que violam a simetria de Lorentz
sao iguais a zero, devemos fazer algumas observagoes importantes. Neste limite,
iA4 corresponde ao propagador de um campo escalar sem massa. Além disso, iA,,
reproduz o resultado padrao para o propagador do campo eletromagnético para a
nossa escolha do termo de fixacao de calibre:

kp=0 p21 <77uv - (1= f)p;é)y) : (4.6)

kap=0

iA

g

Para o andlogo em (1 + 2)-dimensoes do calibre de 't Hooft-Feynman, isto é £ = 1, 0
segundo termo nao contribui. As convengoes adotadas foram escolhidas de forma que
o propagador possua a mesma estrutura padrao que na teoria em (1 + 3)-dimensoes
no limite em que a violagado de Lorentz anula-se [191].

O 1ltimo ingrediente que compde o propagador ¢ mostrado na equacao
(4.32b). Salientamos que R esté diretamente conectado ao determinante da matriz
M. Sendo assim, a equacao R = 0 deve ser interpretada como a equacgao de
dispersao da eletrodindmica plana modificada. Portanto, as solugoes desta equacao
para a variavel py fornecem as relagoes de dispersao das ondas eletromagnéticas no
plano.

4.5 Propagador em (1 + D)-dimensdes

Nesta secao temos como principal objetivo esbogar tanto a construgao
quanto a generalizacdo do propagador usado na equagao (4.32a). E sabido que
o calculo de matrizes inversas pode ser efetuado de forma sistemética a partir
do teorema de Cayley-Hamilton da algebra linear. Observamos que na literatura
matematica as formulas correspondentes sao geralmente apresentadas para matrizes
quadradas e nao para tensores de rank-2. Muito embora tensores de rank-2 possam
ser representados como matrizes, sabemos que existem diferengas, por exemplo, um
mesmo tensor pode ser escrito em sua forma covariante, contravariante ou mesmo
como um tensor misto. Portanto, o tensor inverso correspondente ird depender da
forma como o tensor original foi escrito. A idéia central é generalizar o teorema de
Cayley-Hamilton para que se leve em consideracao a estrutura tensorial na matriz
que representa o tensor de rank-2.

O teorema de Cayley-Hamilton afirma que toda matriz quadrada satisfaz
sua prépria equagao caracteristica [199, 200, 201, 202]. Seja M uma matriz genérica
de dimensao n x n. A equacgao caracteristica associada a essa matriz é mostrada a
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seguir:

p(A\) =det (A1, — M), (4.7)

onde 1,, é a matriz identidade n xn. O determinante da matriz (A1, — M) resultara
um polindmio de ordem n na variavel A, isto é

pA) =N+ N+ F )+ (4.8)
A partir deste resultado podemos construir um polinémio analogo para M, ou seja
pM)=M"+c M4 M+ ol (4.9)

O teorema de Cayley-Hamilton afirma, portanto, que este polinémio tem como
resultado a matriz nula, ou seja

p(M) =0. (4.10)

Se a matriz M for inversivel, podemos usar a equagao (4.10) para calcu-
lar a sua inversa. Se multiplicarmos a equacdo acima pela matriz inversa M1,
encontramos que

M, M4 el + oM =0, (4.11)

de onde obtemos o seguinte resultado

M7 ==L (M M el (4.12)

Co

A equacdo acima nos fornece o valor da matriz inversa M~! em termos da matriz
original M. Os coeficientes ¢, podem ser obtidos a partir da seguinte expressao

_1)k
Cn—k = ( l{?|) Bk<817 —Sa, 2!537 ceey (_1>k71(k - 1>'Sk)> (413>

onde By, sao os polindmios de Bell. Estes tultimos sao tabelados e os quatro primeiros
elementos sao mostrados a seguir

By=1, (4.14a)
Bl(l’l) =X, (414b)

By(1,12) = 2] + 22, (4.14c)
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Bg(l’l, T, IL‘3) = ZE? + 31‘1{['2 + xIs3 . (414(1)

A partir do resultado acima, constatamos que o polinémio de Bell B, é uma funcao
de k variaveis. Os pardmetros s, que aparecem no argumento dos polinémios de
Bell sao dados por

sk = tr (M"), (4.15)

ou seja, corresponde ao traco da k-ésima poténcia da matriz M. Um resultado
particularmente interessante da equagao (4.13) é obtido quando fazemos k = n,

(="

n!

isto é,

By (51, —89,2!s3,...,(—=1)" 1 (n —1)!s,). (4.16)

Co —

No entanto, da prépria equagao caracteristica, sabemos que o coeficiente ¢y =
(—1)" det M. Sendo assim,

1
det M = EBn(sl, —89,2ls3, ..., (=1)" 1 (n—1)!s,). (4.17)

Vemos, a partir do resultado acima, que é possivel calcular o determinante da
matriz M através do n-ésimo polinémio de Bell. O resultado da matriz inversa
pode entao ser reescrito como

(_1)71—1
det M

Observamos que a equagao acima ¢ escrita em termos de produtos da matriz M e de

M= (MMt e M2 aly). (4.18)

quantidades invariantes tais como o det M e tr (Mk> Notada estas propriedades,
queremos generalizar o resultado apresentado na equagao (4.18) para tensores
de rank-2. Faremos isso no contexto de campos classicos, uma vez que estamos
interessados em calcular propagadores.

Vamos inicialmente considerar um campo vetorial A, em um espago-tempo
de Minkowski em (1 4+ D)-dimensdes, cuja densidade de Lagrange em sua forma
quadratica é dada por

Li=AH"A,, (4.19)

onde H" é um operador tensorial de rank-2 escrito no espaco dos momentos e que
pode conter poténcias arbitrarias de 4-momentos. Os indices de Lorentz variam
de 0 a D e sdo contraidos entre si por meio da métrica de Minkowski (1 + D)-
dimensional e J& sabemos que o propagadorApode ser obtido a partir da inversao
do operador H*. Como o tensor de rank-2 H"” pode ser representado por uma
matriz quadrada de ordem (1 + D) x (1 + D), podemos adaptar os resultados do
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teorema de Cayley-Hamilton levando em consideragao as propriedades tensoriais
do operador H*”. Fazendo isso, obtemos o seguinte resultado

det D HD-k
A,y = ) U S (—1)PHR (4.20a)
R = k!
A = Bi(s1, —52,2!83, ..., (=1 1k —1)!s;.) . (4.20b)

A matriz ”Hﬁy que aparece na equacgao acima deve ser compreendida como a
contracao de k£ matrizes H* de modo que o primeiro indice da primeira matriz e o
segundo da ultima permanegam livres, isto ¢,

HO, =T, (4.21a)
Hy = Hou (4.21b)
He, =HsH,, (4.21¢)

HE, = o H ey .. H* (4.21d)

v

As componentes do tensor Z sao definidas através do tensor métrico inverso:
T =010 (4.21e)

As varidveis s;, sdo agora escritas como s, = (H*)*,, que representa o trago de
um tensor. O denominador R na frente da soma presente na equagao (4.20a)
corresponde ao determinante da matriz H*” e pode ser expresso na forma

_det(n,,)

R = mAD+1 . (422)

O polinémio caracteristico que o operador H satisfaz é mostrado a seguir
p(?—l) =HPT 4 epHP + .+ e H A+ oL = 0, (4.23a)
onde
(1)
k!
Este tultimo resultado é o principal ingrediente usado na demonstragao da férmula
geral da matriz inversa dada pela equagao (4.20).

A (4.23b)

CD—k+1 =
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Vale a pena ressaltar que as formulas acima foram expressas em uma forma
covariante. Assim, esse resultado geral nao perde sua validade para uma teoria
eletromagnética definida em um espaco-tempo curvo. Neste caso, devemos substituir
a metrica de Minkowski 7, pela métrica pseudo-Riemanniana correspondente g,,,
em (1 + D)-dimensoes.

Com a finalidade de mostrar o quao geral é o nosso método, vamos calcular
explicitamente o propagador do seguinte operador em 4 dimensoes, a saber

M N+§G
Hl=| 7 ~ 7, 4.24
[P (—N T+g" S ) (4.24)

onde M é um tensor de rank-2 em 3 dimensoes, N e G sdo tensores de rank-
1 em 3 dimensdes, S é um escalar e os indices assumem os seguintes valores
{a,b} ={0,1,2,3}. O operador H apresentado acima assemelha-se aquele presente
na equagao (4.27a). Aplicando-se o método aqui desenvolvido, obtemos o seguinte
resultado:

1

Aab:ﬁ

[é (1) = 3(H",) (M Hae) + 2H Hau M|

M‘H/—’H

[(HE )P = M Hge] Hap + () H"Ho — HanH”lHlb} . (4.25)
onde
R = i! [(HCC)“ — 6 (HHa) (M) + 3 (K M)
+ 8 (M HaH",) (H')) — 6 (H " HanH" Hac)| (4.26)
e a métrica a ser usada ¢ dada por:
7 = diag (1,—1,—1,1). (4.27)

A métrica 7 possui esta forma, pois temos um campo vetorial e um campo escalar
juntos em uma unica estrutura. Esta também é a justificativa pela qual nao usamos
indices de Lorentz no operador H. O objeto 7 ndo corresponde a métrica do espago-
tempo, é apenas um artificio matematico que precisa ser levado em consideragao
para que os nossos resultados sejam consistentes com a estrutura tensorial do
operador H.

Podemos expandir o operador H e as suas contragoes em termos dos opera-
dores M, S, N e G, a saber:

o~

H = M, + S, (4.28a)

n
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H" Honn = MO Mo + & =2 (N = G) - (N +G), (4.28b)
H'" a1, = MP M, M, + 8 =38 (N = G) - (N +G) (4.28¢)
~3(N=G) - M- (N+3), (4.28d)

além dos tensores

o = ("?"? ~(¥rG) 2 (N-0) S(V+G)- M- (W i@)) ,
~S(N-G) +[(N-6)- M &-(N-0) (N+9)
4.29)
€
Hoan MMy = (C/; g), (4.30)
onde usamos as definigoes
A=M-M-M-M-(N+G)o (N -0
~-N+G)e(N-G) M-§(N+G)e (N-3), (4.31a)
B=-M M- (N+G)-SM- (N+G)+8(N+0)
+(N+G) [(N-0)e (N+7)], (4.31D)
C=(N+G) M-M+S(N-G) M-8 (N-0)
- (N=G)- [N+G) e (N-9)], (4.31c)
D=8-(N-G) M- (N+G)-25(N-G)- (N+3). (4.31d)

Vemos, através deste exemplo, que nosso método é de fato bastante geral.
Podemos ainda observar como os acoplamentos representados pelos operadores Ne
G misturam-se aos operadores M e 8. Este resultado mostra-se bastante util, pois
nos permite compreender o papel desempenhado por estes operadores. Fazendo N
e G iguais a zero, recuperamos os resultados apresentados nas equacdes (4.30) e
(4.32a).

4.6 As relacoes de dispersao modificadas

As relacoes de dispersao tém um papel muito importante na construcao
das solugoes de ondas planas para campos livres. Tais solugoes sao on-shell, isto
é, satisfazem as equacgoes classicas de movimento. Além disso, também devem
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satisfazer as equagoes de dispersao da teoria subjacente. Para o campo escalar,
as relagoes de dispersao sao obtidas através da seguinte equacao de dispersao
p? — D=0 (4.28¢), enquanto que as ondas eletromagnéticas satisfazem R = 0,
onde R é dado pela equagao (4.32). As solugoes dessas equagoes de dispersao em
relagdo a pg correspondem as relacgoes de dispersao dos respectivos setores. Sabemos
ainda que a relacao de dispersdo ¢ uma fun¢ao do momento p = (p', p?), que no
caso planar possui apenas duas componentes.

Iniciaremos o nosso estudo pelo campo escalar. Como o operador nao-minimo
IA% possui um nimero infinito de 4-momentos em sua estrutura, precisariamos indicar
a dimensao d para que fosse possivel obter as relagoes de dispersao. Uma maneira
de evitar tal problema, consiste em obter as relagoes de dispersao de maneira
perturbativa, ou seja, retendo apenas a primeira ordem na violacdo de Lorentz.
Tais solugoes sao obtidas substituindo todos os py adicionais que aparecem na
estrutura do operador lg‘(z, pela relagao de dispersao do campo escalar sem massa,
isto é, wo(p) = |p|. Ao resolver a equagao de dispersao apoés essa modificagao,
obtemos as solugoes em primeira ordem desejadas. Para o caso em questao, as
solugoes de energia positiva sao dadas por

—2k%ipt + U (k
E®(p)= 0P AOO( ) TR (4.32a)
L= 2k¢ po=wo(p)
U(ky) = \/ ARG p')? + (1 = 2k) (p? + 2k p'pd) . (4.32D)

Como podemos observar, existem duas relagoes de dispersao e elas se aproximam
do resultado padrao wpy no limite em que os coeficientes de controle anulam-se.
Devemos lembrar que na situagao nao-perturbativa, onde operadores nao-minimos
sao levados em consideracao, as equacoes de dispersao podem ser polindmios de
ordem maior que dois em pgy. Sendo assim, podem existir mais do que duas relagoes
de dispersao. Vale lembrar que isto também ocorre com os operadores de spin
nao-degenerados. Além disso, é sabido que teorias nao-minimas fornecem relagoes
de dispersao que nao se aproximam do resultado padrao (wg) no limite em que a
violagao de Lorentz anula-se. Essas relagoes de dispersao espurias sao divergentes
nesse limite [55].

O préximo passo € discutir as relacoes de dispersao das ondas eletromagné-
ticas modificadas. Elas serdo calculadas em primeira ordem na violagdo de Lorentz
para os casos /%AF =0e /%F = 0 separadamente. Como a matriz M da teoria
eletromagnética planar dada pela equagao (4.31) possui dimensao (3 x 3), R é
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pelo menos um polinémio de sexto grau na variavel py (para o caso minimo). A
seguir, examinamos as relacoes de dispersao positivas. Inserindo os campos de
fundo explicitamente, o denominador R pode ser reescrito da seguinte forma

2
P2 (1 asn o N 5o
R = ' {2 (K7 Ko — (K°)? = L7 Lga| — p*(0* — K a)}
A
— L Rphys (4.33a)
£
onde
s I v 2 2408 K .
RPhys _ p2 _ (1 + 5(@7)“ uv) K, + K" (kF),mu — 4(kAF)2, (4.33b)

A decomposi¢ao mostrada acima foi derivada inserindo as formas explicitas
de K € lA}W. Usando a condicao definida na equagao (4.5), podemos omitir o
duplo traco do coeficiente kp. E possivel também extrair o pardametro de fixagao de
calibre presente na equagao (4.33a) de modo que as relagdes de dispersao fisicas nao
dependam dele. Além disso, a decomposicao da equacao de dispersao R nos permite
separar duas poténcias p? da expressio restante RP™. Portanto, independentemente
da escolha explicita do campo de fundo, os dois primeiros modos de propagagao
em duas dimensoes espaciais possuem a seguinte forma

w3 (p) = wy . (4.34)

A terceira relagao de dispersao envolve os operadores que violam a simetria de
Lorentz. Para o primeiro caso, simplesmente definimos L,, = 0, de onde obtemos:

+..., (4.35a)

po=wo(P)

1A A
w(3)(p)|k‘AF:0 = \/p2 + 5 [Kaa + T(K)}

T(K) = 2R K50 — (K2 )2 (4.35b)

A

Para o segundo caso, inserimos K, = 0, o que resulta na seguinte solucao:

T (4.36)

po=wo(P)

WO (D) [kpmo = VD2 + 4(kap)?

Antes de interpretar esses resultados, varias observagoes precisam ser feitas.
Em primeiro lugar, ressaltamos novamente que todas as componentes py que estao
contraidas com os coeficientes de controle e que aparecem no lado direito das
equagoes (4.35a) e (4.36) foram substituidas pela rela¢ao de dispersao padrao wy.
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Como ja mencionado, essa técnica nos permite obter as solugdoes em primeira
ordem nos coeficientes de controle. Em segundo lugar, observamos que a relagao
de dispersao (4.35a) tem dependéncia tanto em primeira ordem no operador ke
quanto em ordens superiores, enquanto que a relacao de dispersao (4.36) depende
do operador fiar em ordens superiores a um, ou seja, sua primeira contribuicao na
relacao de dispersao é quadratica. Esta tltima propriedade parece ser caracteristica
de teorias em (1 + 2)-dimensoes, visto que em (1 + 3)-dimensoes o operador kup
contribui em todas as ordens na relagao de dispersao [193, 194].

Observamos também que, como existe apenas uma tnica relacao de dispersao
modificada, ndo ocorre birrefringéncia. Esta propriedade é valida tanto para a

teoria minima’

, como também para a estrutura nao-minima em primeira ordem
nos coeficientes de controle. Por este motivo, deve ser possivel parametrizar a
estrutura tensorial completa do operador kr usando uma versao equivalente do

Ansatz nao-birrefringente apresentado em [203]. Dessa forma, obtemos:

(]%F)Wgo _ 77“9/2”‘7 _ 77“01?5”9 _ 771/9]?;#0 + 77”‘7]2“9 ’ (4.37a)

= (kp) e (4.37b)
onde k" é um tensor de rank-2 simétrico, de traco nulo e com cinco coeficientes
independentes.

E interessante ressaltar ainda que a relacio de dispersdo (4.35a) tem uma
forma andloga a uma das duas relagoes de dispersao obtidas a partir do coeficiente
minimo (kg)"*¢%; conforme Eqs. (16) — (18) na Referéncia [83]. Além disso, a
relagdo de dispersao (4.36) possui a forma exata para a teoria minima. Por fim, as
solucoes de energia negativa encontradas estao relacionadas as positivas através
da inversao do sinal das componentes do momento espacial e do sinal global a
sua frente. Em particular, seja w_(p) a relacdo de dispersiao de energia negativa
associada a relacao de dispersao de energia positiva w, (p). Observamos entao que
a seguinte relagao é verificada: w, (p) = —w_(—p). Esse resultado indica que uma
quantizacao da teoria deve proporcionar fotons que sao suas proprias antiparticulas,
assim como em (1 4 3)-dimensoes. Observe que a situagdo no setor fermidnico é
bastante diferente, e tais correspondéncias nao sao necessariamente validas para
todos os conjuntos de operadores. A explicacao para essa diferenca reside no fato

7 Na Ref. [63] foi mostrado que e a redugdo dimensional do setor eletromagnético CPT-par

minimo nao produz birrefringéncia em qualquer ordem nos coeficientes de controle.
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de que os coeficientes C-impares, que aparecem no setor fermiénico, adquirem um
sinal oposto para antiparticulas [55].

Uma outra caracteristica importante das ondas eletromagnéticas em (1 + 3)-
dimensoes sao seus graus de liberdade. Sabemos que existem dois graus de liberdade
fisicos e dois graus de liberdade nao-fisicos. Os dois primeiros correspondem as
polarizagoes transversais, ja os graus de liberdade nao-fisicos estao relacionados as
polarizagoes escalar e longitudinal. Em (1 + 2)-dimensoes, notamos que os graus de
liberdade nao-fisicos permanecem os mesmos. Além disso, as relagoes de dispersao
associadas a estes graus sao dadas pela equagao (4.34), que por sua vez nao possuem
nenhuma contribuicéo decorrente da violacao da simetria de Lorentz. E sabido ainda
que em (1 + 3)-dimensoes os graus de liberdade nao-fisicos podem ser eliminados
através da lei de Gauss modificada. Para tanto, devemos resolvé-la para uma
das componentes do campo elétrico e entao substituimos o resultado na lei de
Ampere modificada (cf. [36]). A partir do resultado obtido nesse processo, é possivel
identificar as relagoes de dispersao fisicas. Porém, vemos que em (1 + 2)-dimensoes
tal procedimento nao é necessdrio. A matriz N obtida da lei de Ampére modificada,
equagao (4.24), pode ser reescrita como

det(N) = p2RPWS | (4.38)

onde usamos a condicao (4.5). Portanto, vemos que as relagoes de dispersao fisicas
podem ser identificadas diretamente a partir desta equacao. O fato das relagoes de
dispersao nao-fisicas nao serem afetadas pela violagao de Lorentz parece ser uma
propriedade que é valida em geral (cf. apresentado em [87, 90]).

Em duas dimensoes espaciais existe apenas uma unica polarizacao per-
pendicular a uma determinada direcao de propagacao. Portanto, para a teoria
minima, existe apenas uma unica relagao de dispersao fisica. Outras relagoes de
dispersao podem surgir em teorias nao-minimas que incluem derivadas temporais
adicionais. Dessa forma, podemos entao definir duas classes de relagoes de dispersao.
A primeira classe compreende as relagoes de dispersao que podem ser escritas como
pertubacoes da relagao de dispersao padrao. Vemos que as relagoes de dispersao
(4.35a) e (4.36) sao exemplos da primeira classe. A segunda classe envolve as rela-
¢oes de dispersao que nao se aproximam do resultado padrao no limite em que os
coeficientes de controle anulam-se (exemplos em (1 + 3)-dimensoes podem ser vistos
nas Referéncias [94, 95, 53, 54]). Essas relagoes de dispersao as vezes sao chamadas
de espurias ou exoéticas. Em principio, elas ndo sdo necessariamente nao-fisicas,
mas podem estar associadas a fantasmas. Por exemplo, em [95] observou-se que
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tais modos nao se propagam, ou seja, suas velocidades de grupo vao a zero.

4.7 Solucbes das equacoes de campo

Queremos agora resolver as equagoes de campo (4.15). Devido a com-
plexidade existente no tratamento dos acoplamentos entre os campos escalar e
eletromagnético, consideramos apenas a situacao em que estes campos estao desa-
coplados. Calcularemos as solugoes das equagoes (4.15) no limite em que todos os
acoplamentos sao identicamente nulos. Além disso, levaremos em consideracao as
inomogeneidades. Posto as condi¢oes, obtemos as seguintes equagoes de campo:

J(x) = 06 — 2(ky) ™ 00,6, (4.39)
j(x) = OA* 4 ek gp Fyp — (kp) o9, F,, (4.39D)
onde usamos o calibre de Lorentz 0 - A = 0 na segunda equacgao. A inomogeneidade

associada ao campo escalar é j(z). A 3-corrente conservada que se acopla ao campo
eletromagnético é designada por j#(x).

Vamos primeiramente tratar do campo escalar. A solugao geral homogénea
¢é dada pela superposicao de solucoes de ondas planas envolvendo as relagoes de
dispersao modificadas, isto é:

om d?p 1
@) = [ e S g 0@ (4.400)
¢ (x) = a® (p) exp(=ipPz*) + a™* (p) exp(ipPz), (4.40b)

em que a® é a amplitude da onda plana, a*)* denota o complexo conjugado da
amplitude e (p¥*) = (E®) p), onde as relacdes de dispersao usadas estdo reunidas
na equagao (4.32). Observe que todas as relagoes de dispersao E®) devem ser
levadas em consideracao. Relagoes de dispersao espurias podem, em principio, ser
omitidas quando a teoria é restrita ao regime de baixa energia onde estes modos
podem ser negligenciados. A solugdao inomogénea para o campo escalar mostrado na
equagao (4.39a) pode ser escrita como uma integral de contorno no plano complexo
Py, OU seja,

o"(z) = (2;) /C dn / d2p Ay (p)F () exp(—ipaz®) (4.41)

onde usamos a fungdo de Green Ay(p) dada por (4.30), j(p) que corresponde &
transformada de Fourier da inomogeneidade e um contorno apropriado Cg. Ao
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escolher as condi¢oes de contorno retardadas, o contorno circunda todos os pélos
de Ay no sentido anti-horério.

As solugbes para o campo eletromagnético sdo mais complicadas, pois
envolvem os vetores de polarizacdo modificados. As solu¢des homogéneas referentes
a equagao (4.39b) sdo mostradas a seguir:

d?p 1
Ahom () = AW 4.42
)= | e S ) i
(k _ (k - (k) o k)* k) o
A () = el (p) exp(—iplVa®) + eV (p) exp(ipla®) . (4.42b)
Na equacao acima, 5(k) corresponde ao vetor de polarizacao do k-ésimo modo

k) equivale ao complexo conjugado do vetor de polarizacao e

de propagacao, 5(
(p®e) = (w®, p), onde w® denota a k-ésima relacdo de dispersdo. Em primeira
ordem nos coeficientes de controle, w¥) representa as relacées de dispersio (4.35a) e

(4.36). Os vetores de polarizagao 8 ) formam a base das solucdes da equacio (4.39b)
no espaco dos momentos, onde py = w*) e j#(z) = 0 . Esses vetores sdo calculados
mais facilmente para casos particulares, pois sua forma depende das simetrias
residuais do espaco-tempo. No arcabouco da eletrodinamica planar minima, existe

apenas um vetor de polarizagdo associado a tnica relacao de dispersao fisica.

As solugoes inomogéneas da equagao (4.39b) para uma 3-corrente j* ()
conservada, é obtida por meio da funcao de Green A, dada pela equagao (4.32a).
Podemos escrevé-las como uma integral de contorno no plano complexo py assim
como fizemos para o campo escalar. Fazendo isso, obtemos

Apw) = o [ o [ AR W) ep(—inea). (403
7T

onde j# (p) corresponde & transformada de Fourier da 3-corrente. Novamente, C,, é
um contorno apropriado que circunda os poélos fisicos no sentido anti-horério, ja que
as condigbes de contorno retardadas sao escolhidas (cf. [204]). As solugoes fisicas
nao envolvem graus de liberdade nao-fisicos, razao pela qual devem ser construidas
a partir da parte fisica da funcao de Green Agll}ys. Na tentativa de eliminar os
graus de liberdade indesejaveis presentes na equacao (4.32a), podemos decompor o
propagador A, em fungao dos tensores de rank-2 disponiveis em (1 + 2)-dimensoes.
Dessa forma, obtemos o seguinte Ansatz

AMV - 0”7#1/ + /Bpupll + 7(plﬂ?bu + @Z)pr)
+ 5(17#@, + Cupl/) + €wuwy + LCMCV + Iig/.tl/apa ’ (444&)
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onde ¢, ¢ um vetor tipo-tempo e ¢, um vetor tipo-espago com a seguinte estrutura

1 0
W =10|, =1|1]. (4.44b)
0 0

A vantagem de escrever o propagador desta forma reside no fato do Ansatz
separa claramente os graus de liberdade fisicos dos nao-fisicos. Os graus nao-fisicos
estdao contidos nas parcelas que sdo proporcionais a pelo menos um 4-momento
com indice de Lorentz livre. Esses termos desaparecem quando o propagador é
contraido com as duas 3-correntes externas conservadas, uma vez que a condigao
p -7 = 0 deve valer. Nesse sentido, o termo que envolve o simbolo Levi-Civita
também nao contribui para as solugoes fisicas, ja que é um tensor antissimétrico.
Consequentemente, os graus de liberdade fisicos devem estar contidos apenas nos
termos restantes.

Uma vez que definimos o Ansatz, devemos agora iguala-lo ao propagador
e resolver o sistema de equagoes que surge dessa igualdade para os parametros
« ... k. Para tornar o calculo viavel, usamos o equivalente ao calibre de Feynman-'t
Hooft em (1 + 2)-dimensoes, isto é, definimos ¢ = 1. Com a ajuda do software
Mathematica é possivel resolver o sistema de equagoes sem grandes dificuldades.
Dessa forma, a parte fisica do propagador é dada pela seguinte equacao:

Aphys - _ 1

0
0,1 201 P ra2 201
pro pOlephys [(p p + K )nuu + (]72K - K ) Q/J,HDV

-+ (f(m - plf(”) ¢,C ] (4.45)
p? pov | :

com a equagao de dispersao fisica dada por (4.33b). Uma verificagdo rapida que
atesta a exatidao deste resultado reside na auséncia do denominador p* que da
origem as relagoes de dispersao nao-fisicas. Além disso, verificou-se que

(AL — A,P;I;YS) 3 =0. (4.46)

Este resultado ¢ interessante, pois sabemos que a contracao de A, com duas 3-
correntes externas conservadas elimina todos os graus de liberdade nao-fisicos. Dessa
maneira, a contracao do propagador AEII}YS com as mesmas 3-correntes deve fornecer
a mesma solugao. Consequentemente, o resultado obtido a partir da equagao (4.46)
corrobora a nossa solu¢do. Uma observacao importante é que o numerador da
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equagao (4.45) depende apenas de contribui¢oes em primeira ordem na violagao
de Lorentz. Esta é a razao pela qual o operador kar ndo possui contribui¢ao no
numerador. Devemos lembrar que kisr contribui apenas com corregoes a partir de
segunda ordem, como podemos observar nas equagoes (4.33a-4.33d).

Como os polos nao-fisicos foram removidos, o contorno C,, no plano complexo
po circunda apenas os poélos fisicos positivos e seus correspondentes negativos no
sentido anti-horario. A integral de caminho no plano py geralmente é calculada
fazendo-se uso do teorema dos residuos. Como uma aplicacao simples, consideremos
o caso minimo explicitamente. Seja w'® a relacao de disperso fisica. O denominador
da equagao (4.45) pode entao ser reescrito como

R = E[p’ — WP (p)][p° + w® (—p)], (4.47a)

A

—1-9 [(/%F)Owl + (kp)moz}
14 {(]%F)olol(]%F)ozoz _ [(/%F)mozr} ' (4.47b)

[1]

Os residuos sao facilmente obtidos a partir deste resultado. Mencionamos ante-
riormente que relagoes de dispersao fisicas adicionais podem surgir para o caso
nao-minimo. Estas relagoes devem ser levadas em consideracao na integral de
caminho.

Finalmente, no limite em que os coeficientes de controle anulam-se, obtemos
o seguinte resultado
: APhys — Ky
1ADD b0 T 2 (4.48)
karp=0

como esperado, vide equagao (4.6).

Muito embora nao tenhamos tratado da quantizacao do modelo planar
encontrado, esse seria um passo natural ja que todo o arcabouco tedrico esta pronto.
Aplicagoes em sistemas planares da matéria condensada também é algo factivel,
como, por exemplo, o Efeito Hall. Neste tltimo caso, poderiamos investigar as
consequéncias da anisotropia introduzida pelos coeficientes de controle neste efeito.
O modelo tedrico aqui apresentado também abre muitas outras portas para novas
investigacoes em sistemas planares. Pode-se, por exemplo, buscar efeitos semelhantes
ao Aharonov-Bohm [205], Aharonov-Casher [206] ou até mesmo Aharonov-Ananda
[207] em (1 + 2)-dimensdes. Tornar os coeficientes de controle dependentes das
coordenadas do espaco-tempo pode também trazer implicagoes interessantes aos
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sistemas planares. Vemos, portanto, que ha uma infinidade de possibilidades para
o modelo apresentado.
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CAPITULO 5

LAGRANGEANAS CLASSICAS

Neste capitulo faremos uma extensao, ainda que em primeira ordem, das
Lagrangeanas obtidas na subsecao 2.3.2 para os operadores nao-minimos. Faremos
uso de uma técnica baseada em um ansatz que iremos desenvolver tanto para os
operadores de spin-degenerados quanto para os nao-degenerados. Este ansatz tera
como ponto de partida solugoes previamente estabelecidas na literatura. Veremos
também a possibilidade de conectar os resultados em primeira ordem diretamente
as relagoes de dispersao. Finalizamos o capitulo aplicando o método iterativo
apresentado na subsecao 2.3.2 aos operadores de spin nao-degenerados com o
objetivo de obter correcoes de ordem superior. Os resultados discorridos neste
capitulo resultaram nas publicagoes apresentadas nas Referéncias [208, 209].

5.1 Ansatz

Esta secao destina-se a construcao de Lagrangeanas generalizadas em pri-
meira ordem. Comegaremos estudando os casos mais simples, sdo eles: Lagrangeanas
baseadas em operadores nao-minimos de spin-degenerados. Em seguida, apresen-
taremos como estender as solugoes de spin nao-degenerados que, por sua vez, sao
mais complexas.
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5.1.1 Operadores de spin-degenerado

E de nosso conhecimento que as solugdes perturbativas dos operadores
a®, 60 60 6 ¢ 56 foram obtidas usando um método conhecido como bases
de Grobner [73]. O que faremos a seguir serd uma tentativa de generalizar esses
resultados para dimensoes de massa d arbitrarias. Para tanto, iremos comparar as
solugoes encontradas em [65] e as extensoes obtidas em [73]. Isso nos fornecerda um
padrao a ser seguido.

Iremos demonstrar o nosso método usando como exemplo o mais simples de
todos os coeficientes. Estudamos na subsec¢ao 2.2.2 o operador de spin-degenerado
a* e vimos que sua estrutura no espago dos momentos possui a seguinte forma:

at — a(S)p + a(5)ua1a2pa1pa2 4 a(7)#a1a2a3a4pa1pa2pa3pa4 + .. (51)

Vemos, a partir da equagao acima, que o nimero de 4-momentos na estrutura do
operador a aumenta de dois a medida que a dimensao de massa d cresce. Esse
detalhe serd de extremo valor em nossa proxima analise. A Lagrangeana Classica
obtida por Kostelecky para a dimensao de massa d = 3 [65] e a Lagrangeana
Classica para d = 5 obtida por Schreck [73], sdo mostradas a seguir:

L = —myVuz—a®, o = a/(f)u“ , (5.2a)
A(S) m2
LY = —myVu? — —;p&f’) +..., a¥= afﬁ}gu“u”ug. (5.2b)
u

Sabemos que o resultado obtido para d = 3 é exato, enquanto que para
d = 5 é uma solucao perturbativa, isto é, valida apenas em primeira ordem na
violagao de Lorentz. Comparando as contribui¢oes da violagao de Lorentz nas
solucdes (5.2a) e (5.2b) com os operadores a®* e a®)* mostrados na equacao (5.1),
observamos o seguinte padrao:

My,
N U, 5.3a
b (5.3a)
a®n 5 q®iy, = o), (5.3b)
m? m?
d(5)/>‘ - ui;/)a‘f?z/)gu#uyug = ui;pagﬁ)’ (53C)

A~ (D .
onde o fator mi Ju? em frente ao operador a' garante tanto a homogeneidade de
grau 1 da expressao quanto a dimensao de massa correta. Devemos notar ainda

. . 3) A(5) .~
que os termos que envolvem a violacao de Lorentz, at¥ e al ), sao escalares de
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Lorentz. Isso faz total sentido, uma vez que as Lagrangeanas Classicas sao escalares.
Outro exemplo ilustrativo é o do operador é*. As solugoes perturbativas para d = 4,
obtida em [67], e d = 6, obtida em [73], sdo, respectivamente,

L = —mypVu2 —mygel + ... W = 6&4)11,”, (5.4a)
A(6) m2
LY = —myvu? + mqﬁ—;péff) +..., 9= e@gu“u”u". (5.4Db)
u

Vemos aqui que o termo controlador da violacao de Lorentz comporta-se da mesma
forma que no exemplo do operador a*. A diferenca crucial entre os exemplos
mostrados é um fator m,, em frente a contribuicao gerada pelo operador é*. Esse
fator ¢ justificado tanto pelo fato do operador é* ser adimensional quanto pela
preservacao da dimensao da Lagrangeana.

Podemos usar os dois exemplos acima juntamente com as restri¢goes que as
Lagrangeanas Classicas satisfazem e propor uma generalizacao dos resultados para
uma dimensao de massa d arbitraria. Com base nos argumentos expostos e nos
exemplos apresentados, propomos o seguinte Ansatz para o operador a9

L = —myVu2 — A, + (5.5a)
d-3
A == 4 = _=@_ "
A* = Sl ) —a T “—a (u2>(d_3)/2 ) (55b>
a, = al = al(ldozl_“ad_zsu“uo‘l Cooutes (5.5¢)

Devemos mencionar que o resultado acima é valido apenas em primeira ordem na
violacdo de Lorentz'. E conveniente definir um novo escalar de Lorentz A, que
corresponde ao produto de um fator de consisténcia =, e o escalar de Lorentz a,
que foi obtido a partir da contragao do coeficiente de controle com um ntmero
adequado de 4-velocidades. Note que o operador A, é homogéneo de grau 1:

A

A, (M) = E, (M) ay (Au),

_ my i pygor | ggis

o )\d*3(u2>(d73)/2 Apoy.ogg W - W,

= AZa (u)du (u),

= A, (u), (5.6)

1 Ao longo desta Tese um asterisco indicard coeficientes que controlam a violacdo de Lorentz

contraidos adequadamente com 4-velocidades. Esta notagao foi introduzida no artigo [73] e
serd utilizada aqui por consisténcia e porque sintetiza os resultados. Vide os exemplos (5.2a),
(5.2b), (5.4a) e (5.4b) para uma melhor compreensido da notagio.



106 CAPITULO 5. LAGRANGEANAS CLASSICAS

onde A\ é um parametro escalar positivo definido introduzido para a verificagao do
grau de homogeneidade, vide teorema de Euler a seguir. Vemos, a partir do exposto,
que o fator =, é responsavel nao apenas pela dimensao de massa como também
por restabelecer a homogeneidade de grau 1 do operador A,. E facil mostrar que
o Ansatz proposto em (5.5) reproduz os casos d = 3 e d = 5 apresentados nas
equagoes (5.2a) e (5.2b) .

Muito embora o nosso resultado reproduza as solucoes existentes, ainda
nao esta demonstrado que o nosso Ansatz é valido para todo e qualquer d > 5.
Precisamos entdao de uma prova formal que nos mostre tal validade. Felizmente,
é possivel demonstrar de forma analitica que a nossa solucao satisfaz todas as
cinco equagdes (2.106) apresentadas na subsegao 2.3.2 que, por conveniéncia, as
reproduzimos novamente aqui:

R(p) =0, (5.7a)
gi? - —%, i€{1,2,3), (5.7b)
oL

L=—-pu, p,= T oun (5.7¢)

ut

Iniciaremos calculando o momento covariante através da relacao (5.7¢), a saber:
L™ w DA,

=— =m :
P out v v u? out

Nao é necessério calcular o segundo termo explicitamente. Uma vez que supomos

(5.8)

que a nossa Lagrangeana Classica esta correta, o momento covariante obtido a
partir dela deve satisfazer a seguinte equacgao de dispersao:

R=(p—a)—my=p"—2a-p—mj+..., (5.9)
a, = &ffl) = Quay .oy D™ PR (5.9b)

Como nossa solucao é valida apenas em primeira ordem, é suficiente substituir todos

os 4-momentos que aparecem contraidos com os coeficientes de controle a!?

pnat...og—3
ela aproximacao myu,,/Vu?, o que nos leva ao seguinte resultado:
v u )
e\ 43
(s3] aq_3 Y a1 ag—-3 _ = 4
Quoy.ag 3Pt oD — ﬁ Qpoy.og_ s U™ - U = Zoluy- (5.10)
U

Substituindo todos os ingredientes na equagao (5.9a), obtemos:

R=p*—2a-p—ml+...,
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= Uy, n 8121* ut n 8121* 2my . 2
Mmy——+—| | m - Zals - U — M e
Y2 Ouk Y 2 du,, V2 ¥
m¢ 8/1* 2m¢ A~ 2
_ A, — :
/_u2 u,LL auu /—uz mw

:2m¢u 8121*_277%

\/? #auu \/F

onde usamos a definicao A, = =,a, e negligenciamos termos de ordens superiores.

zmi+2

A,, (5.11)

O resultado acima nao estda completo. Precisamos mostrar que ele é identicamente
nulo e, para tanto, é conveniente usar o teorema de Euler.

Teorema 2 (Teorema de Euler) Se F': R™ — R ¢é uma fungao diferencidvel e

homogénea de grau p, entao
oF

Ty
o
3x,

Inversamente, se F' satisfaz (5.12) entao F' é homogénea de grau p [185].

= pF. (5.12)

Demonstracao. Suponha F' homogénea de grau p e defina y; = Az, ..., ym = A,
de modo que

Fyiy... ym) = NF (21,...,2m). (5.13)
Diferenciando esta ultima equacao em relagao ao parametro A\, com zi,..., %,

mantidos fixos, obtemos

d dN\P
— = — .14
d)\F<y17 7ym) d}\F(mla ,.Tm), (5 a)
OF 0y, 4
T D NTVE (3, ) 5.14b
F
xﬂg = pN T (2, .., 1) (5.14c)
Yu

Fazendo A = 1 na equagdo acima, esta reduz-se ao resultado desejado (5.12), pois
agora Yy = Tiy,.--,Ym = Typ. N

Com base no teorema acima, temos que
LOA,
Out

= A,, (5.15)
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uma vez que A, é uma fungdo homogeénea de grau 1 na 4-velocidade. Substituindo
esse resultado na equagao (5.11), obtemos

m¢ 621* 2m¢, A~
~ 2 — A, 1
R mu# Ju, (5.16a)
m¢ A~ 2m¢ ~
=2 LA, — A, 5.16b
— = (5.16b)
= 0. (5.16¢)

Portanto, a equacao de dispersao ¢ satisfeita quando negligenciamos contribuigoes
de ordens maiores que um.

Precisamos agora mostrar que a equacao (5.7b) também é satisfeita. Porém,
ao invés de calcular a derivada da relagao de dispersao com relacao a p;, calcularemos
a derivada implicita da equacao de dispersao com relacao a p;. Efetuando a derivagao,

obtemos 9R 5 8- p)
Po j a-p
=2 2p' — 2 e 5.17
Ipi Po Ipi e Opi " ( )
Substituindo agora o 4-momento
oA

_ Up | G4
p,u == mwm + au“, (518)

e a correspondéncia entre a velocidade de grupo e a 3-velocidade da particula

classica,
oo ut
=—— 1
obtemos:
aRNQmLO+LA* _ui +9 mi_% _Qi ml/’A*
opi VR T oud u0 YV ou opi \ Va2 )’
DA, u' DA, d (myA,
__2<8u0u0+8ui>_28pi<\/$>' (5.20)

Calcularemos separadamente quanto vale o segundo termo da equacao acima, a

0 (myA, _, 0 A\ ouw
e \ vz ) Cour \Vau2) opi

A

o (Ao o (A ow 5o
— T w0 Vuz) Opp 0w \\u2) Opi | '

saber:

A
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Precisamos calcular agora cada uma das derivadas que se apresentam na equagao

acima. A seguir, obtemos algumas relagoes tteis

= Ul (5.22a)

ut — m
mw ’
1 ou 1 0 Ja p° 1 op° 1 (5.22b)
Va2 Opi - Vu? Op; My, my Op; my u’

1 w1 9 P 1.
_ V2 = Y 2.22
N N ( u mw) . (5.22c)

juntamente com a seguinte propriedade genérica para funcoes f = f(u?), cujo
argumento depende apenas do quadrado da 4-velocidade,

u' 0f(w?)  Of(w?) w' Of o  Of o
w0 Oud N ou’ _@8(712)2” _8(u2)2u =0 (5:23)

Voltando & equagao (5.21), temos:

9, (mwﬁ*>:mﬁfl*8uo+m i 9, ( 1 )é?uo
opi \ Va2 ) Va2 oud api o0 \Va2 ) O
Lomy 0A 0w a‘< 1 >8uj
Vu2 0ud Op; Qg Vuz ) Op;
0A, 1 oud 0A, 1 oul

=G0 a2 0ps T w N Opr
o QAL OAL (g
- M oud My u° my ou’ My

u A,  9A,

= — — - 5.24
u? oul  out (5.24)
Substituindo o resultado (5.24) na equagao (5.20), obtemos:
OR _ _,(0A.ut DA\ 0 (myA
opi oud ud ot opi \ Vu2
oo (0Acut OAN [ w 0A. DA,
~ oul u®  out u? oul  out
~ 0. (5.25)

Portanto, mostramos que o nosso Ansatz para o operador a* satisfaz todas as cinco
equagoes (2.106), como deveria ser.
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Podemos agora aplicar esse método de obtencao das Lagrangeanas Classicas
para o restante dos operadores de spin-degenerados. O resultado geral, valido em
primeira ordem na violacao de Lorentz, obtido para o restante dos operadores pode
ser convenientemente expresso da seguinte forma

La?(d) = —mwm — X* + ..., X* - :x‘%* ) (526)

. A(d) . .
em que T, = 79 6 um operador composto pelos coeficientes de controle contraidos

com uma combinagdo apropriada de 4-velocidades. J& o pardmetro =, = =@ é uma
funcao composta apenas pela massa da particula e do escalar de Lorentz u?, que
garantem a homogeneidade e a dimensao de massa correta para o operador X, A
expressao particular que X, = 5,7, assume para cada operador de spin-degenerado
¢ mostrada na Tabela 3.

Observa-se que a estrutura geral do Ansatz é formada pelo termo standard
L= —m¢\/@ somada as contribuigoes lineares que advém da violagao de Lorentz
representada pelos coeficientes de controle. Gracas a essa estrutura, podemos
generalizar a correspondéncia apresentada na Tabela 2 entre os coeficientes a,, <+
—mye, do MPE-minimo para o MPE nao-minimo a, <> —myeé,.

Para o restante dos operadores de spin-degenerado que nao foram contem-
plados com uma demonstracao formal, podemos assegurar que a solucao geral
apresentada na equacgao (5.26) satisfaz todas as cinco equagoes fundamentais que
regem a cinemética cldssica (2.106)2.

Por fim, podemos generalizar ainda mais os resultados apresentados na
equagao (5.26) onde, ao invés de ter apenas um operador X@ por vez, podemos
ter uma combinagao com varios operadores de dimensoes de massa diferentes. Para

obter tal resultado, basta fazer a seguinte modificacao:

XD S X@ (5.27)
d

onde d agora varia dentro de algum intervalo conveniente permitido para o operador
2@ Apresentamos a seguir dois exemplos que ilustram essa combinacao linear:

) m? mi

L% = —myvVu? —al® — —u;b a® — —uf al", (5.28a)
. m3 m

Lf = —myVu? + myel® + —u;ﬁ e® + —uf ). (5.28b)

2 Seré apresentado na secdo 5.4 uma demonstracio geral que contemplars todos os operadores

do MPE.
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Como cada termo mostrado acima é homogéneo de grau 1 na velocidade, a soma
também sera. Além disso, como as nossas Lagrangeanas Classicas sao validas
apenas em primeira ordem, podemos inferir que a substituicao /Alfkd) =Y flid), por
exemplo, ndo modificard em nada a demonstracao que efetuamos para a solugao
AW, Apresentaremos na subsecao 5.4 uma demonstragdo bem mais geral onde
incluiremos todos os operadores do MPE nao-minimo. Daremos mais uma motivacao
para a construcao dos Ansdtze baseando-se em um mapeamento direto entre as
relagoes de dispersao e as Lagrangeanas Cléssicas.



T Contragoes = Derivadas radiais Correspondéncia
. al®) o urutt . utes o mGTE (u?) )2 utdls = (d—2)a, QA Zly

& B a7 ()R el — (d - 2)e, &y A —Elay

Ex eld) o ut .yt —my 2 (W) =02yl = (d - 3)e, &, ~ —iw s

foo B s w2 R DR e —d - 3)f2 ff, ~ PSR,
s mgf?madiguo‘l cooutds TrLfi_?’/(uQ)(d*‘l)/2 u"% = (d — 3). m = %m*

S SW . ut .y —mg [ (u?)d=4/2 u“% = (d —3)S, S ~-— 5%3*

V. V) ittt —m8 f(u?) (432 u“% = (d—2)V, V. = -V,

Tabela 3 — Pardmetros da Lagrangeana Cléssica genérica dada pela equagao (5.26). A primeira coluna indica os
escalares de Lorentz empregados nas Lagrangeanas. J& a segunda coluna fornece as expressoes explicitas
correspondentes. Os fatores de consisténcia sao listados na terceira coluna. A quarta coluna mostra o
teorema de Fuler para cada um dos escalares de Lorentz definidos nas duas primeiras colunas. A quinta
coluna nos mostra os resultados perturbativos obtidos para cada um dos operadores que violam a simetria
de Lorentz. Este ultimo resultado é obtido substituindo os 4-momentos pelas 4-velocidades.

¢It
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5.1.2 Operadores de Spin n3do-degenerado

A obtencao das Lagrangeanas Classicas para os operadores de spin-degenerado
de dimensao de massa arbitraria foi motivada pelas solugoes apresentadas em [73].
No entanto, nao existe até o momento nenhuma evidéncia de como as solucoes clas-
sicas para os operadores nao-minimos de spin nao-degenerado devem se comportar.
Todavia, conhecemos algumas solucoes para os coeficientes minimos b, d, H, e g que
foram apresentadas pela primeira vez em [65]. Queremos, portanto, estender essas
solugoes conhecidas para dimensoes de massa arbitrarias. Para tanto, usaremos a
mesma idéia apresentada na subsecao anterior, ou seja, iremos propor, a partir da
solugdo minima conhecida, uma expressao geral valida apenas em primeira ordem
na violagao de Lorentz.

Comecaremos nossa andlise com o coeficiente pseudovetorial b®*, cuja
solugao foi obtida em [65] e é mostrada a seguir

LY = gV (0 )2 — (0922 (5:29)

As duas solugoes distintas que aparecem é um reflexo da quebra da degenerescéncia
do spin. Todos os operadores de spin nao-degenerado b, d, H, e g apresentam essa
mesma caracteristica. Iremos agora conjecturar que a técnica usada anteriormente
também funcionard para os operadores de spin nao-degenerado. O nosso Ansatz
deve ser elaborado de modo que esteja de acordo com todas as propriedades
preestabelecidas, além, é claro, deve reproduzir o resultado conhecido LY. Sendo
assim, o Ansatz encontrado que possui essas caracteristicas tem seguinte forma:

0 = V2 F B+, B.=+\B2— (BiB )2, (5.30a)
-3
== == = _=@_ "y
B*M = ‘_,bb*u, B* = be* s Sp =Dy T = W s (530b)
by = BSff} = bsgl‘__ad_guo‘l Coufes b =D = bt (5.30c)

Precisamos agora demonstrar que essa solucao satisfaz todas as cinco equa-
¢oes fundamentais que governam a cinematica classica, ou seja, as equagoes (2.106).
A prova analitica é possivel de se executar, porém, iremos adid-la para um mo-
mento mais conveniente, uma vez que a demonstracao é longa e requer uma analise
cuidadosa, vide se¢ao 5.2.

Estudamos na subsecao 2.2.2 que os operadores b e d compoem o operador
pseudovetorial A*. Vimos que, por causa disso, é possivel conectar as equacoes de
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dispersao desses operadores através da seguinte transformacao:
b <> —d". (5.31)

Como esta transformagao é geral, ela também deve funcionar em nivel perturbativo.
Portanto, podemos usé-la para encontrar uma transformacao adequada que mapeie

3 encontrada entre

b(D ()
as Lagrangeanas L*" < L*”. Sendo assim, a correspondenma
as Lagrangeanas Classicas é simplesmente b*u <> d*w,u d*#, onde o resultado

anterior foi obtido a partir da equagao (5.31) fazendo p, — .

Seguindo os mesmos passos, podemos propor uma solugao geral para os
operadores He g com base em solucoes conhecidas. Sejam X = H }j’QH B /4 e
Y=H fj’)ﬁ[ (3w /4 invariantes de Lorentz, onde H®® & o correspondente dual do
operador H®# dado por H®m = 26"”‘“5 H . A Lagrangeana Cléssica exata que
corresponde ao operador H®" para a conﬁguragao em que o invariante Y =0 é
dada pela equagao (15) em [65], e é reproduzida a seguir:

LAy o = —myVa? F Vur (HO) HEue + 2X 02,
= —my Ve F (A Hue (5.32)

onde usamos a identidade

(HOY u HEue = (HO) u HDue + 2Xu?. (5.33)
Com base neste resultado e nos argumentos exaustivamente discutidos até aqui,
é possivel propor um Ansatz apropriado que nos fornega uma solucao capaz de
reproduzir a solugdo existente e ao mesmo tempo que seja capaz de gerar uma

solugao para uma dimensao de massa arbitraria.

A Lagrangeana Classica que satisfaz todas as propriedades requeridas é
mostrada a seguir

LAY — —myVu? F Ao+ , H = —}A[flfl*u , (5.34a)
~ _ d-3
Fo— = 7 = (d) _ mw
iL*M ﬁ(d) = Hﬁ‘i)m PO VA T T (5.34c¢)

3 Devemos enfatizar que esta correspondéncia é valida apenas em primeira ordem nos coeficientes

que controlam a violagao da simetria de Lorentz.
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A Lagrangeana L (d), assim como todas as demais solugoes obtidas, necessita de
uma prova formal. Iremos demonstrar a validade desta solugao na se¢ao 5.3, onde
apresentaremos uma demonstracao formal e analitica. Veremos também que La?
é um resultado geral, ou seja, vale para qualquer configuracao do operador H@®,
uma vez que a restricdo Y = 0 empregada na solugdo (5.32) ndo serd utilizada na
demonstracao.

Do mesmo modo que os operadores bed guardam uma conexao, oS ope-
radores H e g também tém. Esses operadores compoem o operador tensorial de
rank-2 7A7“’, conforme apresentado na subsecao 2.2.2. A equacao de dispersao para
o operador g"” pode ser obtida a partir de Hm através da seguinte substituicao:

HY 5 —g. (5.35)

Usando essa conexao existente entre eles, que também é valida em nivel perturbativo
» q p )
7 (d ~(d , .
podemos mapear as Lagrangeanas L @ s 13 Esse mapeamento é obtido a
. . . . o~ (7(d
partir da seguinte substituicio em L* “@,

A

H*ul/ — _g*ul/gug — _g*/u/- (536)

Com base nas solugoes encontradas e no padrao que elas apresentam, pode-
mos escrever uma Lagrangeana geral para os operadores de spin nao-degenerados.
Tal Lagrangeana possui a seguinte forma:

I = —myV2 F 2, (5.37)

onde a quantidade T b apresentada na Tabela 4a. E notério que o resultado acima
reproduz o resultado standard no limite em que os coeficientes que controlam a
violagao de Lorentz anulam-se. E ficil constatar que nossos resultados sao todos
homogéneos de grau 1 e possuem a dimensao de massa correta gracas ao fator
de consisténcia =,. Este fator de consisténcia tem a mesma forma para todos os
operadores de spin nao-degenerados. Porém, devemos lembrar que a dimensao de
massa de cada um desses operadores é diferente. Outra propriedade que merece
destaque, e que difere dos casos tratados na subsecao 5.1.1, reside no fato de termos
duas Lagrangeanas Classicas distintas para cada operador. Isso ocorre, pois os
operadores 13, cz, H , € g quebram a degenerescéncia com respeito ao spin, ou seja,
uma particula com spin-up propaga-se de uma maneira diferente daquela com spin-
down. Essa quebra reflete-se também nas relagoes de dispersao, conforme estudado
na subsecao 2.2.2. Devemos mencionar ainda que uma parcela da Lagrangeana que
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obtivemos tem a forma de uma raiz quadrada contendo uma expressao que anula-se
no limite em que a violagdo de Lorentz vai a zero. Isso, por sua vez, compromete a
diferenciabilidade das solu¢des no limite mencionado.

As nossas solucoes podem ser reescritas de uma forma mais conveniente e
que se ajustam a uma notagao conhecida na literatura como bipartite [77]. Sendo
assim, as nossas Lagrangeanas assumem a seguinte forma:

L = —myVu? F \Jutst u”, (5.38)

onde sl"’iy = sﬁy(u) sao matrices de dimensao 4 x 4 e estao listadas explicitamente na
Tabela 4a. Podemos encarar o resultado apresentado na equacao (5.38) como uma
generalizacao nao-minima das estruturas bipartites apresentadas em [77]. Como
trata-se de uma generalizacao, cabe mencionar que a matriz sﬁy é agora uma funcao
explicita da 4-velocidade, o que nao ocorre na versao minima desta estrutura.

Gragas a conexao existente entre os operadores pseudovetoriais b e d e
tensoriais H e g, isto é,

At =d* — b, (5.39a)
T =g" — H", (5.39D)
é possivel escrever uma solugao onde uma combinagao desses operadores é levada
em consideracao. As solugoes que estamos interessados devem possuir a mesma,

estrutura que as solugoes ja encontradas. Porém, devem ser expressas em termos

dos operadores A e T. Levando isso em conta, obtemos as seguintes Lagrangeanas

Classicas:
LAM) ’g\%i = —mw\/@ + \/Az - (/iﬁffi*u)tﬂ, (5.40&)
Lj—(d) ‘d23 = —md,\/ﬁ + —7:“7:“ , (540b)
odd

i@ — =@ [ T 5ar1) 1) Hd) — =@ [ T Zd+1) _ Fr(d)
A*u = b (md*u b*u) . T =Eg (mg*u H*u) )
(5.40¢)

onde os indices que indicam a dimensao de massa dos operadores A*u e 7;“ foram
omitidos dentro da Lagrangeana a fim de simplificar a notacdo. Em suma, a nova
Lagrangeana que congrega os operadores b e d é mostrada em (5.40a) e para os
operadores He g possui a forma apresentada em (5.400).



T, Ty Contracoes = Derivadas radiais Correspondéncia
7 d—3 - b 7 T =7
b. Bl o, ut L utamr R (u?) ) utgas = (d —2)b. by =~ Epba,
3 d _ d—3/(,,2\(d—3)/2 ad 7 PN — )
d, dl(wzl__ad_gu“ual cooums o omgT (u )(d=3)/ o = (d— 2)c~i* dy ~Egdiy
3 Fr(d _ d—3 /¢, 2\(d—3)/2 Ohwy h ) ~ = [
sy ngy)al._ad_gu”uo‘l coou=s s myTt (u )(d=3)/ ut e = (d—2)hy, H, =EgH.,,
= d v, o Qg d—3 /(,,2\(d—3)/2 0wy _ P x ~= 5
G glgy)almad_?)u utt L ut my J(u?)d=3)/2 qyp pt = (d=2)w G = Egfuw
(a)
Z. Expressao explicita X, Derivada radial ~Matriz bipartite generalizada sﬁy
> A A = 0B,  _ H D Ho D)
B. \JB2—(B'B.,)u> B, =Zb, widse — 3, B.yBa — (BBoo),,
R - . _ 99, R A ..
9. D= (D!D.)u? D, =Ed, widZe — g, DapD.w — (D2D. )0,
N x X x X o2, A X X
I —H!'H,, H., =Zph, ut G = I —1’-]5[1*977“,//u2
N XX x — ag* A ~ =~
4% —GLGy s = =gYp o =% —GEGag, /10

(b)

Tabela 4 — Ingredientes necessarios para formular a Lagrangeana Cléassica mostrada em (5.37) para um operador de
spin nao-degenerado especifico. A primeira coluna da tabela 4a nos fornece a base dos escalares de Lorentz
e dos vetores usados, onde a estrutura explicita deles sdo mostradas na segunda coluna. A terceira coluna
lista os fatores de consisténcia e a quarta nos mostra o teorema de Euler para as quantidades definidas
anteriormente. Na quinta coluna, encontramos as correspondéncias em primeira ordem entre os operadores

que violam a simetria de Lorentz transformados do espago de momento para o espago das velocidades.

Como sabemos, tal transformacao é obtida substituindo os 4-momentos pelas 4-velocidades. Ja a primeira
coluna da tabela 4b caracteriza as fungoes ,%7*, presente na equagao (5.37), compoem as Lagrangeanas e
guardam as contribui¢oes advindas da violagao da simetria. Na segunda coluna, encontramos os escalares
de Lorentz e vetores necessarios para construir tais fungoes. A terceira coluna nos mostra o teorema
de Euler para cada Z. e na quarta coluna listamos as matrizes explicitas que compoem as estruturas
bipartite generalizadas das Lagrangeanas (5.38).

T¢
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5.1.3 Conexao entre os coeficientes c e f

Um resultado conhecido na literatura mostra que existe uma transformacao
que conecta o coeficiente pseudoescalar minimo f ao coeficiente vetorial minimo
c. Tal transformagao é obtida a partir de uma redefini¢ao espinorial que pode ser
encontrada em [102]. Vale a pena relembrar que os coeficientes pseudoescalares
nao contribuem em primeira ordem na equac¢ao de dispersao; sua contribuigao
mais baixa é na segunda ordem. Sendo assim, as Lagrangeanas perturbativas
correspondentes ao operador f devem ser quadraticas na violacao de Lorentz. Por
conta disso, a estrutura da transformacao é tal que apenas combinacoes bilineares
dos coeficientes f sdo permitidas. A conexao perturbativa entre os coeficientes é
mostrada a seguir:

)~ = 2. (5.41)

E possivel generalizar esta transformacao para o caso em que os operadores
envolvidos sao nao-minimos. Para tanto, compararemos as Lagrangeanas obtidas
para ¢ e f, listadas a seguir:

N md=—3
Lt = —mwvu2+%é*
(U2 2
R m24-T7 9
N L A
2(u2>2d27

Comparando os resultados dispostos acima, encontramos a seguinte correspondéncia
entre os coeficientes, cada um contraido com um ntmero adequado de 4-velocidades,
d—4
(d) My
C, 7’ <

¥ —W(f(d) (5.42)

Podemos ainda evidenciar a estrutura tensorial destes objetos. Dessa forma, a
transformacao passa a ter a seguinte estrutura:

o) M

Copw <7 —Wﬂm fe (5.43)
Observamos, no entanto, que as equagoes (5.42) e (5.43) nao fornecem um ma-
peamento direto entre os coeficientes de controle, apenas uma conexao entre os
coeficientes contraidos com as 4-velovidades. Nao obstante, é possivel mostrar que
existe uma mapeamento alternativo que conecta os coeficientes de controle em si;
essa transformagao é mostrada a seguir:

C(d) o — 1fud/2+2 f(d/2+2) ] (544)

HVO2...00d—3 2 a2 ad/2 1 Vad/QJrl g2
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Vemos imediatamente que para d = 4 recuperamos o resultado da literatura, mos-
trada na equagao (5.41). Contudo, é possivel constatar que apenas um subconjunto
dos coeficientes de controle de fato relacionam-se. Por exemplo, ¢(® nao tem cor-
respondente, uma vez que seu par, de acordo com a expressio (5.44), seria f©®
e sabemos que o operador f possui dimensao de massa par, ou seja, d > 4. Esse
problema ¢ resolvido restringindo as dimensoes de massa que o operador ¢ pode
assumir; para que haja concordancia na transformagao apresentada, os valores
possiveis sdo: d = 4n + 4, onde n € Ny. Quando n = 1, observamos que f© ¢

[ie5Re )
8 _ (8 12)
mapeado em CLJQZ.N%, n = 2 descreve o mapeamento entre fua)l...a4 e CLan...ag e
. . . . 6 10 ~
assim por diante. Percebemos ainda que o subconjunto cfw)awg, ch{Qmm, ... nao

tem nenhum f correspondente. Por fim, a transformagao citada nos permite obter
a Lagrangeana para o operador @ a partir do operador &4 da seguinte forma:

LY = —my Va2 — Z9Ded o —myVa? + %( Jlarze2)y2

(2d/_4) ~ / At ~r ol
= —myVa? + = — () = —my VR + E (O = D (5.45)

[1]

~ 1(d
5.2 Demonstracao para LAY

Dedicaremos esta secao e a proxima as demonstragoes formais dos operadores
de spin nao-degenerados; os operadores de spin-degenerados serao abordados na
secao 5.4. Como ja sabemos, é necessario mostrar que a Lagrangeana Classica
(5.40a) satisfaz o conjunto de equagoes (2.106) que governam a cinematica cléssica
de uma particula pontual na presenca de um background que viola a simetria
de Lorentz. Devemos nos lembrar que nossas solugoes sao perturbativas, ou seja,
sao validas apenas em primeira ordem. Portanto, na demonstracao que iremos
fornecer, descartamos termos de ordens superiores. Vale lembrar ainda que as nossas
Lagrangeanas sao homogéneas de grau 1, tal propriedade é de vital importancia na
demonstracao que se sucede. A Lagrangeana que usaremos, mostrada na equagao
(5.40a), pode ser reescrita da seguinte forma

LAY = VR F A, (5.46a)
o, =\ A2 — (ALA, ), (5.46D)

onde definimos um novo operador o, que é explicitamente homogéneo de grau 1.
A demonstracao analitica sera feita por partes de modo a facilitar o entendimento
do processo.
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5.2.1 Equacao de dispersao

Iniciaremos a nossa demonstragao mostrando que o momento canénico obtido
a partir da nossa solucao cldssica satisfaz a equacgao de dispersao do operador A. O
momento ¢ obtido através da seguinte equacao:

LA™ u, | O,
— = mw + .
3u“ RV u2 8u“

Como ¢é de praxe em solugoes perturbativas, devemos substituir todos

(5.47)

Pu =

os 4-momentos p, que aparecem ha estrutura do operador A@D pela expressao
my,/Vu?; isso nos garante que a tnica contribuicao que advém deste operador é
linear na violagao de Lorentz e possui a forma A, =~ Z4A,,. A equacio de dispersao
para o caso em questao ¢ mostrada a seguir:

R=(p" —mj)* +4 [lemfp —(A- p)ﬂ +.... (5.48)

Vemos que os primeiros termos nao-nulos que contribuem na violagao da simetria de
Lorentz aparecem em segunda ordem. Pode parecer contraditério, mas precisamos
lembrar que estamos trabalhando com a equagao de dispersao em sua versao
perturbativa e nao com a relagao de dispersao perturbativa. Esta ultima, nos fornece
as contribuicoes lineares na violagao de Lorentz. Porém, é muito mais simples usar
a equacao de dispersao com os seus termos quadraticos na demonstragao a seguir
do que lidar com raizes quadradas e suas derivadas. Por esse motivo, devemos
expandir as quantidades que irao ser inseridas na equacao de dispersao até segunda
ordem. Por exemplo, expandindo p,p* até segunda ordem resulta

A~ AN\ 2 AN\ 2
2 <, <, 2 - <,
PP m? + my nd +(a ) —m2 + mwﬂf*—i—(a ) . (5.49)

Vuz o Our ou Vu? ou
onde invocamos o teorema de Fuler para o operador A,
od.
a = 4, . 5.50
Out (5.50)

Os outros dois termos que aparecem na equacao de dispersao assumem a seguinte

u

forma:

A2 AP A, (5.51a)

. A, . O0d.
A-p»—)mw%iflu +..., (5.51b)

* Out
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A

2

(A-p) mi“j; I (5.51¢)

Substituindo todos os ingredientes acima na equacao de dispersao, obtemos:
R=(p* —m})* +4 [ Ami — (A-pP’] +...
— (i%ﬁ)Q +4 (.ZlQmi — mif;z) +...
4”212" A? + 4m? (Aﬁ:flw — A3>

U u?

~
~

4

2 2
ms . 4dm A R
Y 72 P 1w 2 12
el [(ArAy) v - A
4m12/, ’ 4m12/) A2
=—5 I ——5

U

=0, (5.52)

onde usamos a definicdo do operador o, apresentada na equacao (5.46a). O resul-
tado acima comprova que o momento canonico obtido a partir da Lagrangeana
proposta satisfaz a equacao de dispersao em segunda ordem.

5.2.2 Correspondéncia entre as velocidades

Queremos agora mostrar a validade da equagao (5.7b) que exprime a conexao
entre a velocidade de grupo e a 3-velocidade da particula, isto é,

Para demonstrar essa conexao precisaremos lidar com a relagao de dispersao. Porém,
pelos mesmos motivos apresentados na subse¢do anterior, usaremos de maneira
inteligente a equacgao de dispersao que temos em maos. Sabemos que as relagoes de
dispersao sao obtidas a partir da seguinte equagao

R =0. (5.53)

Desse modo, ao invés de calcular dpy/dp;, calcularemos a derivada implicita da

equacao de dispersao, ou seja,
OR

Op;

= 0. (5.54)
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Ap6s efetuar a derivagao, devemos substituir todos os termos dpy/dp; — —u'/u e
0 momento p, por

Uy, WA

Pp = mwﬁ Ok

Devemos lembrar ainda que as expansoes devem ser efetuadas até segunda ordem

a fim de obter o resultado correto. Posto isto, comegaremos calculando a derivada

(5.55)

implicita, a saber

OR 5 o (O op , o 0A,
op; A= my) (api ot Op; Py | +8myA Op;
R SO0 . op . 0A,
+8(A-p) (A“am + A; 6’pi> —8(A-p)p o, +....  (5.56)

Substituindo agora dpy/dp; — —u'/u’, obtemos o seguinte resultado

A

IR ul A,
A ’LLi A A A yaAV

E razoavel dividir a equacao acima em trés partes. Isso nos ajudara a organizar
melhor os resultados de agora em diante. Assim sendo, temos:

(%)

ZZ, - 221:3 g;/i 7 (5.58a)
gZ o _ 4 — ) (Z;po +pz-> : (5.58b)
ZZ Y 8(A - p) (Z;Ao + AZ) , (5.58¢)
gz Y 8m?2.A” %ﬁ: —8(A - p)p” %ﬁ: : (5.584)

Devemos agora proceder substituindo todos os 4-momentos p, pela equagao
(5.47). Fazendo essas mudangas no primeiro termo da equagao (5.58a), obtemos

= —4(p® - m?p) 2P0 + pi

Op;
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AN\ 2
QTI’L¢ 8% 2

x[“(m¢\;‘°_ aﬂ)Jr( w\;“_ %‘j)] (5.59)

Simplificando a expressao acima, encontramos que

— —4

R smy , (uod, 0d. (5.60)
op; Va2l T\ udoud T out | ’

O segundo termo, mostrado na equagao (5.58¢), assume a seguinte forma

(2)

OR N ut . .
8}9,’ = 8(./4 : p) (uOAO + .AZ>
My, , » ut . A
8m¢ i
A, Ao+ Al . 5.61
~ T (o ) o

Somando as duas contribuig¢oes calculadas anteriormente, chegamos ao resultado

or|® 8my | » [u' 4 N L (uiod, 04,

e
. [ZO < A*aA 2Aya-’4*u> +A*8A* _u2AuaA*y‘|} 7

ouP * oud ou’ * out
(5.62)
onde usamos a expressao
od, 1 (.0A . - . 1 0A.,

Por fim, a terceira parcela nos fornece a igualdade

(3) A n
e i g i A,
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(5.64)

. A u” A u
= 8mi (A’,f B A ) 0A,, Ou

u? out Op;
Note que usamos a regra da cadeia no termo 9.4, /9p;, pois o operador A, passa
a ser uma funcao de w,, que por sua vez ¢ uma funcao de p,. Calculando esta
derivada, encontramos que

(5.65)

ud Oud out

0A, 0w VP (udA., OA,
our dp;  my ’

onde usamos os resultados deduzidos nas equagoes (5.22) e (5.23). Substituindo
esta expressao na equagao (5.64), conseguimos obter

3) i 9 A A
ORI" ~ _gmyva? (A” A ) (“6“4*” + 8“4*?). (5.66)

Op;

u® ouf out

Juntando todos os ingredientes na equagao original (5.58a), temos:

R |

=2

0pz i3 329@ ) )

%" [A ( iA*0+A*Z> - A, ($2f5+%3:)
( A 510 A:a(;i";”)

(e = o) (15000 Bl

~ 0, (5.67)

onde usamos as seguintes identidades

aA* o a(uVA*l/> o 10 VaA*l/
o0 00 =A, +u ENOR (5.68a)
A,  OwrA.) LOA,,
u i =A,+u i (5.68b)

Observamos, portanto, que a Lagrangeana Classica que obtivemos satisfaz to-
dos os critérios necessarios e suficientes. Na préxima secao abordaremos outra
demonstracao importante envolvendo agora o operador 7T .
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~ 7-(d
5.3 Demonstracao para L7

Faremos nesta secao uma demonstracao inteiramente andloga aquela feita
para o operador A A diferenca fundamental aqui é que agora lidamos com um
operador tensorial de rank-2, cuja Lagrangeana Cléassica possui a forma designada
pela equagao (5.400), e é reproduzida a seguir

L™ = —myVu? F 7., (5.69a)

G= T, (5.69b)

onde definimos um novo operador .7, que é explicitamente homogéneo de grau 1 e
permitira que a deducao desenvolvida seja mais compacta.

5.3.1 Equacao de dispersao

Antes de mais nada, comegamos a nossa demonstragdo mostrando que o
momento candnico satisfaz a equagao (5.7a). Seu valor é calculado a seguir

B oL B uy, :I:aj*
Pu= = g _mw\/ﬁ out

(5.70)

A equacao de dispersao obtida para o operador 77“, ¢ indicada abaixo
R =p'— Qmin + mfb — mi%"”ﬁw — 2 (T =T (Tog + iTro)p? + . ..
= (p* — mi)2 + (p* — miﬁ"“’ T — 49" T, TOD + ...
= (P> —ml)? — T, T + ..., (5.71)
onde usamos a identidade
P S X a1 g s
pul T =3T") (T + iT00)p® = 20" T ToP" = 50°T" Ty (5.72)

Um dos ingredientes necesséarios ¢ calculado a seguir:

5 Uy, A w09,
" (m‘wi W) (m‘Wi Ou
omy 09, (09
u +
Vvu2 o Out ou

.2
—m¢i
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N 2
2My 4 07,

=mi4+ YT : 5.73

T vu? * ou ’ ( )

em que exploramos novamente o teorema de Euler, ou seja,

07, 4

® =9,. 5.74

u (5.74)

Devemos proceder agora substituindo o momento canénico (5.47) na equagao
de dispersao juntamente com o resultado apresentado em (5.73). Lembramos ainda
que é necessdrio e suficiente substituir p, ~ myu*/u* nos 4-momentos que aparecem
contraidos no operador 77W e que a substituicao mencionada também nos fornece
0 mapeamento ’7:,, ~ E»rﬁ,w. Dito isto, a equacao de dispersao assume entao a
seguinte forma:

AN 2
2 Am? x =
2 P * 2 . P 0
— wii\/@%—i— 6u) my, —2 LT +...,
4m2 . Am2 = =

~ Y 52 0

Sabemos que 5;2 = —’t“'ﬁﬂ, 0 que torna a equacao acima identicamente nula
d4m2 . 4m? .
R~ —2Fr——2F2=0. (5.76)
U U

5.3.2 Correspondéncia entre as velocidades

Agora demonstraremos a validade da equagao (5.7b). Derivando implicita-
mente a equacao de dispersao com respeito a p;, obtemos

OR op’ op’ opt = =
= 4(p? — m?2 ol =4 0., v
Ipi (p mw) (81%‘ ot Op; p]> Ip; EQTVp
7 5y Op" 0T TS
— 4 12 4 —4 w v
P 7;97-” Ip; b Op; P
op° = z,,0p 37:' 7:'9
=4(p* —m2) | =—po —pi | — 8" vV gph R Vv (5.
(p° —my) < p: Do p) 8" T o T o, D o, P’ + (5.77)
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Pelos mesmos motivos apresentados na demonstracao do operador A, trataremos
separadamente cada uma das parcelas apresentadas na equacgao acima. Dividimos
a equacao da seguinte forma:

IR OR|V

- ) 5.78a
Opi 575 Ops ( )

oR|[" 2 2y (O
| 4(p” — my) <8pip0 - pz‘) ; (5.78b)
oRr|? = Z,,0p = = . 0p Xz - Op;

= —8pH L Y 0“0 o u 0j 9Pj
o9, 8P T T o 8" T T o, 8" T, T o (5.78¢)
OR ® X 37:-9 o7, =

— _4 v He 70 v .
Op; b ( ke op * ap, |V (5.78d)

Substituindo dpy/dp; — —u'/uP, utilizando o momento canonico dado pela equacio
(5.70), bem como o resultado apresentado na equagao (5.73) e retendo apenas termos
até segunda ordem na violagdo de Lorentz, obtemos:

1) i ad
OR 8my o (v 0T, 0T,
_ T | ===+ =1, 5.79
Ip; ~ Vu? (uo oud + 8u1) ( a)
(2) . . N P~ N
OR 8Mmy A Ayl 8my i Z,  8my 3 U Ay A
o, — o u T, T Py w7, T = = Tro @Tg _Jei)
(5.79b)
(3) 2 N S PO 2 <
OR dmy 2 TS 0Ty, _ 8myz 0TS Out
Opi AT v (7;9 Ipi " Opi Th)u = u? Tee out apiu - (579

Duas outras quantidades precisam ser calculadas para que possamos finalizar

a demonstragao, sao elas: 07, Jout e (07;% / 8u“> u”. A seguir, calculamos estas

derivadas
07, 107
o = ow (580)
8’7:;9 u? 87:-9 x, Ou” 87:-9 Zp
14 — *U 1% — *xU 14 . . 1
out out Wt out out u 7;“ (5:81)

Esta ultima equagao nos fornece a identidade abaixo:

oTe , 0T 3,
S = S T (5.82)
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- . 1)
Com o auxilio dos resultados expostos acima, podemos reescrever as parcelas g—ﬁ‘
1

ar |

op: da seguinte forma
or | 8my x| u oty a1
_ Mg (WO = 5.83
Op; u2 7. wd oud  ou’ (5.832)
orR|®  sm2: (o7e )\ our
= e . .83b
Op; u? Tee Out T op; (5.83b)

Usaremos agora as identidades obtidas em (5.22), que estao listadas abaixo de uma
forma mais adequada, a saber

o0 (\/—p> Vo Vetu (5.84)

Op; 8pZ My my ODp; My u®
ou? p] vVuz

AT ) ——0Y. 5.85
Op; 5’2% ( My My ( )

3
Substituindo esses resultados em g—;j ( ), obtemos:

® _ 8m¢7, 8’7:;@  E ) o N 8’7:;@ _ o ou?
e\ oud 01 O, oul 7] Op;
8my x| u 87:;9 z, (9’7:;9 z,
w0 | — -7, - —T51- 5.86
\/_TQ [uo (Ouo o+ out 7. (5-86)
Somando todas as quantidades calculadas, observamos o seguinte resultado

R _ 5 OR ©
opi =13 Opi

smyz (W oTr 0Tr\  Smyz (Wi,
- (3252 o (4707

8my 5 | u 8729 5o 8729 o
e [uo (auo —ﬁo) T Gur
= 0, (5.87)

OR
Op;

ou seja, obtemos um resultado identicamente nulo como esperado.

Finalizamos assim a demonstracao formal dos nossos resultados mostrando
que eles satisfazem todos os pré-requisitos exigidos. Na préxima se¢ao abordaremos



5.4. PROPOSICAO: MAPEAMENTO GERAL 129

uma outra maneira de obter os Ansdtze baseando-se em uma conexao direta entre
as Lagrangeanas Classicas e as relagoes de dispersao. Através desse método serd
possivel generalizar ainda mais nossos resultados.

5.4 Proposicao: Mapeamento Geral

A seguir, iremos propor uma forma geral de obter as Lagrangeanas Classicas
perturbativas a partir da expansao em primeira ordem das relagoes de dispersao.
Os passos para obter tais Lagrangeanas estao descritos proposicao a seguir.

Proposicdo 3 (Mapeamento Geral) Seja Q um operador cuja relagio de dis-
persao em przmezm ordem exista. Seja 94 Lagrangeana Classica correspondente
ao operador 0. Suponha, sem perda de generalidade, que o operador 9) possa ser
escrito da sequinte forma:

= 3 Qdar-qa—sp Py s (5.88)
d

onde usamos a defini¢io p, = (Eo,p)u. Suponha ainda que a equagdo de dispersdo
em primeira ordem seja

R (p) = pf = p* = mi — 2 (Qmy, pu) + -, (5.89)

cuja relagao de dispersio em primeira ordem (solugcao para particulas) é dada por

(Q . )

em que § € uma fungao genérica que envolve Q, my, e p, apenas.

2

po & \/m2 + p? + (5.90)

Para encontrar a contribuicao da Lagrangeana que corresponde a viola-
¢ao de Lorentz contida no operador f, precisamos sequir os sequintes passos: 1°)
substituir todas as ocorréncias ,/m?p +p? — —myVu?; 2°) substituir todos os

DPu — myu,/Vu? e, finalmente, 3°) multiplicar os termos que carregam a contribui-
cio da violagdo de Lorentz por u?. Sequindo os passos mencionados, encontramos a
sequinte estrutura para a Lagrangeana Cldssica:

~ 2 .
L° = —myVu? — gf* (Q*, My, uu) : (5.91)
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~ d-3

— m’l/) d)aq...oq— ~ A, y y
onde Q, = >, (\/?) Qldean...aq BUg,y - - - Uay 4 € fx sG0 fungoes obrigatoriamente
homogéneas de grau 0 em w,,. Dito isto, podemos afirmar que a Lagrangeana Cldssica
acima € a solugdo procurada para o operador Q.

Demonstracao. A fim de provar a proposi¢ao anterior, precisamos calcular algumas
quantidades tteis, a saber:

8Lé MUy, U, vVu?
= — = « 0,F+ 5.92
Pu B m + m¢mf + My uf ( )
(&
p* = m3 + 2f (Qu my, ) | (5.93)

onde usamos o teorema de Euler na fungao homogénea de grau zero f,, ou seja,

w0, f. = 0.

Agora vamos analisar a equagao de dispersao:
Rg(p) =p* —mi — 2 (Q,my, py) + ...,
= mi + 2. (Q*,mu},uu) — mi —2f (Q,mw,ﬁu) + ...,
~ 2f* (Q*’ My, u#) - Zf <Q7 m’tbaﬁu) . (594)

Contudo, sabemos que f (@, mw,pu) = s (@*, My, Uu) em primeira ordem apés a
substitui¢do p, — myu,/Vu?. Sendo assim,

Rz (p) = 2f. (@ My, uu) — 2, (Q*,m¢, u#) ~ 0. (5.95)

A estrutura geral da Lagrangeana Cldssica é L = —p,u", portanto, substi-
tuindo o valor de p, calculado em (5.92), obtemos:

L= _p,uu‘ua

My Uy, Ut uyut ; m ho,f
- « — U %9
m mqﬁ\/ﬁ My, g
2 N ~
— —myVu? — ﬂf* (Q.rmy, u,) = L. (5.96)
My,

~

Finalmente, devemos mostrar que 0R 5 (p) /Op; =~ 0 em primeira ordem. Derivando
entao a equacao de dispersao implicitamente, temos que

OR 5 (p) Ip - of
e oy 2 — 2 5.97
8pj Po 8pj p7 8pj ( )
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Sabemos ainda que dpg/dp; = —u! /u’. Substituindo este resultado na equagao
acima encontramos OR~ ()
5P of
Q
—_— = —2p + 2p — 2 5.98
Op; "ud apj ( )
Agora vamos substituir todos os componentes do momento pela equagao (5.92),
assim
373@ (p) N 2m¢uj 2u’ i \/_ uw Of,
Op; - Vu? m¢m i mw 10 AuO
N 2mpu? N 2u! - 2v/u? 0f,
Vaz o omgVurT o my Ouy
af Oy
5.99
3ua ap; (5.99)
Simplificando o resultado acima, obtemos:
OR5 70 2vu? 0f, Of, ou’ 0f. 0
ORsP) \/_“0 f0+ Va? O, O 0u’ ) Of. Oux. (5.100)
3pj my U ou My an 3ug 3pj 8uk 8pj
Invocaremos agora as seguintes identidades, a saber:
_ Myty AL
p,u - m — uu — m¢, pp,, (5101&)
2 2 4,7
dug _ V2 op _ Ve (5.101b)
Op;  my Op; my ul
Ou; 2 Op; 2
ui _ Vo Opi _ ﬂém. (5.101c)
Op;j  my Op; My
Substituindo estes resultados na equagao original, temos:
ORgp) _ NVww 0f. 22 0f Vil Of. 2V Of,
—= — + - (5.102)
Jp; mw W my Ou; mw wWou® ' my Ou
~ 0. (5.103)

Portanto, demonstramos que o Ansatz proposto para a Lagrangeana Classica
satisfaz todos os requisitos exigidos. m

Felizmente, o setor fermionico nao-minimo do MPE possui uma relacao de
dispersao idéntica aquela apresentada na equacao (5.90), onde a fungao genérica
f (Q, My, ﬁu) assume a seguinte forma:

F(Q my,py) = —myS —p- V£V, (5.104)
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em que ) é dado pela expressao
2 A\ 2 2 79 x N X X
NY% :(p-A) —my A" =2myp-T - A+p-T-T-p, (5.105)

e os operadores dispostos nas equagoes acima possuem a seguinte estrutura:

S = Z Sal“'ad*3pa1 o 'pad737 (5106&)
d=3

fj# = Z ]}ual-..ad,;ﬁ»pal *Pag_ss (5106b)
d=3

AH = Z Aualmadispal *Dag_ss (5106C)
d=3

’f’lw _ Z 7A-/woz1..,ad—3pa1 Doy s (5106d)
d=3

TH = et g, (5.106¢)

Vemos que a proposicao apresentada nos permite ir além dos resultados
mostrados nas se¢oes precedentes. Percebemos ainda que é possivel construir uma
Lagrangeana Classica consistente em primeira ordem bem mais geral. Observamos a
presencga de um termo novo, outrora impossivel de se detectar, que envolve os opera-
dores A e T simultaneamente. Calcularemos explicitamente a Lagrangeana Classica
correspondente e discutiremos ainda mais suas propriedades na secao 5.6 apos
examinar cuidadosamente o que ocorre com os coeficientes efetivos apresentados
na subsecao 2.2.2 no contexto da cinematica classica.

5.5 Coeficientes efetivos

Como apresentado na subsec¢ao 2.2.2, a liberdade que temos em redefinir
o campo espinorial eliminou e recombinou alguns dos coeficientes que aparecem
na definigdo original da densidade de Lagrange (2.31). Como essa redefini¢ao
modifica o modo como podemos expressar a equacao de dispersao, isso implicara
diretamente na maneira como a Lagrangeana Classica ird ser escrita. Portanto,
faz todo sentido estudar como esses coeficientes efetivos comportam-se quando
aplicamos a proposicao apresentada na secao 5.4.

Fundamentado nesta observacao, é possivel definir os escalares de Lorentz

efetivos G ef, Cueff, Jxeff € Hienr @ partir daqueles apresentados na subsecao 2.2.2.



5.5. COEFICIENTES EFETIVOS 133

Para tanto, seguiremos a prescrigao expressa na secao 5.4. Tais escalares serao
definidos genericamente como

RO —z@zd @ — @)

xeff — —x Pxeff Ty eff — xeff,uoq...ad,g,

utut L uts (5.107)

Como exemplo ilustrativo, vamos investigar o que ocorre com o operador
efetivo alg, cuja definigdo é mostrada a seguir:

1 e Q
als = 4t — —phe = Zae(;lf)u L e Dy (5.108)
d

My
Usando a prescricao apresentada na secao 5.4, sabemos que devemos mapear
g — Gl .5 através da substituicio p, — myue/vVu?. Em seguida, devemos
efetuar a contracao do resultado com a 4-velocidade de modo a obter o coeficiente
Qs eff = @l gu,. Para uma dimensdo de massa fixa d, obtemos o resultado:

Altr = BP0 oy 0,
1
_ =(d) (d) . (d 1) « Qg_
==, (a/p,al...adS m¢ﬁua1 Q9.0 3) TR T 37
d—4

_ =@ _ W @) e s

—a * (u2)(d 5)/2 Qg...0g_3 P y
_ Egd)&gkd) _ Egdfl)égﬂ—l) _ flel) _ Eidq) . (5.109)

Notamos que o nosso resultado passa a ser expresso em termos dos coeficientes A, e
E, com dimensionalidades diferentes. Vemos ainda que o mapeamento do operador
efetivo é consistente com os parametros listados na Tabela 3. Uma correspondéncia
andloga existe entre os operadores & e 1 que compoem o operador efetivo éi.
Esse operador assume a seguinte forma apds aplicar a prescri¢gao usual:

C% = C@ — Ny (5.110a)
O = gdad) (5.110b)
MY = 2d=Dyp (@) (5.110c)

As Lagrangeanas Cléssicas obtidas para A off © o9 o Sa0 mostradas a seguir:

*,

L3F = —myvV2 — AW 4 B (5.111a)

(d)

Lo = —myVu2 — C@D 4 N (5.111b)
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Uma consequéncia direta que pode ser notada a partir das solugoes acima é que os
operadores efetivos nos permitem escrever uma Lagrangeana Classica consistente
entre operadores distintos com dimensionalidades distintas. Essa é uma maneira
interessante de se obter novas Lagrangeanas através da composicao de operadores
que pareciam nao ter nenhuma relagao.

Podemos usar o mesmo procedimento para os operadores de spin nao-

degenerados que compdem os operadores efetivos ghy e HLf. Os resultados obtidos
para estes operadores efetivos sao mostrados a seguir

P XX 2 XA PN ~ A A~
Lgé?f) |d24 — _md; \% U2 :F _G/:G*'u + - — G*B* - (Gf:B*IJ,)UQ + B2 - (BfB*u)UQ,
par A /u2

= —myVu? F m (5.112a)

A(d —(d)%(d 2(d ~(d v oa g
Gi;),eff = ‘:‘gd)gi,u),eff7 gi,u),eff = géff),,uual...ozd,gu Uttt ) (5 112b)
e
Z(d) X, X 2 X A XA A A
LHeff |ig1%2r — _md) V u2 :F _HfH*,LL + u2 |:H*D* - (HiLD*‘u,)u2 + Dz - (DfD*#)U27

= My u? + V _ﬁ:ff,*f{eﬁ",*ya (5113)
ﬁiz),eﬂf = Eg)ﬁ*c;?,efh }Al*i),eff = ~e(1£lf),uya1,,_ad_3uyua1 Ly ®d-3 (5'114)

Nas equagoes (5.112a) e (5.113) a dimensao de massa foi omitida apenas para
manter a notacao enxuta.

Por fim, vale destacar que em todos os casos a mistura entre os operadores
ocorrem sempre entre um operador com dimensao de massa par e outro com
dimensao impar. Isso acontece, pois a tnica maneira consistente de construir um
novo operador a partir de operadores com dimensionalidades diferentes ocorre
apenas quando o nimero de indices sao compativeis, vide Tabela 1.

5.6 A Lagrangeana do setor fermiénico do MPE

Estamos preparados para calcular a Lagrangeana mais geral possivel para
o setor fermionico. Para tanto, nos valeremos do resultado demonstrado na se¢ao
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5.4, onde mostramos uma conexao direta entre a relacao de dispersao em primeira
ordem e a solucao perturbativa para a Lagrangeana.

A relagao de dispersao que iremos considerar é exatamente aquela calculada
na subsecao 2.2.2; dada pela equagao (2.81), que pode ser reescrita em termos dos
operadores efetivos, a saber:

1 N
g (.
BE = By = 5 (p-Vea FV), (5.115a)
Y = P (T o(Tew) (5.115b)

onde as formas dos operadores efetivos sao mostrados a seguir [42]:

. . 1 N x x 1 A
=V S, T =T 4 A, (5.115¢)
My, My,

Aplicando agora o mapeamento geral descrito na secao 5.4, obtemos a
seguinte Lagrangeana Classica “master” que inclui todos os operadores do MPE

nao-minimo:

Lgnia)ster = _mwm + )A)*,eff + y* > (5116&)
Vi = \/ ~(Teert)* (Treft ) - (5.116b)

. + . ~ . .
Os operadores efetivos que aparecem na L](ma)ste]r acima sao definidos a seguir:

Vsett = Vs + V28, (5.116¢)
2 X ut A X
Y =T = A Va2 AL (5.116d)

onde usamos as seguintes definigoes:

S.= Y = (éf,f“ - \’Z%mff“)) , (5.117a)
d>4,par
V= > =i (%éﬁﬂ) — def)) o V= Vut, (5.117Db)
d>3,impar
~ M)y A~ ~ o o
A,= Y =29 ﬁdi‘fj” - ij}) . A=At (5.117¢)
d>3,impar
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e =@ [ M 2(a+1) _ ()
Tw= > Ei ( 3o Hy' (5.1174d)

d>3,impar

além, é claro, dos fatores de consisténcia responsaveis, dentre outras coisas, por
preservar a homogeneidade de grau 1:

d—3
—(d) _ My,
=y = (UQ)(T)/Q’ (5118&)
d—3
m
R — (5.118b)

—A T (uQ)(d—3)/2 )

Podemos destacar algumas propriedades interessantes da solucao (5.116a). A
primeira refere-se ao fato da Lagrangeana Classica ser basicamente escrita em termos
de dois operadores efetivos, V; . contendo as propriedades referentes aos operadores

de spin-degenerados e ﬁﬁeg responsavel pelas propriedades dos operadores de spin
nao-degenerados. Outro destaque importante é que todos os resultados obtidos nas
subsegoes 5.1.1 e 5.1.2 estao contidos na solugao representada pela equacao (5.116a).
Por fim, vale salientar que o tinico operador que nao esta diretamente contido na
Lagrangeana master ¢ o operador pseudoescalar representado por P = f —mmy. Como
ja foi mencionado na secao 5.1.3, o operador pseudoescalar possui contribui¢oes
nao-nulas a partir da segunda ordem e, como sabemos, os nossos resultados sao
validos apenas em primeira ordem. Todavia, as correspondéncias descritas pelas
equagoes (5.42) e (5.43) nos permitem escrever uma solugao explicita para tais
operadores.

E importante mencionar ainda que, do ponto de vista da propagacao de
particulas, o spin exercera uma influéncia nas trajetorias desde que a contribuicao
V. seja nao nula. Como podemos observar na equagao (5.116a), o tltimo termo
controla exatamente essa dependéncia no spin, fazendo com que particulas com
spin-up propaguem-se de maneira distinta das particulas com spin-down. Vemos,
portanto, que mesmo no regime cléssico o efeito residual do spin pode ter um papel
importante na propagacao das particulas.

Muito embora nao tenhamos feito aplica¢oes com a Lagrangeana (5.116a),
podemos enumerar aqui varias propostas. A aplicacao mais direta que podemos fazer
refere-se ao acoplamento desta Lagrangeana a um campo eletromagnético externo
ou mesmo a um campo gravitacional. A partir destes acoplamentos, sera possivel
extrair informagoes importantes sobre a propagacao das particulas sob a influéncia
destes campos. Uma outra possibilidade reside em obter a Hamiltoniana associada
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através da transformacao de Legendre. Com esta Hamiltoniana modificada em
maos, ¢ possivel construir uma equacao de Schrodinger modificada, por exemplo,
e assim estudar os efeitos causados pelas novas contribui¢oes. Um estudo menos
trivial de se por em pratica diz respeito a promocao desta Lagrangeana a estrutura
de Finsler. Neste cenario, ¢ possivel estudar a propagacao de particulas em espacos
curvos. Outra abordagem um pouco mais complexa de se implementar, consiste em
considerar os campos de fundo dependentes das coordenadas. Este cenario poderia
trazer novos efeito interessantes.

Ainda no contexto das trajetoérias das particulas, podemos escrever a equacao
que descreve a geodésica da particula, a saber (para um tratamento mais detalhado
vide Referéncia [210]):

dr \ F dx

onde F' corresponde a estrutura de Finsler associada a Lagrangeana Cléssica L. Os

j |
pd <1dx>+GJ:o, (5.119)

coeficientes GY sdo conhecidos como spray coefficients e possuem a seguinte forma:

, . dzF dat
Gl = Tt —— —— 5.120
g Kl A\ di ( )

em que os simbolos de Christoffel I',,;; para a métrica de Riemann-Finsler g, ¢

dada por:

! (agﬂ L 99 _ ag’“) . (5.121)

Dokt = 2\ 0z, = Ox 0z;
Em geral, as solugoes da equagao (5.119), que correspondem a geodésica, sao
bastante complexas mesmo para configuragoes simples e para geometrias com uma
alta simetria, como ¢ o exemplo da esfera. Em muitos casos solugoes analiticas nao
sao possiveis, sendo necessario o uso de métodos numeéricos.

5.7 A Lagrangeana do setor de neutrinos do MPE

Como uma aplicacao final do mapeamento geral apresentado na secao 5.4
e dos resultados apresentados no capitulo 3, em especial da relagao de dispersao
apresentada na equagao (3.25), queremos descrever de maneira geral a cinematica
classica para um sistema composto por neutrinos. Esta tltima é descrita por uma
funcao de Lagrange em termos de 4-velocidades u*, de maneira inteiramente andloga
ao que estudamos no inicio do capitulo.
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Vamos empregar o mapeamento para o caso em que o numero de sabor é
igual a um, isto é, N = 1. Esta escolha corresponde a situagdao em que temos um
neutrino de Dirac e um neutrino de Majorana. Aplicado o mapeamento, obtemos a
seguinte Lagrangeana:

L2+ _ _aAr(12) /2 |1 — ( disp /* * disp /*
L =-M u? |1 2(M1D)2 YCON: +..., (5.122a)
m m\>
M = 5 * <2> — M. (5.122b)

As quantidades marcadas com asterisco emergem das expressoes definidas em (3.28)
substituindo p, +— u, em cada operador. Cada contracao envolve também uma
constante adicional que depende da dimensao da massa e é responsavel por manter
a homogeneidade de grau 1 preservada. Para um operador genérico, por exemplo,
cuja dimensao de massa seja d, obtemos

5 MO s
(O ) = ) O e gy (5.123)

Como existem quatro relacoes de dispersao modificadas, também existem
quatro Lagrangeanas Cléassicas correspondentes. Cada uma delas descreve um tipo
de “neutrino classico” massivo. No limite em que os operadores que controlam
a violagao da simetria de Lorentz anulam-se, as Lagrangeanas assumem a forma
L2 = —M2)3/y2 que é andloga ao resultado L = —myv/u? obtido para o setor

) P
fermionico com um tnico férmion de massa m,. Aqui vemos como as combinagoes
M®2) dos coeficientes da matriz de massa podem ser interpretados como resquicios
classico do efeito quantico da mistura de sabores. Além disso, verifica-se que a
Lagrangeana Classica preserva a homogeneidade de grau 1 em u*, como esperado.

Lagrangeanas Classicas como a apresentada na equagao (5.122a) sdo valiosas
na descricao da violacao da simetria de Lorentz para neutrinos na presenca de um
campo gravitacional externo, por exemplo. Visto que a secao atual serve apenas
como uma demonstragao do procedimento basico desenvolvido neste capitulo, nao
nos aprofundaremos neste topico interessante.

Sempre que as massas dos neutrinos forem simplesmente negligenciadas, as
Lagrangeanas classicas obtidas anteriormente simplesmente perdem seu significado.
A propagacao de neutrinos em um background gravitacional deve entao ser descrita
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por um formalismo diferente, como por exemplo, o formalismo eikonal, que se
mostrou bastante adequado para particulas sem massa, tais como os fétons [213].

5.8 Expansao perturbativa: spin nao-degenerado

Iremos agora aplicar o método interativo apresentado no final da subsecao
2.3.2 para obter as séries perturbativas das Lagrangeanas Classicas que corres-
pondem aos operadores de spin nao-degenerados. Vimos que mesmo no método
interativo, precisamos seguir todo o protocolo relacionado a obtencao da Lagrange-
ana Classica proposto em [65], sdo eles: derivacao implicita da equagao de dispersao,
correspondéncia entre as velocidades, teorema de Euler para fun¢ées homogéneas e,
por fim, obtencao do polinémio P (L;u*, m, k).

A diferenca primordial entre os métodos é que o polinémio obtido nesse
processo continua com uma dependéncia dos 4-momentos, isto é, P (L; u#, m, ky; p*),
o que é algo bastante inconveniente. Contudo, o método perturbativo nos permite
calcular as correcoes das Lagrangeanas ordem-a-ordem através de iteragoes, cujo
ingrediente primordial é o polinémio P (L; u*, m, k,; p*) (2.107).

O primeiro passo do algoritmo ¢ iniciado conhecendo a Lagrangeana de
ordem zero e o 4-momento de ordem zero (py)" associado, ambos obtidos a partir
do polinémio P (L;u*, m, k, = 0). Em seguida, substituimos o 4-momento obtido
no polinémio, ou seja, P (L; u”, m, ky; (po)"), e expandimos até primeira ordem nos
coeficientes de controle. Esse processo nos fornece as Lagrangeanas Classicas de
primeira ordem. Seguindo este método, calculamos as Lagrangeanas de segunda or-
dem através do polinémio P (L; ut, m, k; (p1)") e assim por diante, vide o exemplo
estudado no final da subsecao 2.3.2.

Apresentamos a seguir o resultado generalizado que usaremos para obter as
Lagrangeanas Classicas dos operadores nao-minimos de spin nao-degenerados b,
d,, H,, e §u, cujos detalhes sao apresentados no Apéndice B:

L
uu‘b — —TF {in [pu _ (d _ 3)b(d)/w<><b(d))y<>} + b(d)u<><b(d))y<>p,u
b
_p(dop(d)po + (d _ 3) [b(d)“w(b(d))yopQ . b(d)ob(d)’w}} 7 (5.124&)
L N .
Wiy = = (£ [+ 2(d = 9)X7] = 2Xp — HOo(HD), 2
H

+(d - 3) (—2X¥p? — p, H D o (HD) 0 + 27 V), (5.124b)
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onde, por conveniéncia, definimos as seguintes quantidades:

Ty = £7, [p* = (d = 3 (b),°] - (d - 2)77, (5.125a)
Tl =+Ty[p? +2(d —3)X] — (d—2)Y% + (d — 4)Y?, (5.125b)
~ 1 N
Xe= Z1t[<d>w>(ztf<d>)W<>, (5.125c¢)
~ 1 -
Ye= ZH<d>fw<>(H<d))W<>. (5.125d)

Resultados analogos para cfu e § podem ser obtidos diretamente da equagao (5.124)
através do mapeamento b s d(dHDre o frlduve y g(d+mve reghectivamente,
com as devidas adaptagoes na dimensao de massa d. Todavia, em contraste com
os resultados de primeira ordem na violagao de Lorentz, conforme discutido na
secao 5.1, nao é possivel realizar as substituigoes ZA)M — —flu e H v —77W. Essas
substitui¢oes induzem acoplamentos entre diferentes tipos de coeficientes, e as
equagoes (5.124) nao sao adequadas para tais cendrios.

Contraindo as 4-velocidades obtidas em (5.124) com u,, e usando novamente
o resultado L = —p,u*, obtemos um polindémio P (L; u#, m, k,;p") quadratico em
L, tais como aqueles obtidos para os operadores de spin degenerado [80, 188]. Por
exemplo, para o caso IA)M obtemos o seguinte resultado:

P (L; ut,m, Z;M;p”) = (L +Yf Ly —u? =0, (5.126a)
onde
G = ()71 [T + 00w () 7] (5.126b)
v = @) 7H{[d = 3)FT = (B, — mi)
X b7, (6(D) 0 4 D2 (B, 4+ (d = 3D upy |}, (5.126¢)
= = £, [ml, — (d— DD 0D) 0] — (d— 4T3, (5.126d)

A equacao (5.126a) pode ser resolvida para a Lagrangeana L ao custo de
ainda depender parcialmente do 4-momento. No total, sao quatro solucoes: duas
para particulas e duas para antiparticulas. Essas solu¢oes sdo muito poderosas, pois
nos permitem calcular as Lagrangeanas como séries perturbativas nos coeficientes
de controle. Na préxima secao iremos obter alguns resultados explicitos.
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5.9 Correcoes perturbativas

A seguir, apresentamos as Lagrangeanas Classicas para os operadores de
dimensdo-5 b e H em segunda ordem na violacao de Lorentz. Fazendo d = 5 na
equagao (5.126a) e aplicando o método interativo, obtemos a seguinte Lagrangeana
para o coeficiente b:

LG = 1o [14/F0) = 59), (50

) - <1 Sy oy (2O~ 60O . E)

+ 6(5®)(53), (5®)B (5O 5 — 2(5(5))a(g§(5))aﬁ(z}(n”))w(é(f’))v)} . (5.127)

O resultado acima é valido para uma escolha totalmente simétrica dos coeficientes
de controle b(%) igs que corresponde a 20 coeficientes independentes.

A situacao é mais complicada para o operador H.Em primeiro lugar, um
pequeno problema pode surgir com a notagao originalmente adotada em [80] e
que queremos usar por uma questao de consisténcia. Alguns resultados podem ser
expressos de forma mais conveniente em termos do dual do coeficiente de controle
H V)al sy due denotamos por um til, como de costume:

(HD) oo s = = Euver(HD)2 (5.128)

a1...0¢(g—3)

DO | —

Observe que as contragdes adimensionais do dual com a 4-velocidade normalizada
" = ut /v/u? serao escritas por um til duplo:

(HD)ayar = M H D)o, ajarsran s 401002 L (5.129)

Dessa forma, devemos lembrar que este ltimo resultado nao corresponde ao dual
do dual nesta se¢do. Como um primeiro exemplo, nos concentraremos no coeficiente
minimos H Lf’,) . E sabido que a Lagrangeana para o conjunto completo de seis
coeficientes independentes ainda nao foi reportado na literatura. Resultados exatos,
por outro lado, foram obtidos para os setores compostos pelos coeficientes Hé?) e

. . 3
para os coeficientes puramente espaciais Hi(j)

separadamente. Contanto que esses
dois setores ndo se acoplem, a condi¢gio Y& = L(H®)  (H®)m = 0 é preservada.

A Lagrangeana para esses casos pode ser encontrada na referéncia [65].

Contudo, para o caso Y®) = 0, podemos empregar o algoritmo acima para
obter uma forma perturbativa da Lagrangeana Classica. O resultado em terceira
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ordem na violagao de Lorentz é mostrado a seguir:

(Y )2
2(H®)o(H®)"
(V)2 (HO) o (HO) (HD) 5, (HP)
2 [_(ﬁ[(3>)a(ﬁ[(3))a]5/2

Ly = Lo (1 () ()

¥ (5.130)

Uma Lagrangeana covariante também pode ser calculada para o operador H
de dimensao-5 em segunda ordem na violagdo de Lorentz. O resultado em questao
pode ser escrito da seguinte forma:

LYy = Lo( 17 \/—(H<5>)Q(H<5>)a e (5.131a)
| (HO)(HO)
1
6L® =257 — 557 — ¢ + 87 + 87) — 45 + 57 — 5517, (5.131b)
1 ~
SL® = 5(3/(5))2 T T A QR O (5.131c)

com os escalares de Lorentz expressos em termos de tensores formados a partir dos
coeficientes H l(f;)@g contraidos adequadamente com as 4-derivadas conforme equagao
(5.128):

SO = (A, ()2, (5.132a)
S = (HO) L (HP)X®) (5.132b)
857 = (HO)a(HO) A (H )55 (HO) (5.132)
S = (H®) o, (HO)P (HO), 0 (H) (5.132d)
S = 4 (HO)(HO) o (D)5 (HD) (5.132€)
g = 4o (HO)?(HD) gyt (H) (H),7 (5.132f)
S77 = (HO) o (HO) P (H )55 (HO), (5.132¢)
S = (HO) (H®) g (H®)) g0 (H®), (5.132h)

S = ()0 () ()5 (HO)" (51321
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~ 1 - ~ .
X6 — Z(H(E’))OC,B(H(E’))W, (5.132j)
- 1 - >

Y6 — 1(H(S))W(H(@)W_ (5.132k)

O 1ltimo resultado é valido para um coeficiente H ;(3/)90 simétrico em seus dois

- o 5t . . .
ultimos indices. Claramente, a forma da Lagrangeana Lg}, ¢ muito mais complexa

do que Lgi dada pela equagao (5.127).
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CAPITULO 6

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesta Tese, iniciamos os nossos estudos com o MP no Capitulo 2. Apresen-
tamos ainda a sua extensao, denominada MPE minimo, cuja principal propriedade
¢ a violacao da simetria de Lorentz, implementada em todos os setores do MP.
Vimos que as modificagoes no MP preservam tanto a estrutura de gauge quanto
a independéncia nas coordenadas do espaco tempo. Esta tltima propriedade é
requerida para que o tensor energia-momento seja conservado.

Analisamos também a chamada extensdo nao-minima do MPE. A ideia
central desta extensao consistiu em implementar altas-derivadas nos operadores
de campo, gerando assim contribui¢oes nao-renormalizaveis. Estes operadores,
como discutido, tornam-se relevantes em altas escalas de energias. Concentramos a
nossa atencao nos setores dos fétons, férmions e neutrinos, onde apresentamos as
principais propriedades de cada um.

Descobrimos, ao longo dos nossos estudos, que a violagao da simetria de
Lorentz faz-se presente em outros cenarios, como é o caso da eletrodinamica
planar. Vimos que é possivel obter uma eletrodindmica modificada em (1 + 2)-
dimensoes a partir do setor eletromagnético do MPE. A técnica que nos possibilita
obter tais resultados é conhecida como reducao dimensional. O outro cenario de
destaque nas ultimas décadas tem a ver com o estudo da cinematica classica de
uma particula pontual e relativistica na presenca de um background constante.
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Gragas a existéncia do mapeamento desenvolvido em [65], foi possivel construir as
Lagrangeanas Classicas que descreve a cinematica de uma particula pontual. Como
vimos, estas Lagrangeanas guardam uma conexao com a geometria de Finsler.

No Capitulo 3, nés apresentamos um conjunto de ferramentas matematicas
muito uteis. Estudamos as matrizes gama e suas propriedades com bastante detalhes.
Examinamos de maneira sucinta as defini¢oes e propriedades dos produtos tensorial,
de Wedge e o dual de Hodge. Por fim, analisamos também um algoritmo capaz de
calcular determinantes de matrizes em bloco. Todas essas ferramentas foram de
grande ajuda tanto para a compreensao quanto para a apresentagdo compacta dos
resultados apresentados neste capitulo.

Os nossos resultados principais iniciaram-se com a derivagao do propagador
completo para a teoria de Dirac modificada baseada no MPE nao-minimo. Este
resultado, além de novo e muito importante para futuras aplicagoes em TQC,
também foi ingrediente primordial para a obtencao da equacao de dispersao do
setor dos neutrinos. Finalmente, com todo o alicerce montado, foi possivel calcular a
equagcao de dispersao para o setor de neutrinos modificado na sua forma covariante.
Vale ressaltar que a solugao obtida vale para um sistema composto por 2N neutrinos,
isto é, N do tipo Dirac e N do tipo Majorana. A abordagem adotada torna o nosso
resultado ainda mais geral, uma vez que ainda nao se sabe qual a natureza dos
neutrinos. Apesar da estrutura do setor dos neutrinos ser bastante diferente do
setor fermionico, em parte gragas a estrutura de sabor, notou-se que as equagoes
de dispersao desses setores possuem uma estrutura bastante semelhante.

Como os coeficientes de controle podem ser tratados de forma perturbativa,
foi possivel obter as relacoes de dispersao em primeira ordem nos coeficientes de
controle. Muito embora as estruturas da equacgao de dispersao e das relacoes de
dispersao sejam bastante complexas, estes resultados podem ser tteis tanto em
futuras aplicagoes fenomenoldgicas quanto em pacotes de software, uma vez que
reduzimos o calculo do determinante de uma matriz (8N x 8 N) em uma unica
equacao completamente covariante.

Dentre as diversas possibilidades de aplicagoes para as relacoes de dispersao
obtidas, a mais evidente sem dividas é a oscilagdo de neutrinos. Como ja men-
cionado, as oscilagoes entre sabores podem ocorrer mesmo na auséncia do termo
massivo no MPE. Em teorias cuja simetria de Lorentz é violada, os operadores que
controlam a violagao da simetria, e que possuem dimensao de massa, podem ser
interpretados como uma “massa efetiva” induzindo assim o fenémeno de oscilagao.
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Isto posto, ja que a probabilidade de transicao entre sabores também depende
da relacao de dispersao, nossos resultados podem ser utilizados para estimar tais
efeitos tanto para a versao minima quanto para a versao nao-minima do MPE.
Além disso, calcular as probabilidades de transicdo entre neutrinos de Dirac e
neutrinos de Majorana ¢ algo factivel, uma vez que os nossos resultados sao os mais
gerais possiveis. Neste tltimo caso, podemos obter os bounds para os coeficientes
de controle que permitem a mistura entre esses neutrinos. Ademais, dentro do
setor de neutrinos ha muito o que se fazer, por exemplo, estudar a propagacao de
neutrinos de Dirac e Majorana acoplados a um campo gravitacional. Poderiamos
também observar quais novos efeitos poderiam sugir entre os neutrinos acoplados
aos chamados fétons escuros [211] ou mesmo axions [212].

A eletrodindmica planar nao-minima foi obtida no Capitulo 4. Ao aplicar a
reducao dimensional no setor eletromagnético do MPE nao-minimo, foi possivel
obter uma QED3 estendida que contempla todas as formas possiveis de violar a
simetria de Lorentz. Ao empregar a reducao dimensional, nés obtivemos nao sé
uma eletrodindmica modificada, mas também uma teoria planar para um campo
escalar. Esse campo escalar é igualmente modificado por operadores que violam a
simetria de Lorentz e acopla-se ao campo eletromagnético através dos acoplamentos

(]%AF)H € (]%¢F)n)\u-

A partir da densidade de Lagrange planar obtida no processo, foi possivel
obter as equagdes de campo acopladas. Ao desacoplar a teoria através da prescricao
(l%AF)H — 0 e (]%gzsp)n/\” — 0, foram calculadas as funcoes de Green tanto para o
campo eletromagnético quanto para o campo escalar. Além disso, derivamos também
as regras perturbativas de Feynman da teoria. Por outro lado, apresentamos uma
técnica que nos possibilitou generalizar os calculos dos propagadores de campos de
spin-1 em (1 4+ D)-dimensoées. Essa abordagem baseou-se no teorema de Cayley-
Hamilton e na estrutura dos tensores de rank-2. Determinamos ainda as relacoes
de dispersao em primeira ordem para as duas teorias desacopladas. Finalmente,
as solugoes homogéneas e nao-homogéneas das equagoes de campo desacopladas
foram construidas.

Os resultados obtidos no Capitulo 4 sao fundamentais para se entender
a fenomenologia de sistemas planares onde campos eletromagnéticos e escalares
fagcam-se presentes. Andlises mais sofisticadas das propriedades desses setores
estao planejadas para serem realizadas no futuro, incluindo aplicagbes em sistemas
planares no contexto da matéria condensada como, por exemplo, o Efeito Hall. Neste
ultimo caso, poderiamos investigar as consequéncias da anisotropia introduzida
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pelos coeficientes de controle neste efeito. De fato, a estrutura desenvolvida aqui
pode servir de base para investigacoes tedricas dos aspectos eletromagnéticos
em varios sistemas planares da matéria condensada. Além disso, a estrutura da
eletrodindmica planar é muito mais simples do que a teoria original em (1 4+ 3)-
dimensoes do espaco-tempo.

O modelo tedrico desenvolvido abre muitas outras portas para novos estudos
em sistemas planares. No contexto da TQC podemos calcular os mais diversos
processos de espalhamento, o andlogo planar do efeito Cherenkov entre outros.
Ja em Mecanica Quantica pode-se, por exemplo, buscar efeitos equivalentes ao
Aharonov-Bohm, Aharonov-Casher ou até mesmo Aharonov-Ananda em (1 + 2)-
dimensoes. Estudar os efeitos desta eletrodindmica modificada em um espago-tempo
curvo também é possivel. Promover os coeficientes de controle a dependentes das co-
ordenadas do espaco-tempo pode revelar efeitos interessantes presentes nos sistemas
planares. Neste tultimo caso, podemos averiguar quais as implica¢oes da quebra da
invaridncia translacional. E possivel ainda calcular explicitamente as solugdes cldssi-
cas para algumas configuragoes interessantes. A partir dessas soluc¢oes, poderiamos
compreender melhor como os coeficientes de controle modificam tanto o campo
elétrico como o magnético. Estes resultados seriam particularmente interessantes em
problemas planares de eletrostatica e magnetostatica. Poderiamos também estudar
a expansao multipolar e, a partir desse resultado, examinar quais as diferencas
em relacdo ao modelo em (1 + 3)-dimensoes. No que diz respeito & propagagao
de ondas eletromagnéticas, estudos semelhantes aos de guias de onda e cavidades
ressonantes poderiam ser feitos. Além disso, aplicar a eletrodindamica modificada
a meios dispersivos planares parece algo factivel. Enfim, muitas possibilidades de
aplicagoes estao em aberto para o modelo em questao.

Os resultados apresentados no Capitulo 5 correspondem as Lagrangeanas
Cléssicas alicercadas no setor fermionico do MPE nao-minimo. Estas Lagrangeanas,
como discutido no final do Capitulo 2, descrevem particulas pontuais e relativisticas
que se propagam na presenca de um background constante. Iniciamos este capitulo
construindo os ansdtze que correspondem as provaveis solu¢oes perturbativas nao-
minimas. Estes ansdtze fundamentaram-se fortemente tanto nas expansoes das
solugoes do setor minimo quanto nas solugoes do setor nao-minimo. Logo apés a
proposicao dos ansdtze, demonstramos formalmente que as Lagrangeanas Classicas
construidas de fato satisfazem as cinco equagdes que governam a cinematica classica.

Ao longo da construcao dos ansdtze, foi observada uma estreita conexao
entre as nossas solugoes e as relagoes de dispersao. Esta correspondéncia nos permi-
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tiu propor um mapeamento geral entre as relacoes de dispersao e as Lagrangeanas
Classicas. Esta proposi¢ao nao so corroborou os nossos resultados iniciais como tam-
bém nos possibilitou generalizar ainda mais as nossas solugoes para os coeficientes
de spin nao-degenerado. A partir deste mapeamento, constatamos que uma nova
contribui¢ao proporcional a wu - 7. - A, satisfazia todos os pré-requisitos exigidos pela
cinematica classica. Com o auxilio dos coeficientes efetivos apresentados no Capitulo
2, construimos o que chamamos de Lagrangeana master. Esta solugao perturbativa
congrega tanto os coeficientes de spin degenerado quanto os coeficientes de spin
nao-degenerado em uma unica equagcao.

Com a finalidade de verificar a amplitude de sua aplicabilidade, decidimos
empregar o mapeamento geral para o setor dos neutrinos. Com as relagoes de dis-
persao encontradas no final do Capitulo 3, obtivemos com sucesso as Lagrangeanas
Classicas que descrevem a cinematica dessas particulas. Notou-se, por sua vez,
que as solugoes classicas carregam em sua estrutura possiveis efeitos relacionados
as oscilagoes de neutrinos. Embora este efeito seja de origem quéantica, ele pode
ser inferido nos nossos resultados, pois as massas dessas particulas misturam-se
entre as diversas solugoes encontradas, um claro indicio de um efeito residual das
oscilagoes.

Por fim, decidimos aplicar o recém desenvolvido algoritmo, detalhado no
final do Capitulo 2, na tentativa de obter corre¢des perturbativas de ordem superior
a um [80]. Aplicamos o método iterativo aos coeficientes de spin nao-degenerado e
obtivemos com sucesso as corre¢oes em segunda ordem desejadas para os coeficientes
b de dimensao 5 e os coeficientes H de dimensdes 3 e 5.

Gracas a relacdo entre a cinematica classica do MPE e a geometria de Finsler,
pretendemos, em trabalhos futuros, investigar se as Lagrangeanas encontradas
podem ser promovidas a novas estruturas de Finsler. Os resultados apresentados aqui
também atraem o interesse dos matematicos, ja que estes resultados representam
uma base sélida para a construgao de novas estruturas de Finsler. Para além disso,
podemos ainda estudar casos de operadores invariantes de Lorentz no contexto do
MP (ver, por exemplo, Tabela V em [44] e Tabela XX em [214] no espago-tempo
de Minkowski).

Muitas outras investigacoes podem ser feitas a partir dos nossos resultados.
O exemplo mais simples consiste em acoplar a nossa Lagrangeana master a um
campo eletromagnético externo ou mesmo a um campo gravitacional. De maneira
equivalente, podemos acoplar Lagrangeana dos neutrinos a um campo gravitacional.
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A partir destes acoplamentos, informacoes importantes sobre a propagacao das par-
ticulas podera ser extraida. Estudar as Hamiltonianas associadas as Lagrangeanas
também é algo interessante. Por exemplo, com as Hamiltonianas modificadas em
maos, somo capazes de construir equagoes de Schrodinger modificadas. Com estas
equagoes, podemos explorar os efeitos causados pelas novas contribuigoes advindas
da violagao da simetria de Lorentz em sistemas quanticos, tais como o atomo de
hidrogénio, atomos formados por antiparticulas, entre outros. Um estudo menos
trivial consiste em considerar os campos de fundo dependentes das coordenadas.
Neste caso, examinar as implicacoes da quebra da invariancia translacional na
propagacao das particulas faz-se necessario e pode nos fornecer muitas informacoes
interessantes. No contexto da geometria de Finsler, podemos ainda estudar como os
férmions propagam-se em espagos-tempo curvos com quebra explicita da simetria
de Lorentz. Calcular as geodésicas que as particulas descrevem nestes espagos-
tempo é um trabalho em aberto. Porém, ndo é tarefa facil, principalmente para as
contribuigoes que quebram a degenerescéncia de spin. Nesse sentido, é preciso fazer
uso de métodos numérico ou buscar novas alternativas que nos permitam obter
solugoes analiticas.

Em suma, gostariamos de ressaltar que o problema relacionado a obtencao
das Lagrangeanas Classicas que descrevem particulas pontuais relativisticas sujeitas
a violagao da simetria de Lorentz parametrizada pelo MPE pode ser considerado
resolvido. Cerca de 10 anos apés ter sido proposto originalmente em [65], obtivemos
os ultimos resultados desse quebra-cabeca. Uma compilacao das Lagrangeanas
obtidas até agora formam uma estrutura que parametriza a violagao da simetria
de Lorentz no contexto da cinemética classica [65, 66, 67, 68, 71, 73, 75, 76, 77,
78, 79, 80, 181]. Esta estrutura poderia ser facilmente chamada de “point-particle
Standard-Model extension”.
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APENDICE A

FERRAMENTAS MATEMATICAS

Este Apéndice dedica-se ao estudo das propriedades de algumas ferramentas
matematicas indispensaveis para a compreensao do que fizemos ao longo do Capi-
tulo 3. Iniciaremos estudando os aspectos gerais das matrizes gama, explorando,
principalmente, a sua independéncia linear. Esta propriedade é relevante para o
entendimento da técnica implementada na secao 3.2. Estudaremos ainda alguns
produtos que sao recorrentes no desenvolvimento das nossas solugoes, sao eles: o
produto tensorial, o produto de Wedge e o dual de Hodge. Por fim, estudaremos
um método que nos permite calcular o determinante de matrizes que podem ser
escritas em blocos. Este tltimo resultado tem um papel central na obtencao da
equacao de dispersao.

A.1 Matrizes gama

Na Fisica-Matematica as matrizes gama, também conhecidas como matrizes
de Dirac, tém um papel muito importante na descricao de férmions, além, é
claro, da sua relevancia na descricao de rotagoes infinitesimais e boosts no espago
espinorial. Tais matrizes satisfazem uma relagdo de anticomutagao muito particular,
o que as conferem o titulo de geradoras da representacao matricial da algebra de
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Clifford" Cl; 5 (C). Muito embora seja possivel definir as matrizes gama para um
espago de dimensao arbitraria, iremos nos ater aqui ao espago de Minkowski em
(1 + 3)-dimensdes.

Em (1 + 3)-dimensoes as matrizes gama compoem um conjunto linearmente
independente de 16 matrizes de dimensao 4 x 4. Devido a independéncia linear,
este conjunto gera o espago das matrizes complexas de dimensao 4 X 4, ou seja,
qualquer matriz A € Mat, (C) pode ser expressa como uma combinagao linear
dessa base. As matrizes gama podem ser escritas em uma forma covariante, o que
é bastante conveniente, pois elas sao amplamente usadas em teorias relativisticas.
A representagao contravariante é mostrada a seguir:

{T%) = {14,7°, 4, 179", 0"}, (A.1)

12,3 4

onde 14 é a matriz identidade, 75 = v* = i7%y'4?93 é a matriz de Dirac quiral e

ow = (i/2)[7,,7,]- Explicitamente, as matrizes gama assumem a seguinte forma:

f)/o = ]12 0 fyk g O Uk ’}/5 = 0 12 . <A2)

0 -1,/ —dk 0]’ 1, 0
A partir dessas definicoes, somos capazes de obter tanto iy°y# como o*¥. Podemos
ainda obter a forma covariante das matrizes gama fazendo uso da métrica de
Minkowski, isto ¢, 7, = 7,,7". Desta forma, é possivel obter toda a base dual {I'4}.

Dentre as propriedades mais importantes, destacamos inicialmente o fato
das matrizes de Dirac satisfazerem a éalgebra de Clifford Cl; 3 (C) definida a partir

1 Seja B uma forma bilinear em um espago V. Definimos a 4lgebra de Clifford C1 (V,B) como a

algebra associativa gerada pelos elementos de V, que satisfazem a seguinte relacao
u®v+vu=2B(uv)l,, uveV,

onde ® denota o produto tensorial. Se B = 0, a expressao acima reduz-se a conhecida algebra
exterior A (V). Para o caso mais geral, hd um isomorfismo, conhecido como quantization map,
designado por

qg:N(V)—Cl(V,B).

Dessa forma, a élgebra de Clifford pode ser considerada como uma algebra exterior A (V) com
respeito a um novo produto “deformado”. Como exemplos da atuacao do operador ¢, temos:

qu) = u
glunv) = w—B(u,v).
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da relacdo de anticomutagao {v*,7"} = 2n**1,. Além disso, as matrizes gama
satisfazem a seguinte relagdo de ortogonalidade

Tr(TATP) = 46,7, (A.3)

ou seja, dois elementos distintos do conjunto I' sao ortogonais entre si com respeito
ao produto escalar definido no espaco espinorial, que neste caso é definido pelo
trago Tr(...).

As matrizes gama aparecem na teoria de Dirac na forma de covariantes
bilineares, ou seja, apresentam-se na seguinte estrutura: 1/I'y), onde 1) é um espinor e
p = wayO o seu conjugado. Através dessas estruturas bilineares, podemos classificar
as matrizes de Dirac quanto ao seu comportamento sob transformacoes de Lorentz.
Na tabela 5 mostramos a classificagio dos elementos do conjunto {I'}.

Bilinear Classificagao

p Escalar

VO Pseudoescalar
Yy 4-vetor

o yHp  Pseudovetor

Yo wt  Tensor de rank-2

Tabela 5 — Classificagdo dos covariantes bilineares.

Até agora conhecemos apenas uma representacao das matrizes gama. As
matrizes apresentadas na equacao (A.2) fazem parte da chamada representacao de
Dirac ou Standard. Essa representacao, como ja mencionado, satisfaz a algebra de
Clifford Cl; 5 (C). No entanto, existem outras representagoes importantes. Dentre
estas, destacamos as representacoes de Majorana e Quiral. Estas representacgoes
podem ser obtidas a partir da representacao de Dirac através de transformagoes
de similaridade, isto é, YK,.o = UTYhU . A seguir, apresentamos tanto a matriz
de transformacao U quanto a forma explicita das representagoes de Majorana e
Quiral. Comecemos com a representagao Quiral:

1 (1, 1,
Uep = —— , A4
@2 (—]12 ]12) (A.42)
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Assim como na representacao de Dirac, a representacao Quiral satisfaz a algebra
de Clifford Cl; 3 (C)?.Vejamos agora a representagao de Majorana:

1 ]12 —09
U =— , Adc
M V2 \oy 1, ( )

-1 2
3 —io 0 5 o 0
— , = . AAdd
™M ( 0 _101> ™M (O _02) ( )

A representacao de Majorana, diferentemente das outras duas apresentadas, satisfaz
a algebra Cl; 3 (R) ~ Mat, (R). Esta representacao é bastante interessante, pois ela
nos permite obter a equacgao de Dirac livre em uma forma puramente real.

Ainda sobre a independéncia linear das matrizes de Dirac, podemos nos
indagar o seguinte: como o produto entre dois operadores genéricos escritos no espago
espinorial é expresso na base {I"4}? Vejamos como responder a essa pergunta. Sejam
os operadores genéricos Q e F escritos no espago espinorial, cujas decomposicoes
em termos da base {I'4} sdo apresentadas a seguir:

A ~ ~ ~ ~ 1~
Q = S1y +iPy° 4+ Vi, + Ay, + 5’7"“’0,“,, (A.5a)
—— A = - 1w

= =14 +iAy° + SN% + Cu’ys'yu + §¢M T - (A.5b)

De acordo com a classificagdo apresentada na tabela 5, identificamos {3 , é} como
sendo os operadores escalares, {73, /A\} sao os operadores pseudoescalares, {]7“ , Eu}
sao os operadores vetoriais, {/T“, Z“} sao os operadores pseudo-vetoriais e, por fim,
{7A"”, QYJW} sao os operadores tensoriais de rank-2. Analisemos agora como calcular
o produto entre os operadores F e Q. De maneira explicita, obtemos:

A

~ ~ ~ ~ ~ i~ ~ ~ o
F-Q =281, +i=Py; + ZV M, + =AM57, + 5=T A0z + 1ASH
~ A~ ~~ ~ 1~~~ ~ o~ ~ A~
— APL+ AV 7, + ANy, — SAT 00" + 'Sy, — i Py,

2 A 4lgebra Cl; 5 (C) é obtida a partir da complezificagio da &lgebra Cly 3 (R), isto é, Cl; 5 (C) =
C®Cl 3 (R). A complexificagdo nos permite estender o espaco vetorial do corpo dos reais
para o corpo dos complexos. Uma diferenca entre estas representagoes reside no fato de que
Cly 3 (R) permite apenas combinagdes lineares reais das matrizes gama e de seus produtos.
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+ &V — & Ayt + 5 "Tr,00 + ¢ Sy, — i P,

i~

+ VMY —C Ay C TA"‘W"’%Um + 51#” S0

Y o
T O w0 ra-

(A.6)

—fw “Po s+ 1/1 VAo + 1/1 " A — 1/)

Podemos reorganizar o resultado acima usando as seguintes identidades:

Ve =N ls =10, 0wy’ = ;aamoaﬁ, (A.7a)

T VY =17 + ;ewago“ﬁ : (A.7h)
TV Ix = NV + DxVpe = MY + 107”7 (A.7c)
T Y = MaYp — MYy — 5ul~\p7p75 5 (A.7d)
VuTwx = ¥ = 1,70 — Eune?™7” (A.7e)
Vo Ys = MYV — YV + Ean?” (A.7f)
YV, 0ux = 10,778 — 00,70 + Eune?’ (A.7g)
Oy Opo) = —21 (nupaw ~ NypOuo — MuoOup + nwa“p> , (A.7h)

OuvOrxa = 177“,\0—041/ —1MuACap + MyaOan — ”7;1,040—)\1/

+ (naun)\u - 77au77,\u)]l4 + iguu)\a’yf) : (A71)

Fazendo isso, obtemos que
oA U R i
F-Q=581y+ipy” + o'y, + "7y, + 5t“ O s (A.8)

onde os novos conjuntos de operadores sao definidos a seguir:

/\ /\

§=S8S—AP+&-V-C( - A ;fﬁ (A.9a)
ip =i=P +iAS — & A+ -V —i(x(¢
(€

=V +iAA + €S i —

7))

, (A.9b)
(@)

) -
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+i(x(CAT)) +i(x (0 A))", (A.9¢)

i = EA AV — i P+ S+i(x(EAT)) +i(x (v AV))
— (@7 - (3 A", (A.9d)

g %é’fﬂ” + %1@“”3— %7\7%” - %&“”73 = 15” AV + 12“ A A
e ) Y Y (/8% ) T (R K (A.9¢)

em que [uv] denota antissimetrizagdo dos indices p e v. Nos resultados acima
também fizemos uso das defini¢oes:

ST = (G T) O R, = (- A)", (A.10a)

P V= (0-9), @7, =ET) (A.10b)
VT = (- T) 0T =8 T, (A.10c)
((ENA)),, =& Boas, (xEAT)) = 18T cn, (A.10d)
(x(CnT)) = 15“”? e (x(B1A)) = ;@””fﬁawp, (A.10e)
«(OAT) = 1171WT 2 e (A.10f)

onde « significa o produto de Wedger e A corresponde ao dual de Hodger. Nas
defini¢oes acima precisamos prestar atencao na ordem em que contragoes ocorrem.
Por exemplo, na equagao (A.10a) o tensor de rank-2 ?Z é contraido pela direita e,
neste caso, o indice livre que aparece corresponde ao primeiro indice do tensor 171
Ja na equagao (A.10b), o tensor de rank-2 T é contraido pela esquerda e, neste
caso, o indice livre corresponde ao segundo indice do tensor 7. Assim posto, sempre
que tais configuragdes envolvendo tensores de rank-2 aparecerem, essas regras
estardo subentendidas. Estas observagoes fazem-se necessarias, pois nos permitird
generalizar estes resultados para o cenario em que trés ou mais operadores espinoriais
sao multiplicados.

A.2 Os produtos tensorial, de Wedge e o dual de Hodge

Os produtos tensorial, de Wedge e o dual de Hodge sdo conceitos ampla-
mente utilizados em Algebra e Fisica. Como veremos mais adiante, estes conceitos
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matematicos serao empregados nas nossas solugoes. Dessa forma, é interessante
apresentar as defini¢oes e algumas propriedades destas ferramentas.

Iniciamos com o produto tensorial. O produto tensorial, também conhecido
como produto de Kronecker ou ainda produto direto é denotado pelo simbolo ®,
cuja definicdo é apresentada a seguir:

Defini¢cao 4 (Produto Direto) Sejam A € MP4 ¢ B € M™" duas matrizes. O
produto direto destas matrizes é definido como

(lllB aqu
AeB=| : . | (A.11)
4B o a,B

Como podemos notar, o produto direto é um mapeamento da forma MP¢ x
M™" — MP™I" ou seja, tem como resultado uma matriz de dimensao pm X qn.
Como vimos na subsecao 2.2.3, o operador de campo do setor dos neutrinos é
composto por um produto direto entre matrizes que sao definidas no espaco dos
sabores e matrizes gama que sao definidas no espago espinorial. No que segue,
mostramos algumas das propriedades mais relevantes do produto direto.

PD1 Sejam A € MP? e B € M™" duas matrizes. Além disso, seja o € K um
escalar. Sendo assim, temos:

a(A®B)=(aA)®B =A® (aB). (A.12)

PD2 Fazer a transposicao antes de realizar o produto direto produz o mesmo
resultado que fazer depois, ou seja,

(AeB)' = AT@B" VA eMP, BeM™™ (A.13)

PD3 Fazer a conjugacao complexa antes de realizar o produto direto produz o
mesmo resultado que fazé-lo depois, isto é,

(A®B) =A*@B* VA cMP(C), BeM™ (C). (A.14)

PD4 E associativo

(A®B) @ C=A®(B®C) VYAcM BeM™, CcM?* (Al5)
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PD5 E distributivo pela direita

(A+B)®C=A®C+B®C VA M, BeM™, CeM?*. (A.16)

PD6 E distributivo pela esquerda

A®(B+C)=A®B+A®C VA ecMP? BeM™, CecM*. (A.17)

PD7 O tracgo do produto de Kronecker de duas matrizes ¢ o produto dos tragos
das matrizes, ou seja,

Tr(A®B)=Tr(A)Tr(B) VA eMPY, BeM™. (A.18)

PD8 O determinante do produto direto de duas matrizes é dado por

det AB) = det(B®A),
= [det (A)]" [det (B)]" VA eM™, BeM" (A.19)

Para compreender do que se trata o produto de Wedge, também conhecido
como produto exterior, precisamos inicialmente definir o que sao p-formas. As p-
formas sao tensores de ordem (2) completamente antissimétricos. O conjunto de tais
tensores é denotado aqui por A? (R™). Estes objetos tém propriedades geométricas
especiais e muitas aplicagoes na Fisica. Por exemplo, eles permitem obter uma
expressao muito elegante para as equagoes de Maxwell (e suas generalizagoes), bem
como uma generalizacao do Teorema de Stokes para dimensoes arbitrarias. Uma
vez compreendido o que sao as p-formas, podemos definir o produto exterior.

Definig¢do 5 (Produto Exterior) Sejam as formas diferenciais w € A* (R") e
¢ € A'(R"). Definimos o produto exterior w A ¢ € A**' (R™) como o produto direto
antissimetrizado desses tensores, isto €,

(k+1)! B
Wiy opuy, A ¢o¢1...ocz = Wu}[ul---uk ® qboq...ocz] = Cu1~~~#kal~~~a1' (AQO)

Como implicagao direta da definicdo, podemos usar o produto exterior
para criar uma nova forma diferencial a partir de dois ou mais tensores. A seguir,
destacamos algumas propriedades importantes.
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PE1 Distributiva:
(W~ P)AY = wAY+PNY Yw € AF (R"), ¢ € Al (R™),v € A™ (R"). (A.21)

PE2 Associativa

(WA AY =wA(PAY) Yw € AF(R?), ¢ € AL(R), ) € A™ (R™). (A.22)

PE3 Skew-comutatividade

wAo=(D"pAw Ywe AR, ¢ e A(R). (A.23)

A préxima ferramenta matematica que apresentamos para formas diferenciais
¢ o dual de Hodge, também conhecido como Hodge Star (x). O dual de Hodge ¢ a
operacao matematica responsavel por converter uma p-forma em seu correspondente
dual, ou seja, ele é encarregado da seguinte transformacao:

x 0 AP (R™) — A" (R"). (A.24)

Como podemos observar, a definicdo do dual de Hodge depende do nimero de
dimensoes do espago considerado. O mapeamento acima pode ser traduzido na
definicdo mostrada a seguir.

Defini¢ao 6 (Hodge Star) Seja P ..o, Wma p-forma. Entao, seu correspondente

dual é obtido a partir da sequinte expressao:

*¢:u‘l""u’n—p — g:ufl"‘y’n—pal"'apgb

(A.25)

m or...0p°
Como trabalhamos no espaco-tempo de Minkowski 4-dimensional, o dual

de Hodge de um tensor covariante de rank-2, por exemplo, fornece um tensor de
rank-2 contravariante, isto é

(xA)*F = ;Awe’“’aﬁ. (A.26)

Por outro lado, o dual de Hodge de um tensor de rank-3 covariante B fornece um
vetor contravariante, ja para um tensor de rank-4 C' temos um escalar:

1
Bund™, % C= Cumas (A.27)

1
(xB)¢ = 3l
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A.3 Determinante de matrizes em blocos

Matrizes em blocos sdo onipresentes na Fisica e na Matematica aplicada.
Estes objetos aparecem naturalmente na descricao de sistemas com multiplas
variaveis discretas. Os exemplos mais comuns onde tais estruturas aparecem sao:
descricao do spin, bem como dos niimeros quanticos de cor e sabor dos quarks.
Sabemos ainda que as relagoes de dispersao sao obtidas através da seguinte equagao

R =detD =0, (A.28)

onde D é um operador de campo arbitrario. O calculo do determinante é uma
tarefa relativamente facil para matrizes cuja dimensao nao seja maior que 3. Para
dimensoes maiores, o trabalho empregado nesta tarefa torna-se bastante enfadonho,
sendo necessario o uso de software que nos permitem agilizar os calculos. Vimos na
subsecao 2.2.3 que o operador de campo que descreve os neutrinos pode ser escrito
na forma de uma matriz de dimensdao 8 N x 8 N. Podemos ainda reorganizar essa
matriz de modo que suas entradas sejam blocos de dimensao 4 x 4, ou seja:

Ay -
( e ) . (A.29)
: "/ anxaN

Essa abordagem serd muito util nos calculos que iremos apresentar na secao 3.2.

Precisamos de uma ferramenta matematica que nos permita calcular o
determinate de matrizes em blocos. Felizmente, existe na literatura um método
bastante titil. Apresentaremos a seguir um teorema?® que nos permitira calcular o
determinante de qualquer matriz de dimensao n/N x nN.

Teorema 7 (Determinate nN x nN) Seja S uma matriz compleza de dimensao
nN x nN organizada da sequinte forma

Sll Sl2 SlN
N A
SNl SN2 SNN

onde cada elemento S, ; é uma matriz de dimensao n x n. Vamos definir agora o
sequinte conjunto de matrizes: {a(o), al .. ,a(Nfl)}. As matrizes a®) também

3 Para uma demonstragao simples vide Ref. [190].
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possuem dimensao n X n e assumem os sequintes valores:

0)
o) = S,
k41 k k k 1 (k
az(,;r )= az(‘,j) - az(,]zf—k(ag\f)—k,N—k) 1a§V)—k,jv k = 0. (A.31)

Com estes elementos em maos, o determinate da matriz S é calculado através da
sequinte expressao:

N
det § = T] det (™) . (A.32)
k=1

Vemos, a partir do teorema acima enunciado, que é possivel calcular o
determinante de uma matriz em blocos através das relagoes de recorréncia apre-
sentadas na equagao (A.31). Veremos mais adiante que este resultado associado as
propriedades das matrizes gama nos permitirao encontrar um resultado bastante
geral para a equacao de dispersao do setor dos neutrinos.
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APENDICE B

CALCULO DAS 4-VELOCIDADES

Aqui, demonstraremos explicitamente como derivar as 4-velocidades apresen-
tadas na equacao (5.124). As derivagbes fazem uso extensivo das equagoes (2.106),
bem como das propriedade que objetos como b¥° e H@° possuem, tais como o
grau de homogeneidade que estes operadores manifestam com respeito a variavel
4-velocidade.

B.1 Operador pseudovetorial

A equacao de dispersao para o operador b, é mostrada a seguir

0= [p? — bb®),0 —m2]" +ap D (BD) p? — 4B, (B.)
Sua derivada implicita é dada por

8p0 : a(b(d)) ¢
0= [p? — pDre(pld)y o _ 2 -0 — pldue r
[p ('), mw} X | po op; + p;

8(b(d)),[>p2 B 2b(d)<>ab(d)<> .
Op; dp;

9po

+ p]> + 2[)(d)lt<>
Opj

+ Qb(d)’”(b(d))lf <p0 (B.2)
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Usando a correspondéncia entre as velocidades, dada pela equacao (2.106), obtemos:

= [p* =¥ D), = m i a4 g OO
0 = [p? = 5O (b®) 0 — m2] x (powd — up + ub

apj
‘ . (b)) © (d)o
+ 26 (p D) ° [pou? — u®p] — 2u0b<d>“°gp2 + 2u°b(d)°a§ . (B3)
D; Pj

Uma contracao do resultado acima com p; em conjungao com

(b)) ° . DU R
Y2 ap] £ = (d - 3) {(b(d))u - 10 (b(d)),uo :| ’ (B4a)
ob(de o D-u o
ij = (d—-2) {b(d) - F(b(d))o ] ) (B.4b)

bem como os resultados apresentados em (2.106), resulta:

0= [ 2 - b<d>“°<b<d>>; - mz} [po<—pou° — L) —up;p’

p(dmo (uo b(d))ouo)}
+ Qb(d)uo b(d ILO [po OU Ty uopjp]}
_9 d 3 p(d) /w( 0 b(d ° 4 b(d))oﬂo) p2
+2(d = 2) [(59°)%u + LbD° (b D)°] . (B.5)

A expressdo acima pode ser resolvido para u’. Uma covariantizacdo fornece o
resultado apresentado em (5.124a)

B.2 Operador tensorial

A equacao de dispersao para o operador em questao tem a forma
0= (p* — mi, +2X)? — 8Xp* + AH D" (HD) ° 4+ 472, (B.6)

Derivando agora a equacao de dispersao em relacao a p;, temos

R opy . 0X X dpo
0= 2—m2—|—2X< ——+p + )—2 —4X< °+ )
(p " ) | Po o, Y o, o, "5, i
@y o 9y
+ 2H(d)V<>M + 2Y87Y , (B?a)

8pj 5’pj
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onde
5 d
0X — lw}](d)uw (B.7b)
8pj 2 apj 7
a1 8(H(d))u o R H(H@)mro
= o[l g () o2 ) B.7c
- ( 5 (), 55, (B.7¢)

Inserindo as relagoes entre as velocidades, obtemos
. . . oX 0X N . .
0= 2 2 2X j_,,0 07 2072—4){ j_,,0
(p” —my, +2X) (pou wp —u o L e (pov’ — u°p?)
O(HD) e LIV

Y —2u’Y

. 2UOH(d)V<> i
Ip; Ip;

(B.8)

A multiplicacao do resultado acima com p; nos fornece a seguinte equacao
0= (p* — m2 + 2X) [po(—pou’ — L) — u’p;p’ — 2(d — 3)(u"X + LX,)]
+4(d = 3)(u"X + LXo)p? — 4X [po(—pouo —L)— uopqu
_ 2(d B 2)UOH(d)V<>(H(d))V<> +7 [Q(d B 3)pyH(d)u90<>(H(d))Q<> + 2H(d)0y<>(H(d))V<>}
— 4(d - 3)Y (u°Y + LYy), (B.9)
onde empregamos as seguintes identidades

aH(d)NO p-u

D; ap —_ - [(d . 3)H(d)uV00pV + H(d),uOo} + (d . Q)H(d)uo,
J
OH v vo P U
P gy (d—3) (H(dm = FH(W 00) ; (B.10a)

0X 1 OHD) e
Ping—=spi——5— —H
8pj 2 apj

d—3 p-u 5
= T ((H(d))uuo - uo(H(d))uVOO) H(d)ﬂ ¢
—2(d - 3) (X - pu'ouf(o> , (B.10b)
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4 u?
(d)y o (dpve P U 2 (d)uwoo
+(H )W H —H

u
d—3 T vo p-u r7 v
— — {(H(d))/w H(Dpvo _ F<H(d))WOOI_I(d)y <>:|

= 2(d — 3) (Y/ - puO“YO) . (B.10¢)

_d-3 K( H®), o P H<d>)w(;>) (@

Finalmente, a equagio (B.9) pode ser resolvida para u’. Apds uma covariantizagao,
obtemos o resultado apresentado em (5.124b).
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APENDICE C

CLASSIFICACAO DOS COVARIANTES
BILINEARES

Nas tabelas 6, 7, 8 e 9 mostramos como os 16 covariantes bilineares
transformam-se sob a acao das simetrias discretas C, P, T e CPT, respectiva-
mente. Finalizamos mostrando um resultado bastante util que diz respeito ao
comportamento e classificacao dos covariantes bilineares sob a a¢ao da transforma-
¢ao de Lorentz.

Nome Forma Bilinear #®* %?® Paridade C
Escalar S 1 Y +
Pseudoescalar P iypy51 1 iy +
Vetor Vo apyHa 4 =yt —
Pseudovetor A YPyOSyy 4 PpySytep +
Tensor T ot 6 Yo +

a # namero de componentes independentes
b % Ap6és transformagao de conjugagio de carga

c v° =iv%419%43. O i que aparece na componente pseudoescalar é necessria para torna-lo hermitiano.

Tabela 6 — Covariantes bilineares sob a acao da transformacao de conjugacao de
carga C.
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Nome Forma Bilinear #®* %?® Paridade P
Escalar S Yy 1 ¢y T
Pseudoescalar P iypy51 1 —ipyy _
Vetor Vo oyt 4 Pyt _
Pseudovetor A ¢pySyHep 4 —ryPytap 4
Tensor T ot 6 Yoty +

b % Apbés transformagao de paridade

Tabela 7 — Covariantes bilineares sob a agdo da transformagao de paridade P.

Nome Forma Bilinear #®* % ° Paridade T
Escalar S 1 Yy +
Pseudoescalar P iypy51) 1 —igyoe -
Vetor Vo apyHe) 4 —pyHyp -
Pseudovetor A Pyt 4 —PyPykep -
Tensor T Yoty 6 Yot +

b % Apés transformagio de reversao temporal

Tabela 8 — Covariantes bilineares sob a acao da transformacao de reversao temporal

T.
Nome Forma Bilinear #¢ % Paridade CPT
Escalar S 1 Py +
Pseudoescalar P iypy51 1 ipySy +
Vetor Vo hytap 4 —ytyp -
Pseudovetor A PySyta 4 —PyPytp -
Tensor T ot 6 Yoy +

b % Apés a transformacio CPT

Tabela 9 — Covariantes bilineares sob a a¢ao da transformacgao de conjugacao de
carga CPT.
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Forma Bilinear #® %?® Classificagao
P 1 Py —Escalar

iy 1 idet(A)pySy —Pseudoescalar
PyHap 4 apytap — Vetor
Py 4 det(A) Yy v +—Pseudovetor
Yot 6 Yoty —Tensor

a # numero de componentes independentes

b % Apds transformacao de Lorentz

det(A) aparece nos bilineares v°, pois estes dependem da natureza

das transformacoes de Lorentz, isto é, se sdo préprias ou improéprias.

Tabela 10 — Covariantes bilineares sob a acao da transformacao de Lorentz
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In this paper, we derive the general leading-order classical Lagrangian covering all fermion operators of
the nonminimal standard-model extension (SME). Such a Lagrangian is considered to be the point-particle
analog of the effective field theory description of Lorentz violation that is provided by the SME. At leading
order in Lorentz violation, the Lagrangian obtained satisfies the set of five nonlinear equations that govern
the map from the field theory to the classical description. This result can be of use for phenomenological

studies of classical bodies in gravitational fields.
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I. INTRODUCTION

Effects from gravitational physics and quantum physics
are expected to be on an equal footing at the Planck scale,
which is a scenario that could induce minuscule violations
of Lorentz invariance. On the one hand, indications for such
violations exist in closed-string theories [1-5] and loop
quantum gravity [6,7]. On the other hand, models of
noncommutative spacetimes [8,9], spacetime foam models
[10-12], (chiral) field theories defined on spacetimes with
nontrivial topologies [13—16], and Horava-Lifshitz gravity
[17] are based on the assumption that Lorentz invariance is
violated. For several decades, violations of this fundamen-
tal symmetry have been looked for where until the end of
the last millennium, these experimental searches had been
rather unsystematic. To be able to compare the results of
different experiments to each other and to make theoretical
predictions of possible experimental signals, the minimal
standard-model extension (SME) was established in
[18,19]. The minimal SME is a field-theory framework
parametrizing all power-counting renormalizable Lorentz-
violating contributions that are consistent with both coor-
dinate covariance and the gauge structure of the standard
model. Each contribution is decomposed into controlling
coefficients and a field operator suitably contracted to form
an observer Lorentz scalar. In gravity, Lorentz invariance is
a local concept and a parametrization of deviations from
local Lorentz invariance, local position invariance, and the
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weak equivalence principle in terms of minimal operators
was provided in [20]. The nongravitational part of the SME
was extended in [21-23] to include all operators of arbitrary
mass dimension where this generalization is called the
nonminimal SME. Itis important to recall that CPT violation
implies Lorentz violation in effective field theory in
Minkowski spacetime [24], which is why all CPT-violating
operators are contained in the SME, as well.

Most experimental tests of gravity are performed with
classical test bodies, cf. [25] for a compilation of all current
constraints on controlling coefficients. General relativity is
a classical theory, after all. However, the field-theory
description of the SME is not entirely suitable to predict
effects of Lorentz violation within classical physics, which
is why it would be highly desirable to have a map from the
Lagrange density in field theory to the classical Lagrangian
of a relativistic, pointlike particle. A map that provides a
classical Lagrangian from the field-theory dispersion equa-
tion was constructed explicitly in [26]. Based on this
construction, the first classical Lagrangians for a wide
range of controlling coefficients within the minimal SME
were obtained in the same paper. These results are exact
and are composed of Lagrangians for a combination of a, c,
e, f coefficients, the full Lagrangian for the b coefficients,
and partial results for the d, H coefficients. This set of
Lagrangians was complemented by results for more
involved families of d, g coefficients given in [27,28].

Based on some of these findings, the motion of a charged,
classical particle under the influence of both a Lorentz-
violating background field and an electromagnetic field was
studied in [29]. In addition, the modified time evolution of a
semiclassical analog of spin was examined with the BMT
equation. In [30] it was demonstrated that the procedure of
finding Lagrangians from the field theory description can be
reversed at first order in Lorentz violation. Thus, it is possible
to reobtain parts of the SME Hamilton operator from a

Published by the American Physical Society
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We construct a Lorentz-violating electrodynamics in (1 + 2) spacetime dimensions from the electro-
magnetic sector of the nonminimal standard model extension (SME) in (1 4 3) dimensions. Subsequently,
we study some of the basic properties of this framework. We obtain the field equations, the Green’s
functions, and the perturbative Feynman rules. Furthermore, the modified dispersion relations are
computed at leading order in Lorentz violation. We then remove the unphysical degrees of freedom
from the electromagnetic Green’s function that are present due to gauge invariance. The resulting object is
used to construct the general solutions of the uncoupled field equations with external inhomogeneities
present. This modified planar electrodynamics may be valuable to describe electromagnetic phenomena in
two-dimensional condensed-matter systems. Furthermore, it supports a better understanding of the

electromagnetic sector of the nonminimal SME.

DOI: 10.1103/PhysRevD.100.095026

I. INTRODUCTION

Violations of Lorentz invariance have been hypothesized
to emerge from phenomena related to Planck-scale physics
such as strings [1], spin networks described by loop
quantum gravity [2], noncommutative spacetimes [3],
spacetime foam [4], nontrivial spacetime topologies [5],
and effects connected to UV completions of general
relativity with Horava-Lifshitz gravity [6] as a prominent
example. The standard model extension (SME) [7] is a
well-established framework to parametrize possible devia-
tions from Lorentz invariance in vacuo. It is an effective
field theory in (1 4 3) spacetime dimensions including the
standard model fields and the Riemann curvature tensor
when gravity is taken into account.

Each Lorentz-violating contribution is composed of a
background field tensor contracted with a physical field
operator of the theory. The Lagrange density of the SME
transforms as a Lorentz scalar under coordinate changes
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(observer Lorentz transformations). However, the back-
ground fields transform trivially under Lorentz transforma-
tions of an experimental apparatus (particle Lorentz
transformations), whereupon the theory is not invariant
under transformations of this kind. Each background field
involves preferred spacetime directions and controlling
coefficients describing the magnitude of Lorentz violation.
At the level of effective field theory, a violation of discrete
CPT symmetry implies a violation of Lorentz invariance
[8]. Therefore, a subset of the contributions in the SME is
CPT violating.

The minimal SME was constructed including renorma-
lizable field operators of mass dimensions 3 and 4 [7],
where Lorentz violation is controlled by a finite number
of coefficients. To date, quite a large number of these
coefficients has been tightly constrained by experimental
tests [9]. The nonminimal SME [10,11] was proposed as an
extension of the minimal version that involves higher-
dimensional operators. Because of that, the latter contains
an infinite amount of controlling coefficients that are con-
tracted with field operators of arbitrary mass dimension d.
The mass dimension of these field operators increases when
additional four-derivatives are included. The more four-
derivatives are present in a certain term, the more dominant
this particular term becomes with rising energy.

Contributions of the nonminimal SME were shown to be
generated in noncommutative field theories after applying
the Seiberg-Witten map [12]. They can also arise from
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Abstract: The current paper is a technical work that is focused on Lorentz violation for Dirac fermions
as well as neutrinos, described within the nonminimal Standard-Model Extension. We intend to
derive two theoretical results. The first is the full propagator of the single-fermion Dirac theory
modified by Lorentz violation. The second is the dispersion equation for a theory of N neutrino
flavors that enables the description of both Dirac and Majorana neutrinos. As the matrix structure
of the neutrino field operator is very involved for generic N, we will use sophisticated methods of
linear algebra to achieve our objectives. Our main finding is that the neutrino dispersion equation
has the same structure in terms of Lorentz-violating operators as that of a modified single-fermion
Dirac theory. The results will be valuable for phenomenological studies of Lorentz-violating Dirac
fermions and neutrinos.

Keywords: Lorentz and CPT violation; Standard-Model Extension; Dirac fermions; Dirac neutrinos;
Majorana neutrinos; determinants of block matrices

1. Introduction

Neutrinos are both interesting and elusive particles. According to the Standard Model of particle
physics, there are three neutrino flavors that correspond to the flavors of the three charged leptons—the
electron neutrino ve, the muon neutrino v,, and the tau neutrino v.. Neutrinos do not carry electric
charge and are only produced in processes mediated by the weak interaction [1]. When neutrinos
propagate a distance, the probability of detecting a certain flavor changes with time. These neutrino
oscillations are quantum mechanical in nature. They have their origin in the fact that the eigenstates
of the kinematic Hamiltonian and the flavor eigenstates produced in interactions do not correspond
to each other. Instead, these two distinct bases are related by the unitary PMNS matrix [2]. Neutrino
oscillations indicate that neutrinos have mass, although their mass is that tiny to not have been
measured directly, so far. Therefore, they practically propagate with the speed of light.

Measuring the CP-violating phase that is contained in the PMNS matrix is currently one of the hot
topics in neutrino physics. Apart from CP-violation, neutrinos may be subject to CPT violation due to
physics at the Planck scale such as strings [3,4]. Since they travel almost with the speed of light, they are
strongly boosted with respect to the Sun-centered equatorial frame [5] and CPT-violating effects may
accumulate over long distances. A violation of CPT symmetry implies a violation of Lorentz invariance
in the context of effective field theory [6], whereby it makes sense to use neutrinos as a testbed for the
search for Lorentz violation. To do so, a general comprehensive framework to parameterize Lorentz
violation is desirable. The latter is provided by the Standard-Model Extension (SME). Its minimal
version including field operators of mass dimensions 3 and 4 was developed in References [7,8].

Symmetry 2019, 11, 1197; doi:10.3390/sym11101197 www.mdpi.com/journal /symmetry
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We present new results for classical-particle propagation subject to Lorentz violation. Our analysis is
dedicated to spin-nondegenerate operators of arbitrary mass dimension provided by the fermion sector of
the Standard-Model extension. In particular, classical Lagrangians are obtained for the operators b, and

N

H

v

as perturbative expansions in Lorentz violation. The functional dependence of the higher-order

contributions in the background fields is found to be quite peculiar, which is probably attributed to particle
spin playing an essential role for these cases. This paper closes one of the last gaps in understanding
classical-particle propagation in the presence of Lorentz violation. Lagrangians of the kind presented will
turn out to be valuable for describing particle propagation in curved backgrounds with diffeomorphism
invariance and/or local Lorentz symmetry explicitly violated.

DOI: 10.1103/PhysRevD.103.095029

I. INTRODUCTION

Theories of physics at the Planck scale such as strings
[1], loop quantum gravity [2], noncommutative spacetime
structures [3], and spacetime foam [4] as well as nontrivial
spacetime topologies [5] and Horava-Lifshitz gravity [6]
predict violations of Lorentz invariance. Planck-scale
physics is presently not testable by direct means, but the
low-energy fingerprints of Lorentz violation could show up
in feasible experiments performed at much lower energies.
To be able to translate the absence of signals for Lorentz
violation into constraints on meaningful physical quan-
tities, the Standard-Model extension (SME) was con-
structed [7,8] as an effective field theory framework that
parametrizes deviations from Lorentz symmetry. Searches
for CPT violation are sometimes considered as more
important than searches for Lorentz violation. Since
CPT violation implies Lorentz violation in effective field
theory according to a theorem by Greenberg [9], the SME
automatically comprises all CPT-violating operators.

The SME can be decomposed into a nongravitational
[7,10-12] and a gravitational part [8,13], where each of
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them on its own consists of a minimal and a nonminimal
sector. The minimal SME incorporates Lorentz-violating
field operators of mass dimensions 3 and 4, whereas the
nonminimal SME comprises all higher-dimensional oper-
ators. The nonminimal contributions for photons, neutrinos,
and Dirac fermions without gravity are neatly classified in
[10,11] where [12] provides a more general classification
that respects the gauge structure of the Standard Model
(SM). The most recent work [13] clarifies various aspects of
Lorentz and diffeomorphism violation in gravity and intro-
duces a method to construct operators of arbitrary mass
dimension that are invariant under general coordinate trans-
formations. Besides, a (3 + 1) decomposition of the minimal
SME gravity sector was performed in [14] and turned out to
be useful for studies of Lorentz violation in cosmology. At
large, investigations of Lorentz violation in gravity can be
intricate, which is why linearized gravity is taken as the base
of a series of papers such as [15,16].

One of the great successes of the SME over the past two
decades is the large number of tight constraints on both
minimal and nonminimal Lorentz violation in the non-
gravitational part [17]. Lorentz violation in the gravity
sector has also been constrained, but most of these bounds
are significantly weaker than those of the nongravitational
SME. The reason is undoubtedly that gravitational experi-
ments of high precision are more challenging to perform in
comparison to experiments that are insensitive to gravity.
After all, the experimental value of Newton’s constant has
the largest experimental uncertainty in comparison to the
remaining constants of nature.
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