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“Oh, Diamond! Diamond! Tu mal

sabes a travessura que fizeste.”
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RESUMO

Anéis quanticos sao dispositivos mesoscépicos bidimensionais que tém sido cada vez
mais investigados pela suas relagbes com fendémenos fisicos importantes como o efeito
Aharonov-Bohm, as oscilagoes de condutancia e as correntes persistentes. Além disso,
trabalhos recentes tém demonstrado interesse pela caracterizacao de suas propriedades
fisicas tais como propriedades 6pticas e de condutividade, bem como pelo desenvolvimento
de aplicagoes no ramo da spintronica. Neste trabalho, considera-se uma amostra contendo
1400 elétrons nao interagentes confinados em um anel quantico semicondutor com geome-
tria conica composto por arsenicto de galio (GaAs) e sujeito a um fluxo Aharonov-Bohm
que atravessa perpendicularmente o centro do anel e a um campo magnético uniforme que
atinge por completo a superficie do anel paralelamente a dire¢ao do fluxo. Sao investiga-
dos os efeitos que a inclusao de uma massa efetiva anisotrépica acarreta nas propriedades
fisicas do sistema. A partir de andlises numéricas, os resultados obtidos indicam que a
anisotropia afeta apreciavelmente os formatos e os niveis das sub-bandas de energia e,
consequentemente a energia de Fermi total do gas de elétrons. Ademais, foi observado
que a amplitude das oscilagoes de magnetizacao e de corrente persistente no regime de
campos magnéticos fracos bem como o valor do gap orbital variam a depender da relagao
entre as diferentes massas efetivas, fornecendo uma possibilidade de aprimoramento para

tais propriedades.

Palavras-chave: Anéis Quanticos; Geometria Conica; Massa Efetiva Anisotrépica.



ABSTRACT

Quantum rings are two-dimensional mesoscopic devices which have been increasingly
investigated due to their relations with important physical phenomena such as Aharonov-
Bohm effect, conductance oscillations and persistent currents. Moreover, recent works
have been demonstrated interest for the characterization of their physical properties such
as optical and conductivity properties as well as for the development of applications in
spintronics field. In this work, it is considered a sample containing 1400 non-interacting
electrons confined in a semiconductor quantum ring with conical geometry made of gal-
lium arsenide (GaAs) and subjected to an Aharonov-Bohm flux passing perpendicularly
through the ring center and to an uniforme magnetic field reaching the entirely ring sur-
face parallel to the flux direction. The effects in the physical properties resulted from the
inclusion of an anisotropic effective mass are investigated. From the numerical analyses,
the results indicate that anisotropy affects significantly both shapes and levels of the sub-
bands and, consequently, the total Fermi energy of the electron gas. Furthermore, it was
observed that both magnetization and persistent current amplitudes in the weak magnetic
field regime as well as the orbital gap value vary depending on the relation between the

different effective masses, providing a possibility of refinement on these properties.

Keywords: Quantum Rings; Conical Geometry; Anisotropic Effective Mass.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo das propriedades fisicas de materiais mesoscopicos (com dimensoes que
abrangem desde pequenos conjuntos de moléculas até organismos microscépicos) tais como
suas propriedades magnéticas, épticas e de transporte tém adquirido grande atencao de
pesquisadores ao redor do mundo devido a variedade de potenciais objetos de estudo e
aplicagoes tecnoldgicas que vao desde a engenharia de circuitos eletronicos para Com-
putacao até a Medicina, tornando-a uma area muito rica e ativa da Fisica da Matéria
Condensada tanto a nivel experimental quanto tedrico.

Tal cenario foi construido através do desenvolvimento de uma grande variedade de
novos materiais da espessura de um atomo pelos laboratérios ao redor do mundo, possibi-
litado pelos avancos tecnolégicos recentes. Um dos mais famosos, sem divida, é o grafeno
[2, 3]; um material bidimensional que, devido a suas propriedades de conducéo térmica e
elétrica, resisténcia mecanica e maleabilidade, tem sido objeto de interesse constante para
a confeccao de circuitos eletronicos cada vez menores e mais eficientes [4] (nanoeletronica)
bem como para transportes precisos de compostos farmacéuticos pelo corpo humano [5]
(drug-delivery).

Outro exemplo de estrutura bidimensional em evidéncia nesta area sao os anéis me-
soscépicos ou aneis quanticos (Figura 1.1) que permitem o confinamento de particulas
a determinadas regioes de perfil anular. Tais estruturas tém atraido atencao na Fisica da
Matéria condensada devido as suas correlacoes com fenomenos fisicos como as oscilacoes
Aharonov-Bohm [6], as correntes persistentes em metais nao supercondutores [7] e o efeito
Hall-Quantico [8, 9, 10].

Outro campo de aplicagoes recente envolvendo anéis quanticos se encontra no ramo
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Figura 1.1 — Micrografia de Forca Atomica de um Anel Quantico

Source

SUU nm

Fonte: A. Fuhrer et. al. (2001)

da Spintronica/Computagdo Quantica [11, 12]. Assim como na Computagdo Cléssica,
a Computagao Quantica se baseia no processamento e armazenamento de informacoes
em unidades béasicas chamadas de bits quanticos ou, simplesmente, qubits. Para se
desenvolver um qubit, é necessario criar um dispositivo quantico que funcione como um
sistema de dois niveis ¢ que nele seja possivel controlar certos parametros como o niimero
de particulas, por exemplo. Além disso, o principal desafio atualmente da Computacao
Quantica é conseguir manter os qubits estaveis, uma vez que campos eletromagnéticos e
variagoes térmicas podem destruir facilmente o sistema quéntico por conta de sua sen-
sibilidade. A consequéncia disso é que, apesar da superioridade de processamento dos
computadores quanticos frente ao cldssicos ja ser comprovada, os mesmos sao capazes de
operar por apenas alguns poucos minutos no maximo antes que os qubits comecem a ser
afetados, levando-os a produzir erros e resultados pouco confidveis [13].

No campo tedrico, a geometria desempenha um papel fundamental na previsao e des-
cricao dos defeitos topoldgicos em sistemas quanticos aplicados a Fisica do Estado Sélido,
visto que efeitos puramente geométricos foram previstos em sistemas mesoscopicos com
curvatura gragas as contribuicoes de Jensen e Koppe [15] e da Costa [16], cujos estudos
introduziram uma nova abordagem para sistemas bidimensionais em superficies curvas
inseridas no espaco tridimensional euclidiano. Mais precisamente, eles demonstraram a
existéncia de um novo tipo de potencial de carater geométrico que depende das curvaturas
média e gaussiana da superficie em questao. Também deve-se destacar o trabalho de Fer-

rari [17] que derivou uma equagao de Schrodinger que considera um potencial geométrico
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na presenca de um campo eletromagnético. Dessa forma, sistemas quanticos com dife-
rentes geometrias e submetidos a diversas configuragoes de interagoes, campos elétricos,
campos magnéticos e rotagao [18, 19] tém sido recorrentemente explorados.

Além disso, as implicacoes desta area alcangam a cosmologia e a gravitacao. Estudos
mostram que defeitos topoldgicos, que surgem comumentemente em processos de transicao
de fase na matéria condensada também advém de processos similares no contexto de um
universo inicial superquente e com densidade uniforme de matéria, o que pode ter levado
a aglomeracao para a formacao de estruturas como galaxias. Katanaev e Volovich [20]
mostraram em seus estudos que o mesmo formalismo geométrico da Teoria da Relatividade
Geral pode ser empregado com sucesso no estudo de defeitos topolégicos em materiais. Em
outras palavras, ha uma interconexao entre essas duas areas a partir da qual se permite
buscar entender aspectos da Cosmologia na escala mesoscopica.

Os semicondutores, por sua vez, também detém um papel de destaque na Fisica da
Matéria Condensada devido as suas propriedades caracteristicas de conducao elétrica e
aplicabilidades que tiveram fundamental importancia no desenvolvimento de circuitos
integrados no século 20 através da invengao do transistor em 1947 por William Shockley,
John Bardeen e Walter Brattain, vencedores do Prémio Nobel de Fisica em 1956. Muitos
dos estudos tedricos e experimentais mais recentes envolvendo aneis quanticos trabalham
com uma heterojuncao formada pelos semicondutores GaAs/GaAlAs, cuja massa efetiva
utilizada é isotrépica. Entretanto, os semicondutores em geral possuem massa efetiva
anisotrépica como ¢é o caso do silicio (Si), germamio (Ge), éxido de zinco (ZnO) e do
sulfeto de cddmio (CdS) que possuem superficies de Fermi elipsoidais [21]. Apesar disso,
a Literatura ainda carece de abordagens tedricas para essa ultima classe de materiais, o
que se deve a complexidade que as superficies de Fermi acarretam na anélise numérica.

Dessa forma, no presente trabalho, dispoe-se a investigar, a partir de abordagem
inédita, os efeitos de uma massa efetiva anisotropica nas propriedades eletronicas, mag-
netizacao e corrente persistente em um anel quantico semicondutor com geometria conica
contendo 1400 elétrons nao-interagentes e submetido a campos magnéticos externos: um
fluxo Aharonov-Bohm que atravessa o centro do anel em um solenoide supercondutor e
um campo magnético uniforme paralelo ao eixo do solenoide e que se estende por toda a

superficie do anel.
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Capitulo 2

Anéis Mesoscopicos: uma Descricao

do Modelo

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos essenciais para construgao e compreensao
do modelo a ser estudado. Comegamos introduzindo defini¢oes e aspectos fisicos acerca dos
semicondutores tais como massa efetiva e anisotropia de massa. Em seguida, apresentamos
o modelo matematico e os principais resultados presentes nos dois artigos de W. C. Tan
e J. C. Inkson [8, 9] sobre propriedades eletronicas, magnetizacao e correntes persistentes
em anéis quanticos bidimensionais. Na tltima secao do capitulo, discutimos a inclusao e

interpretacao da curvatura no sistema.

2.1 Semicondutores

De maneira geral, um semicondutor pode ser definido como um material que apre-
senta resistividade elétrica & temperatura ambiente entre 1072 ¢ 10° - cm, ou scja, uma
resistividade situada entre materiais condutores e isolantes [22]. Os exemplos mais famo-
sos de semicondutores sdo o silicio (Si) e o germanio (Ge), amplamente utilizados para a
fabricacao de transistores — dispositivos que compdem circuitos integrados responsaveis
por revolucionar a computacao no século 20 — que tornaram os computadores cada vez
menores e com maior capacidade de processamento. Outros exemplos de aplicacoes en-
volvendo semicondutores sao os SSD (Solid State Drives), os comutadores, os diodos e os

termistores.
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2.1.1 Bandas de Energia: Metais, Semimetais e Isolantes

Diferentemente de outros cristais como o sédio (Na) e o potassio (K), os elétrons
de conducao nos semicondutores sofrem uma influéncia consideravel dos ions da rede
cristalina a ponto de nao poderem ser descritos como um gés de clétrons livres, mas como
particulas sujeitas a um potencial periodico.

Tendo isso em vista, o fisico suigo Felix Bloch (1905 - 1983), demonstrou que as fungoes
de onda para um elétron em um potencial periédico de periodo T sao da forma de um
elétron livre moduladas por uma funcao periédica wuy(r) com a periodicidade da rede

cristalina. Assim,
Ui (1) = wge(r)e’*T (2.1)

é a expressdo matemédtica do chamado Teorema de Bloch, onde uy(r) = ux(r + T).
Tal resultado foi fundamental para se chegar a conclusao de que a relacao de dispersao
em tais cristais nao sao mais continuas em fungao do vetor de onda k que determina
o momento do elétron, mas decompostas em regioes com estados de energia permitidos
(bandas permitidas), separadas por regioes com estados de energia proibidos de largura
E, (bandas proibidas) que se encontram no limite das zonas de Brillouin [22] (ver Figura

2.1).

Figura 2.1 — Efeito do Potencial Periédico na Relacao de Dispersao de um Cristal

Unidimensional
€ €
Segunda banda
permitida B B
Banda pr_o%i::{a_ -------- ] ----- B qu
I"“ ‘J‘I
Primeira banda | |
permitida : :
k ' ' k
o o

(a) (h)

Gréfico da Relac@o de Dispersao para (a) Elétrons Livres e (b) Elétrons em um Potencial Periédico. E,

representa a largura da banda proibida. Fonte: Referéncia [22].

Um elétron que se encontra em um estado energético abaixo do limite inferior de uma

banda proibida nao pode ser excitado para os estados da banda permitida seguinte pelo
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fato de um campo elétrico de intensidade usual nao ser capaz de aumentar ligeiramente
o momento do elétron no limite da zona e, consequentemente, aumentar sua energia por
conta banda proibida. Entretanto, o campo elétrico pode fazer com que o elétron transite
para outro estado desde que seja na mesma banda.

Considere agora um cristal unidimensional de formato anular composto por N células
primitivas com constante de rede a. A cadeia ciclica terd, portanto, um comprimento total
L = Na. Aplicando condic¢oes de contorno peridédicas ao longo de uma volta e usando o

Teorema de Bloch,

Ui (r) = uge (1) ™™ = g (r + T)eR T 5 eihNa — 1 (2.2)
2 Am Nm m

k=40, £—,£—,..., —/ =— 2.3

{ Y L ) L 7 Y L a} ( )

serao os valores permitidos de k na primeira zona de Brillouin. Podemos perceber que
existem N pontos independentes (o ponto —N7/L nao é independente, pois a diferenca
entre ele e o ponto N7/L é um vetor da rede reciproca de médulo 27 /a). Tal quantidade
¢é valida analogamente para as outras zonas e para o caso tridimensional, desde que esse
ultimo contenha exatamente N células primitivas. Levando-se em conta a orientagao do
spin dos elétrons, podemos finalmente afirmar que cada banda de energia comporta até

2N estados independentes.

Figura 2.2 — Ocupacao de Estados nas Bandas de Energia Representadas no

Esquema de Zonas Reduzido

Energia
Energia
Energia

= Ep

0 ud 0 T 0
k —— f i

2|3

ko —

(a) (b) (c)

(a) Isolantes (b) Metais (c) Semi-Metais. E indica o maior valor de energia dentre todos os elétrons do

cristal de N dtomos. Fonte: Referéncia [22].
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Esse resultado significa que, se um cristal possui um atomo divalente por célula primi-
tiva ou dois 4&tomos monovalentes por célula primitiva, a tltima banda de energia ocupada
ficard completamente cheia (ver Figura 2.2a) e, portanto, um campo elétrico externo F
nao sera capaz de alterar o momento cristalino dos elétrons em hok = —eFEdt e de, con-
sequentemente, gerar uma corrente resultante, sendo entao classificados como isolantes.
O mesmo ocorre com outros cristais que possuem dois atomos tetravalentes por célula
primitiva como os semicondutores silicio e germanio, sendo considerados isolantes no zero
absoluto.

Por outro lado, se o niimero de elétrons de valéncia for impar como ¢ o caso dos metais
como o ouro e os alcalinos, a tltima banda ficara cheia até a metade (ver Figura 2.2b), o
que fornecerd estados disponiveis ao se aplicar um campo elétrico, produzindo corrente.
A excecao a essa regra ocorre com os semi-metais: quando a célula primitiva possui um
nimero par de elétrons, mas suas bandas se superpoem fazendo com que haja uma leve
vacancia na penultima banda ocupada e uma leve ocupacao na tltima (ver Figura 2.2c),
um campo elétrico ainda produzird corrente, mas com uma resposta nao tao acentuada

quanto nos metais. Este tltimo caso se refere, por exemplo, aos metais alcalino-terrosos.

2.1.2 Massa Efetiva

Apesar de, como constatado anteriormente, os semicondutores serem isolantes no zero
absoluto, alguns elétrons que se encontram na ultima banda ocupada e completamente
cheia, também chamada de banda de valéncia, podem ser excitados termicamente para
a banda seguinte inicialmente vazia e que recebe o nome de banda de condugao (ver
novamente o caso (a) da Figura 2.2). Tal agao é possivel pois a largura da banda proibida
E, em semicondutores ¢ relativamente menor do que a largura para isolantes ¢ ¢ da
ordem de kgT' a temperatura ambiente. A vacancia deixada por tais elétrons na banda de
valéncia (buracos) e a ocupagao gerada por eles na banda de condugao, permitird que um
campo elétrico externo produza corrente. Este é um dos principais motivos pelo qual os
semicondutores sao condutores intermediarios a temperatura ambiente. Em particular,
tal condutividade recebe o nome de intrinseca, pois estd diretamente relacionada aos
portadores intrinsecos (internos) ao cristal que foram gerados pela excitacao térmica.

Além disso, existe uma condutividade em semicondutores que esté associada a impu-

rezas: um atomo de valéncia maior adicionado a rede cristalina original faz com que os
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elétrons de valéncia restantes que nao participarem das ligagoes cristalinas sejam doados
para a banda de conducao ao mesmo tempo que um portador de carga positiva rema-
nesce no atomo doador devido a ionizagao (semicondutor tipo n). Da mesma forma, se
um atomo de valéncia menor for inserido na rede cristalina, o mesmo ira precisar remover
elétrons de ligagoes préximas para seu dominio (aceitador) de modo a poder realizar suas
ligacoes restantes, o que ird criar um portador de carga positiva na rede (semicondutor
tipo p) [22, 21]. Tal processo recebe o nome de dopagem e pode aumentar a conduti-
vidade de tais materiais de forma substancial. Como os portadores cedidos sao externos,
tal condutividade recebe o nome de extrinseca. A razao entre o nimero de portadores
e o nimero de atomos da amostra deve ser muito pequena (da ordem de um &tomo de
boro a cada 10 mil em uma amostra de silicio [22]), de modo que as propriedades do
semicondutor nao sejam alteradas globalmente.

Percebe-se que os portadores transportados a banda de conducao, scja por excitagao
térmica ou por dopagem, ocupam regides proximas a sua borda (ponto mais baixo) pelo
fato de tal regiao localizar os estados menos energéticos possiveis e da concentracao de
tais portadores ser relativamente baixa. Enquanto isso, os buracos na banda de valéncia
ocupam regides proximas a parte superior da banda. Assim, vemos que os principais
performadores da conducao em semicondutores possuem vetores de onda proximos da
fronteira de uma zona de Brillouin. Pode ser demonstrado que é possivel aproximar, com
razoavel concordancia, a relagao de dispersao para o elétron em um potencial periddico
a uma forma parabdlica quando k estiver muito préximo do limite da zona [22] (ver

novamente a Figura 2.2b):

e 2
() et (”E)’ (2.4)

onde €, representa a energia minima da banda de condugao, K = k — G/2 representa o
vetor de onda medido a partir do limite da zona G/2 (7/a no caso unidimensional da
Figura 2.1) e A\/E, representa a razao entre a energia de um elétron livre h2k?/2m, no

limite da zona e a largura da banda proibida. Definindo

Me
=—° 2.5
E,
como uma massa efetiva, onde m, é a massa de repouso do elétron, tém-se
h2K?
K)=¢. , 2.6
() = o 5 (26)
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similar a relagao para um elétron livre. Esse resultado ¢ conhecido como aproximacao de
massa efetiva [22]. Qual a interpretagao fisica dessa massa? Em semicondutores, é mais
frequente nos depararmos com massas efetivas inferiores a massa eletronica, implicando
que a quase-particula responda a acao do campo elétrico com uma aceleracao superior
a que seria observada em um elétron livre*. Na tabela abaixo, apresentamos as massas

efetivas de alguns semicondutores em unidades da massa do elétron m..

Tabela 2.1 — Massas Efetivas dos Elétrons em Alguns Semicondutores

Semicondutor )/ me
InAs 0,026
InP 0,073
GaSb 0,047
GaAs 0,067

(a) Fonte: Referéncia [22].

Outra forma de compreender a massa efetiva em uma relacao de dispersao, como em
(2.6), é percebendo que seu inverso é determinado pela curvatura da relagao de energia.

De fato, em (2.6),
1 1K)

uo R OdK?

Dessa forma, se a relagao de dispersao possui simetria esférica, o valor de p é tnico

(2.7)

em todas as diregoes do espaco reciproco. Por outro lado, existem muitos semicondutores
que possuem relacoes de dispersao com simetrias distintas, como a do silicio e a do 6xido
de zinco (Zn0O) que possuem dois tipos de massas efetivas principais: a massa efetiva
longitudinal m; que se estende apenas sobre um eixo e massa efetiva tranversal m;
que se estende com simetria circular sobre um plano tranversal. Nesta configuracao as
superficies de Fermi serao elipsoides de revolucao.

Como se pode observar na definigdo (2.5), tanto a energia do elétron livre no limite da

zona A quanto a largura da banda proibida £, podem afetar o valor da massa efetiva de

*Quase-particulas sao artificios mateméticos utilizados para a simplificagao de problemas. Em outras
palavras, substituimos um elétron (real) interagindo de forma complexa com a rede por um ‘elétron livre’

que responderia a um campo elétrico com uma massa efetiva distinta.

19



forma diferente nos eixos de simetria da zona de Brillouin do cristal, pois nem todas as
superficies (caso tridimensional) do limite da zona sdo equidistantes do centro e nem todos
os semicondutores possuem o minimo da banda de condugao €. localizados na origem no
espaco reciproco. Isso ocorrera de forma mais significativa em semicondutores com banda
proibida indireta como é o caso silicio e do germanio, isto é, naqueles onde o minimo
da banda de conducao nao se localiza em K = 0, permitindo que FE; apresente valores
distintos em diferentes diregoes. Para o Si e Ge, a diferenga entre as massas efetivas sao de
79% e de 95%, respectivamente. Por outro lado, em semicondutores com banda proibida
direta tal como no arsenieto de galio (GaAs), o minimo se localiza no centro do espago
reciproco de forma que o valor de F, serda o mesmo em todas as dire¢oes. Apesar disso,
nem sempre a massa efetiva em semicondutores com banda proibida direta serd isotropica
(Tabela 2.2). Nestes casos, as diferencas entre as massas efetivas costumam ser muito

menores do que aquelas observadas nos semicondutores com banda proibida indireta (ver

Figura 2.3b).

Tabela 2.2 — Massas Efetivas Longitudinais e Transversais de Semicondutores

com Banda Proibida Direta

Semicondutor my my my/my
SiC 0,29 0,42 1,448
700 0,21 0,24 1,152
GaN 0,20 0,18 0,900
AIN 0,33 0,25 0,758

(a) Fonte: Referéncia [21].

Na Tabela 2.2, apresentamos as massas efetivas longitudinais e transversais de alguns
semicondutores. Em particular, os compostos mostrados podem cristalizar em uma estru-
tura hexagonal compacta, também conhecida como wurtzite structure [23] e, portanto,
as superficies de Fermi elipsoidais sao centradas na origem e possuem seus eixos de rotacao
(longitudinais) ao longo da diregao vertical (ver novamente Figura 2.3b). Tais compostos

servirao de modelo para nossas futuras aplicagoes no Capitulo 5.
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Figura 2.3 — Superficies de Fermi da Banda de Condugao para Alguns Semicon-

dutores

@ ® ©

(a) GaAs (b) ZnO (c) Si. Fonte: Referéncia [21].

2.1.3 Heteroestruturas Semicondutoras

Heteroestruturas semicondutoras sao estruturas compostas por camadas de diferentes
materiais que possuem constante de rede similar, de forma que a transicao de uma regiao
para outra scja coerente, isto ¢, que o conjunto de camadas possa ser considerado como
um monocristal [22]. Tais estruturas comegaram a ser investigadas no inicio da década de
30 e hoje estao difundidas em diversas aplicagoes tecnoldgicas do cotidiano como LEDs e

transistores [24].

Figura 2.4 — Esquematizacao de uma Heteroestrutura Formada por Epitaxia

GaAlAs
GaAs
GaAlAs
GaAs
GaAlAs
Substrato de GaAs

Fonte: Préprio autor.

A juncao entre dois semicondutores através de uma interface ¢ chamada de hete-
rojungao. Uma das técnicas para desenvolver heteroestruturas é a epitaxia de feixe
molecular, ou seja, uma deposicao sucessiva de camadas compostas por diferentes ma-

teriais sobre um substrato [25]. O procedimento estd esquematizado na figura a seguir:
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Figura 2.5 — Epitaxia de Feixe Molecular

GROWTH CHAMBER (UHV)

Transfer rod

iFﬁ LOADING CHAMBER (HV)

AL

g e
] |

Substrate . Carousel with 4
samplehoiders

RHEED-gun
(5-50keV)

Loading port

_____ Viewport
o

Effusion Cells

Viewports
PREPARATION CHAMBER (UHWV)

Beam flux gauge
(to be rotated in Substrate Position)

Cryopanels

Effusion cell
shutters

Fluorescent screen

Video camera - ~ Monitor

Fonte: Referéncia [25].

Tudo comega na camara de carga (loading chamber), através da qual o substrato é
inserido e transportado para a camara de preparo (preparation chamber), onde o mate-
rial ¢ submetido ao calor visando a retirada de impurezas. Em seguida, o substrato ¢
novamente transportado para a camara de crescimento (growth chamber) na qual podem
existir diversas células de efusao que sao aquecidas a fim de produzirem feixes de particulas
direcionadas ao substrato e que irao se depositar sobre o mesmo, formando uma camada.

Considere uma heterojuncao tipo n — N a temperatura T' tal que ¢, — ¢, > kgT ou,
em outras palavras, uma juncao na qual o semicondutor do tipo N possui uma maior
concentracao de elétrons advindos de doadores do que o semicondutor do tipo n. Isso
acarretard que os niveis de Fermi' N.F. (relacionado & concentracao de portadores) nos
dois semicondutores sejam distintos. Além disso, vamos supor que o semicondutor do tipo

n possua uma banda proibida de largura menor que a do semicondutor tipo N e que as

tExiste uma diferenca entre energia de Fermi e nivel de Fermi: a primeira est4 relacionada ao valor
maximo de energia do sistema e s6 deve ser definida no zero absoluto. A segunda, corresponde ao valor de
energia no qual a distribuicao de Fermi-Dirac assume o valor 1/2 para qualquer valor de temperatura.
Note que, diferentemente da energia de Fermi, os niveis de Fermi da Figura 2.6a se situam dentro da

banda proibida.
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mesmas estejam dispostas em um alinhamento normal como mostrado na Figura 2.6.

Figura 2.6 — Representacao da Formacao um Poco de Potencial através de um

Heteroestrutura
E,.
+ —
\ l‘ __________ b‘ 4
—————————— N.F N.F oo e
N n n
E, N
E, > Z
N
) Z
(@) =« (b)

(a) Banda de condugdo para dois semicondutores com niveis de Fermi distintos inicialmente separados.

(b) Banda de condugio apds a jungao. Fonte: Referéncia [22].

Quando os dois semicondutores inicialmente separados (Figura 2.6a) sdo unidos através
da interface, o equilibrio termodinamico ira requerer que o nivel de Fermi se iguale através
da heterojuncao de modo a nao permitir corrente resultante, uma vez que nao ha tensao
aplicada. Isso acarretard em uma transferéncia de elétrons do lado IV préximos a interface
para o lado n da interface, gerando uma carga espacial positiva no lado N e uma carga

espacial negativa no lado n, formando uma estrutura similar a um capacitor. Lembrando

E.+ E,
2

um capacitor de placas paralelas com densidade superficial de carga o é igual a V' = ad/¢y,

que no equilibrio térmico p = +¢V = constante [22] e que o potencial associado a

teremos que

P _2qaz

+ constante, (2.8)
€o

onde E corresponde ao ponto médio entre o topo da banda de valéncia e o minimo da
banda de conducao. Para uma carga de teste ¢ < 0, vemos que o ponto médio entre
as bandas para os dois semicondutores sofrerd uma elevacao na regiao onde V' # 0.
Dessa forma, na Figura 2.6b um pogo de potencial é formado na interface entre os dois
semicondutores. Isto se deve ao fato de que elétrons que migraram de N para n serao
atraidos por seus respectivos ion doadores ao passo que o equilibrio do potencial quimico
ird impedir que retornem, fazendo com que se mantenham aprisionados na regiao do pogo
quantico, formando um gés de elétrons bidimensional.

Um exemplo prético de heteroestrutura tipo n — N com alinhamento normal de ban-
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das é a GaAlAs/GaAs, onde o GaAs faz o papel do semicondutor tipo n, enquanto que
o GaAlAs faz o papel do semicondutor tipo N. Esse dispositivo experimental tém sido
recorrentemente desenvolvido e estudado devido as suas aplicagoes no entendimento de
diversos fenomenos fisicos importantes como o efeito Aharonov-Bohm, as correntes per-
sistentes e o efeito Hall quantico [7, 8, 10]. Portanto, é sobre este arcabougo experimental

que sera baseado o modelo tedrico a ser apresentado a seguir.

2.2 Aneis Quanticos e o Modelo de Tan-Inkson

A abordagem a ser utilizada neste trabalho foi proposta originalmente por W. C. Tan
e J. C. Inkson em 1996 [8] para um potencial que descreve um anel quantico bidimensi-
onal isolado com espessura finita. O modelo possui dois parametros a; e as que podem
ser ajustados de forma independente e conveniente de modo a variar o raio e a espessura
do anel para se obterem limites correspondentes a outros diferentes objetos tais como
pontos quanticos (quantum-dots), anti-pontos quanticos (anti-dots), aneis unidi-
mensionais e fios retos bidimensionais. Nesta secao, serao apresentados o modelo
propriamente dito e os resultados obtidos para auto-energias, autofungoes, propriedades
eletronicas, magnetizagao e correntes persistentes quando se inclui um campo magnético
B uniforme ao plano do anel e um fluxo quantizado que passa através de um solenoide

no centro do anel [9].

2.2.1 Definicoes do Modelo

O modelo é definido matematicamente por um potencial radial da forma
V(r) =2 4 ap? - 2.9
(T)—ﬁ‘f'azr— 05 (2.9)

onde a; e ay sao os parametros do anel e V; é uma constante arbitraria escolhida de
modo a fixar o minimo do potencial em zero. Tal potencial apresenta um comportamento
fortemente repulsivo para r — 0 e r — 00, confinando as particulas em uma regiao central
em torno de um minimo, o que define a estrutura de anel. Em termos dos parametros a;
e a9, o ponto de minimo 7y, também chamado de raio médio do anel, é dado por

dv 2 14
('f') = —% + 2&27"0 =0 — o = <ﬂ> (210)

dr o as
r=ro
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e, entao, Vo = 2,/a1a,. Dessa forma, reescrevemos o potencial como

V(r)= a_; + agr? — 2 /ajas. (2.11)
r

Para r ~ rqg, pode ser mostrado, usando a expansao em Série de Taylor, que o potencial

confinante (2.11) pode ser aproximado por um potencial harmonico da forma

V() = % (8ag) (r — o) + -+ ~ %,uwg('r — )2, (2.12)

onde w3 = 8ay/u ¢ 1 é a massa cfetiva do elétron introduzida anteriormente. Os com-
portamentos do potencial de Tan-Inkson (2.11) e da aproximagao harmoénica (2.12) em
funcao da posicao radial sao mostrados na Figura 2.7 para uma estrutura bidimensional
composta pelo semicondutor GaAs cujos parametrost 7o = 1350 nm e hwy = 2.23 meV
sao os mesmos usados em [9]. Pode ser observado claramente a assimetria do potencial
confinante em relacao ao raio médio do anel, o que reflete que a repulsao interna é mais

forte do que a externa.

Figura 2.7 — Potencial de Tan-Inkson e Aproximagcao Harmonica

N

Potencial Radial (meV)
w

2 4
1.
— V()
---- Harmbnico
0.
1300 1320 1340 1360 1380 1400

Posicdo Radial (nm)

Fonte: Préprio autor.

O raio médio do anel pode ser estimado através de Microscopia de Forca Atémica (AFM) [14]. Em

relagdo & quantidade Awy, consulte 0 APENDICE A para mais detalhes.
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2.2.2 Equacao de Schrodinger, Auto-energias e Autofuncoes

Visando a obtencao das propriedades eletronicas do anel quantico, vamos conceber o
seguinte arranjo (Figura 2.8): considera-se um campo magnético uniforme B perpendi-
cular ao plano do anel e um fluxo magnético quantizado ® = l¢g = - através de um
solendide supercondutor’ que passa através do centro do anel, onde ¢y é o quantum de
fluxo. Desse modo, o Hamiltoniano de um elétron de massa efetiva p serd dado mediante

acoplamento minimo por

ﬁ——h—2 V4 A 2+V(r) (2.13)
2 h '
1 Y\ . . .
com A = §Br + o . Expandindo o termo entre parénteses,
ie \° ie ie e?
—A) =VP+ V- A+2-A . V- A% 2.14
<V + 5 ) V*+ 5 \Y + 5 \Y 2 (2.14)

Figura 2.8 — Esquematizacao da Abordagem Fisica do Problema

d=1Ih/e

se N
oIl

Anel Quéntico

Solendide
Supercondutor

Para efeito de simplificagao dos cdlculos, o spin das particulas (elétrons) nao estd sendo considerado [8].
Fonte: Préprio autor.
Usando a expressao geral da divergéncia em coordenadas cilindricas fornecida no
APENDICE B, concluiremos imediatamente que V - A = 0. Além disso, obtemos que
1 Bl 122
A% = <32r2 + o B0 - % (2.15)

4 T 22

$Tal expressao difere do resultado obtido pela Teoria BCS dos supercondutores por um fator 2 no

denominador. Isso se deve ao fato de que nao consideraremos o spin das particulas em nossos céalculos.
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H=- hz L0 (0N @B, 1(0 B 9 i

B ror \" or a2 T Oy h \0p (2.17)
+—2+a2r'—VO.
r

Agora, estamos preparados para resolver a equacao de Schrodinger independente do
tempo

Hiy = Evp. (2.18)

Primeiramente, note que, como o Hamiltoniano nao depende explicitamente da coorde-

nada ¢, pode-se supor uma solugao (ansatz) da forma

¢(T» 90) = Nf(r)e_imw7 (2'19)

onde m é um inteiro, a principio livre, e N é uma constante de normalizacao. Substituindo

essa forma na equagao de Schrodinger, obtemos a equagao para a parte radial

d’f  1df r? M? 9
g {r e - =o (220
onde definimos
24aq eB 2u(E + Vp)
M = \/(m - l)2 + B2 S2 = {?(m - l) 72 (2 21)

2uay  e*B? 1 B / / )
|:F + W] )\4, com A= wo + w? (222)

sendo, respectivamente, o comprimento magnético efetivo, a frequéncia de ciclotron efetiva
e a frequéncia de ciclotron.
Fazendo a mudanca de varidavel 7 — v/2)\¢ na equacdo diferencial (2.20) e multiplicando-
a por 2)\2, , ,
% + %Z—Jg - {5 + ]\é 2)\252}f(§) = 0. (2.23)
Tal equacao diferencial nao parece muito sugestiva, porém podemos analisar o compor-

tamento assintotico da mesmas:
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No limite assintdtico de £ — oo, a equacao (2.23) se transforma em

d*f

@ o =0, (2.24)

cuja solucao geral é dada por
f(€ = 00) = Aet/? + Be €12, (2.25)
Exigindo uma solucao bem comportada para £ grande, devemos impor A = 0 e, entao,
F(€— 00) = Bt/ (2.26)

Agora, aplicando o limite assintético de & — 0 em (2.23), obtemos

Af L df 240
fd—ggﬂLfd—g—Mf(f)NO (2.27)
que tem, por solugao geral,
f(&—0)=CeM+ DM, (2.28)

onde, pela necessidade de uma funcao de onda quadraticamente integravel, fixamos D = 0

para ficarmos com
f(€—0)=C¢M. (2.29)
Incorporando as constantes B e C' na constante de normalizacao N, a solugao geral

da parte radial tem a forma
f(€) = NEMe S 2n(¢), (2.30)

onde h(§) é a solugdo bem comportada entre os limites assintéticos. Fazendo agora uma

nova, substituicdo &2 — =,

f(x) = NaMPe2p(x) (2.31)
e, entao,
df df d’f &f . df
dé T ¢ ode T e Tt (2:32)

Substituindo esses resultados em (2.23), temos que

Ef df {a: M2 )\26?

Tt T 5 }f(:c) = 0. (2.33)

Além disso, de (2.31),

9@ _ {@ N @ (% _ 1)1 M2/ (2.34)



dzf_ d’h M . dh M2 M 1 M
422 22 4 222

ary _|ath gn (M7 M 1 M M/2 ~x/2 9
722 s s + ) h(x)} e, (2.35)

Usando tais resultados em (2.33), obtemos

d*h dh

Tt [(M+1) — 2] . Kh(z) =0, (2.36)

(M+1) XN§°
2 2

da equacao diferencial hipergeométrica confluente:

onde K = . A equacao diferencial (2.36) tem exatamente a mesma forma

dy dy
) + (c—x) F ay(x) =0, (2.37)

cuja solucao, quando o parametro a for nulo ou um inteiro negativo [26], serd um polinémio
da forma

y(x) = Fi(a,c,x) (2.38)
que é a fungao hipergeométrica confluente. Entao, associando (2.36) com (2.37),
h(z) = F1(K,M +1,z). (2.39)
Dessa forma, a solucdo radial completa f(z) = h(x)z™/2e=%/2 sera
f(x) = NaMPee/2 F (K, M + 1, ). (2.40)

Em termos da coordenada radial r, a solu¢do completa ¥ (r, ) = f(r)e”" é, entdo,

dada por

00r,9) = g (5) e Py (K, M+, %(r/)\)2) e (2.41)

Ainda nao normalizamos a funcao de onda completa. Antes de fazermos isso, vamos

obter as auto-energias. Fixando K como um inteiro nulo ou negativo,

K —

(M+1) & {@ N 2u(E+‘/())] — (2.42)

- -1
2 2uw | h (m =) h?

sendo n = {0,1,2,3,...}. Resolvendo para a energia,
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sao as auto-energias do anel quantico com um campo magnético uniforme perpendicular
ao plano do anel e um fluxo Aharanov-Bohm que passa através de seu centro, onde
n=40,1,23...} em=4{..,-2,-1,0,1,2,...}. Na auséncia de potencial confinante

e considerando | = 0, a expressao (2.43) se reduz a

1
Eﬁ:<ﬁ+—>hwc, ﬁ:n—i‘

5 Iml=m 4 (2.44)

5 =
correspondente as energias dos niveis de Landau.

Para o calculo da constante de normalizagao N, usamos uma relacao entre os po-
lindmios associados de Laguerre e as fungoes hipergeométricas confluentes fornecida
em [26]:

Mn!

Fi(—=n, M +1,2) = an (x). (2.45)

Langando mao da relacao de ortogonalidade dos polinomios associados de Laguerre

/OO LE(x)LF(z)2x*e ™ dx = Ménl, (2.46)

0 n!

a condigao de normalizagdo da probabilidade total da fungao de onda (2.41) leva a

) N N e N
Jroomtesntr e [GEEG] [ @) —1 @
1 [ (M +n)!
N =3\ 2z (2.48)

Por fim, usando a identidade ['(z + 1) = z! das fungoes gama e substituindo em (2.41),

(

=
>3

v <—n, M41, %@/A)?) eims
(2.49)

1 (M +n+1) M
'(/}n,m(ra 90> - X\/QM'H?T(F(M + 1))2n! <X) €

sao as correspondentes autofungoes do sistema que também dependem de n e m.

O limitante para o nimero quantico m advém do nimero de elétrons no sistema. No
zero absoluto, um total de NV, elétrons deverao ocupar os estados 1, ,, com menor energia.
A energia do ultimo estado a ser preenchido serda denominada de energia de Fermi. Na
figura abaixo, esbocamos o gréfico das sete sub-bandas (curvas que comportam estados
com mesmo valor de n) de energia mais baixas em fungao do nimero quéantico m para

diferentes valores do campo magnético B, mas com fluxo magnético nulo (pois nosso
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objetivo é analisar as influéncias de B e do fluxo separadamente). Os parametros do anel
utilizados foram Awg = 2.23 meV e ryp = 1350 nm em uma amostra de GaAs, cuja massa
efetiva é igual a y = 0,067m,.. Podemos observar que, para um dado valor de campo
magnético, existem estados com diferentes valores de n e m que atingem o mesmo valor

de energia.

Figura 2.9 — Grafico das Sub-bandas como Fun¢ao do Nimero Quéantico m
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Para um valor de campo magnético especifico, as diferentes curvas representam os estados principais n a

partir do estado fundamental. Fonte: Préprio autor.

Os minimos das sub-bandas se situam sobre o mesmo m = my para um determinado

valor do campo magnético e se separam horizontalmente de forma linear com o valor de

B. De fato,

dEnm c
m = hw — ¢ =0, (2.50)
dm 9 2#@1 2
24 /m? + =
. 2 Br?
mo = ¢, | 228 _ €270 (2.51)

Wo FLQ 2h ’
Também pode ser observado na figura anterior que, a medida que o campo magnético
aumenta, o valor energético correspondente aos minimos das sub-bandas e o espagamento

entre as mesmas também aumenta. Substituindo (2.51) em (2.43),

1 1 232 2 232 ZBQ
Epmy = h n+—+—\/6 it al“) eI S S ot ¥ SO0

N
N

=

2 "2V apz "o h? w2 4p
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que apresenta o seguinte comportamento grafico para diferentes valores de n em funcgao

do campo magnético, expresso na Figura 2.10: A elevagao energética dos minimos das

Figura 2.10 — Minimo das Sub-bandas de Energia em Funcao do Campo

Magnético
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Os valores dos parametros utilizados foram Awg = 2.23 meV e ry = 1350 nm. Fonte: Prdprio autor.

sub-bandas com o consequente afastamento entre as mesmas devido ao aumento do campo
magncético levard a uma dinamica quanto a populagao ¢ a despopulacao de elétrons nas
sub-bandas para uma dada quantidade fixa N, de elétrons, afetando o comportamento a

Energia de Fermi.

2.2.3 Raio Médio de Estado e Amplitude de Estado

Reescrevendo o Hamiltoniano H,, resultante de Hiy = N H,,, f(r) em (2.18) e conside-

rando novamente [ = 0,

m —

- h*1 0 0
H 27 (rg> + U (1), (2.53)
podemos considerar

2B2
‘ 7’2) + 5 et =V (2.54)

m 4+

h: (m? eB
um (1) = 2 h 4h?

= ﬂ i
como um ‘potencial radial efetivo’. O ponto de estabilidade para um estado de momento

angular m, também chamado de raio médio do estado r,,, se situard no ponto de
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minimo desse potencial. Dessa forma,

At (1) e2B? R*m2\ 1
iSRRI (2 S 2.
ar | ( as + m r ay + p ) 0 (2.55)

que ird resultar em, a partir das definigoes (2.21) ¢ (2.22),

T'm =V 2M M. (256)

Figura 2.11 — Faixas de Raio Médio de Estado para Diferentes Valores de Campo

Magnético.
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A linha tracejada representa o raio médio do anel ry = 1350 nm e a sua interse¢do com as demais curvas

determina o minimo das sub-bandas. Fonte: Préprio autor.

Podemos interpretar tal resultado como uma posicao radial média que determinado
elétron em um estado de momento angular m tera do centro do anel, isto é, um distancia
em torno da qual a particula oscila. Note que estados com diferentes valores de niimero
quantico n podem apresentar o mesmo raio médio de estado para um B constante (Figura
2.11). No regime de campo magnético nulo, os estados com m = () possuem o menor raio
médio de estado que coincide com o raio médio do anel ry. Se dividirmos o anel em duas
regioes radiais interna (para r < 1350nm) e externa (para r > 1350nm), os estados
com |m| > 0 para B = 0 ocuparao principalmente o lado externo do anel. Porém,
a medida que o campo magnético aumenta, se substituirmos a expressao para mg em

(2.56), concluiremos que r,,,(B) = r9. Ou seja, o ponto de minimo em cada sub-banda
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sempre estard associado ao raio médio do anel 5. Logo, como passam a existir estados
com valor de m menor que mq (Figura 2.9), os elétrons cada vez mais irdo ocupar o lado
interno do anel até que todos os estados estejam distribuidos simetricamente nas duas
regioes.

Além de uma posicao radial média, é possivel determinarmos a amplitude de estado,
isto é, o limite radial classico que um elétron pode atingir antes de superar o potencial
radial efetivo w,,(r). Tal regiao serd determinada resolvendo a equagao a seguir para um
dado valor de energia:

E —hz m—2—§m+ b
2 h anz

) + — —|— CLQT’ - Vg (257)

Usando novamente as defini¢oes em (2.21) e (2.22), podemos reescrever a equagao anterior

co1mo

,,A

S S%r? + M? =0, (2.58)

cujas raizes serao:
ra = V2 (X257 ¢ m)” T e =V (2257 - m)m (2.59)
Apdbs um pouco de manipulacao algébrica,
dy =715 — 1o = 2\/2n + 1. (2.60)

Uma vez que A =~ 22,6nm, amplitude minima de um estado quando B ¢é nulo ¢é igual a
do(B = 0) = 45, 2nm.

Vamos analisar agora a relacao entre os raios médios e amplitudes de estado para dois
estados (n1, my) e (ng, m) degenerados no regime de campo magnético e fluxo nulos.

Igualando os autovalores de energia fornecidos em (2.43) para os dois estados, temos que:

1 1 2paq 1 1 2paq o
<”1+§+§\/ + h)nw 2r8=(”2+§+§ mg + 2 )ﬁo baird
2paq 2paq
2(ny — ng) = /m3 + =) —\/m%+7. (2.61)

Do resultado anterior, podemos concluir que se ny > ng, |my| < |ms|. Portanto, para

dado grupo de estados degenerados, aqueles com maiores valores de n terao as maiores
amplitudes e, porém, os raios médios mais préximos de o = 1350nm. Enquanto isso,
os estados com menores amplitudes possuem os valores de raio médio mais externos (ver

novamente Figura 2.11).
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2.2.4 Degenerescéncia

Podemos observar os efeitos da degenerescéncia dos estados preenchendo as sub-bandas
na Figura 2.12. Cada curva com sua respectiva cor representa um estado 1, ,,, do sistema
a l =0 ¢ como o scu valor energético evolui com B a partir da equagao (2.43). Percebe-se
que as linhas vermelhas (n = 0) também podem ocupar as mesmas regioes energéticas
das linhas verdes (n = 1) e linhas azuis (n = 2). Note que os contornos que separam as

regioes energéticas sao delimitados pelas mesmas curvas apresentadas na Figura 2.10.

Figura 2.12 — Efeito da Degenerescéncia no Preenchimento das Sub-bandas
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Cada curva no gréfico representa um valor de m. Curvas com a mesma cor correspondem a estados com o
mesmo nimero quantico n. Os valores dos parametros utilizados foram Awy = 2.23 meV e ro = 1350 nm.

Fonte: Préprio autor.

Nos ultimos resultados, obtivemos o comportamento dos niveis de energia do sistema
considerando apenas a influéncia do campo magnético B e mantendo & = 0. Agora,
iremos analisar a influéncia do fluxo magnético no sistema isoladamente, isto é, fixaremos
B = 0. Calculando novamente o valor de m = mg para o qual se situa o minimo das

sub-bandas a medida que [ varia a partir de (2.43),

dEpm (m —1)

dm 2ua
\/(m —1)2+ hzl

hw=0— mg=1. (2.62)
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(2.63)

de energia das sub-bandas e, consequentemente,

’

que é simplesmente o caso particular de B = 0 na expressao (2.52). Assim, vemos que,
, 0 minimo

En,mo
dependencia em [

s

ha

Substituindo esse resultado em (2.43),
como nao
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o espacamento entre elas permanecem constantes em funcao do fluxo magnético como se
pode ver claramente na Figura 2.13. Entretanto, ainda se nota a degenerescéncia e a
influéncia de [ na energia dos estados. Além disso, caso B seja nulo, as sub-bandas serao
basicamente uma fungao modular em m—I[. Assim, pode-se concluir que o fluxo magnético
Figura 2.13 — Ocupacao das Sub-bandas em Fungao do Fluxo Magnético.

isoladamente nao influencia a energia de Fermi do sistema.
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Uma vez que ja abordadas a degenerescéncia dos estados e o comportamento das sub-

Os valores dos parametros utilizados foram Fwg
bandas de energia como fungao do campo magnético e do fluxo, estamos preparados para

discutir, de forma mais clara, a energia de Fermi e suas implicagoes nas propriedades do

sistema.



2.2.5 Oscilagoes Aharonov-Bohm

As oscilagoes Aharonov-Bohm (AB) ou oscilages de estado se referem ao com-
portamento da energia de um determinado elétron ao transitar entre diferentes estados

Yn.m & medida que o campo ou o fluxo magnético variam.

Figura 2.14 — Ilustracao das Oscilagoes Aharonov-Bohm
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As curvas tracejadas (azul e verde) que se sobrepoem as curvas de estado (vermelhas) na sub-

banda fundamental representam o comportamento de elétrons distintos. Fonte: Préprio autor.

Observe a figura acima, onde é mostrada uma ampliagao do grafico da figura (2.13).
Vamos considerar, para fins de ilustracdo, que ha somente dois elétrons na amostra que
sao representados pelas curvas tracejadas azul (menor energia) e verde (maior energia). A
fluxo magnético nulo, o estado m = 0 é aquele de menor energia, enquanto que os estados
m = —1 e m = +1 sao degenerados. A medida que [ varia, os estados com |m| = 1 se
separam de tal forma que o estado m = +1 vai sofrendo reducao na energia, enquanto
que o estado m = 0 passa a aumentar seu valor energético até se encontrarem no ponto
[ =0,5. O elétron de menor energia inicialmente em m = 0 desejara permanecer sendo
0 menos energético e, para isso, deverd transitar para o estado m = +1 em [ = 0,5. Em
contrapartida, o outro elétron nao tera escolha a nao ser transitar para o estado m = 0

desocupado. Tal processo ira se repetir, com excecao do elétron menos energético, em

intervalos de 0,5 h/e. Além disso, a energia dos elétrons iré oscilar em intervalos de h/e.
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Figura 2.15 — Oscilagoes Aharonov-Bohm em Sub-bandas Superiores
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As curvas tracejadas (azul escuro e azul claro) representam o comportamento de elétrons dis-

tintos A e B, respectivmente. Fonte: Préprio autor.

Entretanto, a situacao se torna mais complexa a medida que novas sub-bandas vao
sendo ocupadas. Observe a figura (2.15): em tal faixa de energia, temos a presenca de
estados pertencentes as sub-banda n = 0 e n = 1. Dessa forma, os estados referentes
as duas sub-bandas passam a se interceptar em diversos pontos, o que fara com que
o numero de transi¢oes de um determinado elétron se torne cada vez mais frequente e
irregular. As linhas verticais pontilhadas em tal figura demarcam os pontos exatos onde
os elétrons A e B transitam. Observe que, em um mesmo periodo de h/e, ocorrem ao todo
seis transigdes ao passo que, no caso mostrado na Figura (2.14), ocorrem apenas duas.
Posteriormente, veremos que determinadas propriedades do sistema como magnetizacao
e corrente sao profundamente afetadas pelas oscilagoes AB pois as mesmas sao definidas
em funcao de derivadas da energia em relacao ao campo magnético e ao fluxo magnético,

respectivamente.

2.2.6 Energia de Fermi e Espessura do Anel Quantico

A energia de Fermi para um dado B é o valor de energia mais alto que um estado

do sistema de N, elétrons pode alcancar no zero absoluto. Nesse regime de temperatura,
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os elétrons vao ocupando os estados disponiveis de energia mais baixa até que toda a
sua populacao tenha se acomodado. Desse modo, a extensao do espectro para o nimero
quantico angular m ficara restrito, em cada sub-banda, ao valor da energia de Fermi.
Definimos a espessura do anel quantico como sendo a ‘regiao classicamente acessivel’
de um elétron no potencial de Tan-Inkson (2.11) para uma dada Energia de Fermi Ej.

Dessa forma, tal regiao serda determinada pela solugao da equagao
Br=" 4 ap? -V (2.64)
f = r2 2 0 :

agrt — (Ef + Vo)r* +a; = 0 (2.65)

que pode ser reescrita como uma equagao do segundo grau, fornecendo como solugoes o

raio externo r, e o raio interno r_ do anel (ver novamente Figura 2.8):

1/2
Ej+ Vo £ /B2 + 2BV,
_ (2.66)

2&2 ’

T+
de modo que a espessura do anel Ar seja matematicamente definida como
Ar=ry —r_ . (2.67)

Substituindo as solugdes (2.66) na defini¢do anterior,

1/2 1/2
Ef+V0+,/EJ%+2EfVO Ef+V0—,/EJ2c—|—2EfVO
— . (2.68)

2a9 2ay

ry —r_ =

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos

(T*_r‘)QZ@a—T}_i[(Eﬁ%ﬂ/M) (B +vi— JE2+280)] .

Ei+Vy, 1 E;+Vy Vo E
e [ Ty o B YOR A R/ AL (U §

a2 a2 a2 a2 a2

(2.69)

Lembrando da definigio w? = 8as/p, a espessura do anel quantico serd dada por

Ar = i—fg, (2.70)
| Ko

onde, com este resultado, podemos estimar a espessura do anel se obtivermos a energia

de Fermi dado que ja conhecemos i e wy.
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Como discutido anteriormente, apenas a variacao do campo magnético deve afetar a
energia de Fermi do sistema. Entao, usando os parametros do anel introduzidos anteri-
ormente para uma amostra de GaAs contendo 1400 elétrons nao-interagentes, obtemos
numericamente o comportamento da Energia de Fermi em funcao do campo magnético

apresentado na figura abaixo em acordo com [9)]:

Figura 2.16 — Energia de Fermi como Funcao do Campo Magnético
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Os valores dos parametros utilizados foram Awg = 2.23meV e rg = 1350 nm. Fonte: Préprio

autor.

Podemos observar que o campo magnético produz oscilacoes na energia de Fermi,
como resultado da populagao e despopulacao das sub-bandas a medida que elas alteram
sua forma como mostrado anteriormente na Figura 2.9. O surgimento dos quatro picos
representa a despopulagao completa das sub-bandas de n = 4 até n = 1 em sequéncia.
Além disso, a espessura do anel quantico Ar costuma ser determinada na auséncia do
campo magnético. Assim, para B = 0, extraimos do grafico acima que Fy ~ 12.12meV,
muito préximo ao obtido em [9].

Portanto, segundo (2.66), os raios internos e externos do anel sao dados por
Ty A~ 1427 nm ry A~ 1278 nm (2.71)
e, consequentemente, a espessura do anel sera

Ar ~ 149 nm. (2.72)
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Tal resultado esta de acordo com o esperado pois o raio médio do anel o = 1350 nm esta
dentro desse intervalo e o raio interno esta mais préximo do raio médio do que o raio
externo devido a uma maior repulsao interna que ‘comprime’ ainda mais os elétrons. Tal
comportamento da energia de Fermi apresentado na Figura 2.16 sera determinante para

as propriedades de magnetizacao e corrente persistente do sistema.

2.2.7 Magnetizagao

Existe uma definicao alternativa para o termo mesoscépico: trata-se de um sistema
pequeno demais para ser observado a olho nu, porém grande o suficiente para seja possivel
e necessario medir parametros termodinamicos intensivos de forma a extrair informagoes
de um sistema microscopicamente complexo. Tais parametros tém a propriedade de que
seus valores se mantenham constantes do ponto de vista macroscopico independente da
variacao de parametros extensivos do sistema como volume, energia interna ou nimero de
particulas, pois se tratam de médias globais aplicadas a um grande niimero de particulas.
Exemplos de parametros termodinamicos intensivos sao a temperatura, pressao e potencial
quimico [27].

Em um sistema termodinamico na presenca de um campo magnético B, o parametro
extensivo que caracteriza o comportamento magnético é o momento de dipolo magnético
total ou magnetizacao total da amostra M. Essa propriedade é muito importante, pois
determina como o sistema responde a acao de um campo magnético. Entretanto, é mais
simples controlar o campo magnético aplicado pelo fato do mesmo nao variar em determi-
nado ponto com o tamanho da amostra, sendo considerado um parametro termodinamico

intensivo que se relaciona a magnetizacao através da expressao [27]

ou
B = (—) (2.73)
8./\/1 S,‘/,Ne

Dessa forma, na representacao energética, temos
U=U(S,V,M,N,), (2.74)

onde S representa a entropia total do sistema, V' representa o volume total e N, representa
o nimero de elétrons.

Interessa-nos obter uma nova representacao de energia que forneca a temperatura T
e a intensidade do campo magnético do sistema B em lugar da entropia e da magne-

tizacao, respectivamente. Portanto, faz-se a tranformacao de Legendre para o potencial
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termodinamico

F(T,V,B,N,) =U(S,V, M,N) = TS — BM (2.75)

conhecido como energia livre de Helmholtz. Dado que estamos trabalhando com o

numero de elétrons constante, diferenciando F' obtemos:

ou. oU ou.
dF _%ds + (W) dv +Lg/\{de —TdS — SdT — MdB — BdM, (2.76)

onde negligenciamos os subindices nas derivadas parciais que denotariam a constancia dos

outros parametros. Assim,

OF OF OF
dF = (8_T> T + (W) dv + (8—3) dB = —PdV — SdT — MdB (2.77)

e obtemos as equagoes de estado

oF oF oF
P=-(),, 5= (o), < m®@=-(5),,

A energia livre total F' pode ser obtida a partir da soma das auto-energias dos estados de
cada elétron do sistema

Ne
F=> Eum  Eum<Ey, (2.79)

de modo que tal soma deve estar limitada ao nimero N, de estados com energia menor
ou igual a energia de Fermi para determinado valor de campo magnético. De forma mais

explicita,

N, N,
e S aEnm
M(B) = E M = — : E,m < Ey (2.80)

0B T

n,m

com, a partir de (2.43),

A partir de (2.80) tomando [ = 0, obtemos o comportamento para a magnetizacao

total do sistema em funcao do campo magnético na Figura 2.17. E possivel notar um
padrao oscilatério global similar ao das oscilagoes na energia de Fermi. Tal similaridade
nao aparenta ser coincidéncia, pois, uma vez comparados os dois graficos, percebe-se que
0s picos se situam na mesma regiao. De fato, é evidente que tais oscila¢oes estao relacio-

nadas a dinamica de populagao e despopulacao das sub-bandas. Na verdade, analisando
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a Figura 2.17, notamos que ha dois tipos principais de oscilacao referente a magnetizacao:
uma associada a dinamica de alternancia dos estados entre sub-bandas chamado de os-
cilagbes Aharonov-Bohm (AB) cujas amplitudes dominam para campos magnéticos
fracos, pois em tal regime o nimero de sub-bandas ocupadas é maximo e outra, como ja
comentado, associada a despopulagao das sub-bandas e dominante no regime de campos
magnéticos fortes, denominada de oscilagoes de Haas-van Alphen (dHvVA). Note que
as amplitudes das oscilagoes AB se tornam cada vez menores a medida que os picos vao

sendo atingidos. A seguir, analisaremos tais regimes de forma mais detalhada:

Figura 2.17 — Magnetizagao do Sistema em Fun¢ao do Campo Magnético
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Os valores dos parametros utilizados foram fuwg = 2.23 meV e rg = 1350 nm. Fonte: Préprio autor.

Na Figura 2.18a, é apresentado o regime de campos magnéticos fracos. Em tal faixa,
o nimero de sub-bandas ocupadas é maximo de modo que exista um conjunto de cinco
valores possiveis para n em (2.81). Dessa forma, a magnetizacao total sofrerd intensas
oscilagoes AB acompanhada de ruidos a medida que B varia, cujas amplitudes ultrapassam
600meV /T. Por outro lado, no regime de campos magnéticos fortes mostrado na Figura

2.18b, as amplitudes das oscilacbes AB sao fortemente suprimidas para aproximadamente
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20meV/T e se apresentam em um perfil livre de ‘ruidos’ conhecido como sawtooth ou
dente de serra, o que se deve ao fato de que, neste caso, apenas a sub-banda fundamental

(n = 0) estd ocupada por conta das oscilagoes dHvA. Em ambos os regimes, o periodo de

oscilagiio ¢ de AB = 2% ~ 0,000717T [9].
o

Figura 2.18 — Regimes Extremos de Correntes Magnetizacao.
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Os valores dos parametros utilizados foram Awg = 2.23 meV e ry = 1350 nm. Fonte: Préprio autor.

2.2.8 Correntes Persistentes

Em 1911, o cientista holandés Kamerlingh Onnes observou que a resistividade elétrica
de certos metais e ligas metélicas experimentava uma brusca reducao quando tais amos-
tras eram submetidas a temperaturas muito baixas (da ordem do Hélio liquido), o que
acarretava no surgimento de correntes continuas associadas a resisténcias muito proximas
de zero. Esse efeito ficou conhecido como supercondutividade e as correntes carac-
teristicas de tal regime, por sofrerem baixa atenuacao dissipativa, poderiam se manter
por até 100 mil anos, sendo assim denominadas por correntes persistentes [22]. Entre-
tanto, mesmo a temperaturas diferentes de zero, foi previsto por Biittiker, Imry e Landauer
em 1983 [28, 29] e evidenciado experimentalmente por Levy et al. em 1990 [30] e Chan-
drasekhar et al. em 1991 [31] a presenga de correntes persistentes em anéis mesoscopicos
metdalicos nao supercondutores como os cobre (Cu) e de ouro (Au) quando sujeitos a fluxos
magnéticos. Posteriormente em 1993, Maily et al. [7] realizaram o primeiro experimento
deste tipo envolvendo anéis mesoscépicos semicondutores, onde se utilizou a heterojuncao

GaAs/GaAlAs a temperatura de 15mK, obtendo-se uma amplitude de corrente igual a
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4+ 2nA.

Nosso objetivo é, entao, determinar a magnitude e o comportamento das correntes
persistentes em um anel quantico de GaAs submetido a um campo magnético uniforme
perpendicular ao plano do anel e a um fluxo Aharonov-Bohm que passa através do centro
do anel. Podemos relacionar o campo elétrico induzido E na superficie com o campo

magnético total no anel By, através da forma diferencial da Lei de Faraday

8Btotal
ot

Integrando ambos os lados da equacao através da area S delimitada pelo anel de

VxE=-—

(2.82)

contorno C e usando o Teorema de Stokes,

a a total
E.d=-2 [ B, ds— 28w 9.

onde ®yppa = Ppr+ P ap corresponde soma do fluxo devido ao campo magnético constante

®); e ao fluxo Aharonov-Bohm ® 5. Como ®,, é constante, entao

 0Bag
iE-dl_ 3 (2.84)

Se particularmente considerarmos o contorno C como sendo o anel unidimensional de raio

ro, podemos identificar

1 0®up
E=—- D. 2.
2mrg Ot 4 (2.:85)

Dessa forma, a forca resultante agindo em um portador de carga (sentido convencional de

corrente) sera

e 0Pup .
F=— ) 2.
271'7"0 ot v ( 86)

Uma variacao da energia cinética do portador de carga sera igual ao trabalho realizado

pela forca F em um deslocamento Al ao longo do anel. Assim,

e 0P e dl ev
E = =F.dl=—- —dl = — — | d® = — . 2.
d aw d 2mrg Ot dt 2mry <dt) d 27Tr0d (287)

Identificando \ =

como uma densidade linear de carga,

[=X=— (g—g) . (2.88)

o
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Levando-se em conta a variagdo do fluxo em [ a partir da relagao ® = ¢l com ¢y = h/e
sendo o quantum de fluxo, obtemos a relacio de Byers-Yang¥ para a corrente associada
a um estado eletronico ocupado:

1 0F, m

-3 (2.89)

In,m =

Com o auxilio da expressao para as auto-energias em (2.43), determinamos explicitamente

que

A partir do eletromagnetismo classico, sabe-se que existe uma relacao direta de pro-

porcionalidade entre a corrente I que passa através de uma espira circular de raio r e
seu correspondente momento de dipolo magnético M dada por M = 7r2I. Desse modo,
comparando o ultimo resultado com a magnetizagao por estado (2.81), concluimos que

essas duas quantidades estao relacionadas da forma

Moy = 712 L — % (n + %) % (2.91)
onde r,, é o raio médio de estado definido anteriormente em (2.62). Percebe-se que tal
proporcionalidade direta é quebrada pela existéncia de um termo diamagnético extra em
relacao ao resultado classico resultante da resposta do sistema a penetragao do campo
magnético uniforme cuja influéncia desaparece quando w, << wy. Além disso, a partir de

tal expressao, podemos esperar que o comportamento da magnetizacao e corrente sejam

semelhantes.

YUma belissima demonstracao deste resultado, onde é feita uma analogia entre o grafico da Figura
2.14 com a estrutura de banda de um cristal circular unidimensional representada no esquema de zonas

periédico pode ser consultada na referéncia [32].
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Figura 2.19 — Corrente Persistente no Anel em Funcao do Campo Magnético
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Os valores dos parametros utilizados foram fuwg = 2.23 meV e rg = 1350 nm. Fonte: Préprio autor.

A corrente persistente resultante no anel sera dada pela soma das correntes associadas

a cada um dos estados 1, ,, ocupados, ou seja,

)

Ne
1= lim  Eowm <Ej (2.92)

Em funcao do campo magnético uniforme aplicado perpendicularmente ao anel, obtemos
o perfil grafico da corrente persistente total através de (2.92) considerando [ = 0 (Figura
2.19). Novamente, identificamos um comportamento caracterizado por fortes oscilagoes
AB acompanhada de ruidos para campos magnéticos fracos. Em contrapartida, tais os-
cilagbes se tornam cada vez mais fracas a medida que B aumenta como resultado da
despopulagao das sub-bandas. Apesar disso, nao é possivel identificarmos oscilagoes do
tipo dHVA assim como observado para a magnetizagao.

Na figura abaixo, apresentamos o comportamento da corrente nos regimes extremos
de campo magnético, onde é possivel notar, como previsto, um comportamento similar ao

da magnetizacao.
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Figura 2.20 — Regimes Extremos de Correntes Persistentes.
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Os valores dos parametros utilizados foram fwy = 2.23 meV e ry = 1350 nm. Fonte: Préprio autor.

2.3 Defeitos em Matéria Condensada: Disclinacao

Por definigao, os cristais sao sélidos formados por atomos ou moléculas que se ligam
para constituir uma estrutura periédica e bem definida que recebe o nome de rede cris-
talina, sendo que tais redes podem vir a receber variadas classificacoes a depender do
padrao estrutural apresentado. Alguns exemplos de redes bidimensionais sao as redes
quadrada, retangular centrada e hexagonal. Para o caso tridimensional, temos a redes
cubica simples, ctibica de corpo centrado, cubica de faces centradas, hexagonal compacta,
entre outras variagoes decorrentes de suas combinacoes, como sao os casos da estrutura
do diamante e da estrutura de blenda [22].

Entretanto, ha de se mencionar que, na natureza, os cristais nunca sao perfeitos. Em
vez disso, apresentam irregularidades limitadas a fracoes praticamente despreziveis de
uma determinada amostra, de tal forma que a estrutura peridédica caracteristica do cristal
ainda se mantenha globalmente perceptivel. Um exemplo muito comum de defeito em
cristais sao as impurezas, no qual um atomo que nao faz parte da estrutura cristalina
original pode ocupar tanto regioes interatomicas quanto a posi¢ao de um atomo da rede.
O cristal macroscopico mais puro ja produzido se trata de uma amostra feita de germanio
cuja densidade de impurezas se situava em torno de 10'%cm™3, o que equivale a menos
de uma impureza a cada trilhao de dtomos [33]! Devido as impurezas envolverem apenas

regides da ordem de um atomo, sao classificadas como defeitos pontuais. Apesar disso,
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os defeitos pontuais em cristais sao responsaveis por muitas de suas propriedades dpticas,
mecanicas e de condugao [33]; a condutividade elétrica em semicondutores, por exemplo,
pode ser aumentada substancialmente com a inser¢ao de impurezas [22].

A deslocagao é outro tipo de defeito que ocorre quando um semi-plano cristalino é
inserido ou removido da amostra, gerando deformacoes na estrutura como se pode observar
na Figura 2.21. Tal defeito é responsavel por tornar uma amostra mecanicamente mais

resistente [33] e ¢ classificado como defeito de linha por envolver fileiras de atomos.

Figura 2.21 — Ilustracao dos Defeitos de Impureza e Deslocacao em Cristais.

® X ©

elétron cedido pelo atomo de
arsénio

(@)

(a) Impureza: atomo de arsénio inserido em uma rede bidimensional quadrada composta por dtomos
de silicio. (b) Deslocagdo: semi-plano cristalino inferior retirado de uma rede ciibica simples. Fonte:

Referéncia [22].

Neste trabalho, temos por objetivo investigar o comportamento das propriedades
eletronicas, da magnetizacao e das correntes persistentes em um anel mesoscépico similar
ao discutido na secao anterior, mas que desta vez apresente geometria conica. Por sua
vez, tal geometria esta intimamente relacionada a um outro defeito de linha em matéria
condensada: a disclinagao, que pode ser obtida quando se retira uma determinada secao
de uma amostra e, logo em seguida, poe-se as bordas separadas resultantes a se uni-
rem, gerando uma deformagao que se assemelha a um perfil conico (Figura 2.22). Esse
procedimento é conhecido na literatura como processo de Volterra [34].

O defeito de disclinagao esta presente em diversas aplicacoes em Fisica da Matéria
Condensada, principalmente quando se trata de superficies com espessura da ordem de
atomos [35, 36]. Na Figura 2.23a, temos uma folha de grafeno — uma rede cristalina he-
xagonal com a espessura de um atomo na qual se encontram atomos de carbono em seus

vértices — da qual é retirada uma secao angular. Quando as bordas separadas sao unidas,
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Figura 2.22 — Processo de Volterra.

Fonte: Referéncia [34].

pode-se observar que, além do surgimento de uma protuberancia com perfil conico ja es-
perada, o hexdgono central d4 lugar a um pentdgono no cume da superficie conica (Figura
2.23b), fazendo com que a simetria rotacional de 60° seja quebrada. Na Figura 2.23c, é
apresentada, na parte superior, a imagem obtida por microscopia de tunelamento por
varredura (STM) da deformacao causada em uma rede carbonica hexagonal que apre-
senta uma unica cadeia ciclica pentagonal em seu cume, enquanto que na parte inferior

se tem um recorte transversal da amostra que evidencia a geometria conica induzida.

Figura 2.23 — Disclinagao em Redes Carbonicas Hexagonais.

(a) Remocao de segao angular e unido das bordas resultantes de acordo com o processo de Vol-
terra. (b) Iustragao da deformagao conica gerada. (c¢) Imagem obtida por STM da disclinacao
em uma rede carbonica hexagonal. Fonte: (a) e (b), referéncia [35]; (c) referéncia [36].

Visando incluir a disclinacao no sistema via equacao de Schrodinger, devemos ser

50



capazes de descrever geometricamente o defeito. Por conseguinte, considere a defini¢ao
geométrica do cone: o cone é o resultado da uniao de dois lados de uma secgao circular de
angulo ¢ e raio g conhecido como a geratriz do cone. Realizando tal procedimento, é
facil perceber que um cone com raio de base R = g—j: sera gerado (Figura 2.24a). Agora,
considere um circulo de raio g do qual uma pequena se¢ao circular de angulo 5 = 27 — ¢
¢ removida tal como ilustrado na Figura 2.24b. Quanto maior for a segao de angulo f3,
mais ‘agudo’ sera o cone formado, como podemos ver ao calcularmos o raio R da base em
funcao do angulo 3 e da geratriz g:

R 99 _ 9215

02 ISP g- ), (299)

onde ' = % € [0,1].

Figura 2.24 — Descricao Geométrica do Defeito Conico

\>

21R B=2n-¢
(@) (b)

Fonte: Préprio autor.

Em outras palavras, quanto mais préximo o parametro 3’ estiver de zero, mais R estara
préximo de g, o que significa que o defeito é pequeno e praticamente nao ha deformacao
(disco de raio = g). Por outro lado, quanto mais préximo o parametro 3’ estiver de 1, mais
R estara préximo de zero, o que significa um cone mais agudo e, portanto, a deformacao
é mais intensa. Logo, vemos que ' é um parametro que mede diretamente o defeito.

- - . ¥
Entretanto, por convencao, utiliza-se o parametro o« = 1 — ' = —— para descrever o

- 2
defeito de modo que a = 1 passa a representar uma situacao onde nao ha defeito e a ~ 0
representaria, portanto, um cone extremamente agudo.
Como veremos no capitulo seguinte, podemos representar qualquer superficie por uma

fungdo vetorial paramétrica. A parametrizagdo de uma superficie conica associada ao

defeito de disclinagao o é dada por
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onde 0 < a < 1l O gréafico dessa parametrizacao serd um cone com singularidade na

origem. Na figura 2.25, esbocamos a superficie para diferentes valores de a, onde o caso
a =1 leva a um disco de raio r (superficie plana). Note que o parametro r representa a
distancia entre um ponto na superficie a ponta do cone e nao a distancia a partir de seu
eixo vertical.

Quando se trata de Geometria Diferencial, é mais 1til e conveniente trabalharmos
com a forma diferencial de uma superficie. Como serda mostrado no proximo capitulo,
precisamos apenas da fungao paramétrica (2.94) para determinarmos sua forma diferencial

que, por sua vez, serd obtida no Capitulo 4.

Figura 2.25 — Representagao grafica das superficies conicas geradas por diferen-

tes valores de disclinacao a.
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X1, X2 € Xg representam respectivamente os eixos x, y e z. Fonte: Préprio autor.

I Apesar de ndo haver impedimento para a = 0 em (2.94), tal caso levaria a uma linha unidimensional,

0 que nao é o objeto de estudo deste trabalho
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Capitulo 3

Teoria Elementar de Superficies

Neste capitulo, o formalismo necessario para a inclusao dos efeitos de curvatura da
superficie — um dos principais objetivos deste trabalho — sera apresentado. Inicia-se
com definigbes bésicas sobre superficies a luz da Geometria Diferencial. Em seguida,
introduzimos as formas fundamentais de uma superficie e a intrinseca relagao das mesmas
com a curvatura normal. Nas secoes seguintes, sao obtidos os principais resultados do
capitulo: as curvaturas média e gaussiana, as equagoes de Gauss-Weingarten e o teorema

de Gauss-Bonnet.

3.1 Superficies Parametrizadas
Uma superficie parametrizada ¢ uma aplicacdo x num aberto D C R? — R? tal que
(u,v) € D = x(u,v) = (x1(u,v), z2(u,v), x3(u,v)), (3.1)

onde x1(u,v), ro(u,v) e x3(u,v) sdo chamadas de fungoes coordenadas de x (Figura
3.1).
Considere uma superficie M parametrizada por x(u,v) tal que (u,v) € D seja dife-

rencidvel no ponto (u,,v,) € D. Fixado u = u,, obtemos a funcao
X(Uo, v) = (21(to, V), T2(Uo, V), T3(Uo, V). (32)
Por outro lado, fixado v = v,,

x(u, v,) = (21(u, vy), To(u, vy), 3(U, Vy)). (3.3)
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Tais fungoes representam curvas na superficie M e recebem o nome de curvas coorde-

nadas.

Figura 3.1 - Representacao Esquematica de uma Superficie Parametrizada

Yy = x(u, )]

x =x1(u, v)f

A direita, as curvas tracejadas em vermelho correspondem as curvas coordenadas. Fonte: Préprio

autor.

Se as seguintes derivadas

8X(55, U) = Xy (um 'Uo) = (gjlv(uoa UO)7 3:2’0(“07 Uo), l'gv(uo, ’UO)) (34)
e
8X(6U;Uo) = Xy (Uoy Vo) = (10(Uo, Vo) s T2u(Uo, Vo) s T30 (U0, Vy)) (3.5)

forem diferentes de zero, ambas definem vetores tangentes as curvas coordenadas no
ponto x(u,,v,) e, consequentemente, um plano tangente a superficie orientado pelo

vetor normal unitdrio N (ver Figura 3.1) definido como:

Xy (1, v) X X, (u, v)

N ) = o 0) 0, o)

(3.6)
onde a quantidade x,(u,v) X x,(u,v) é chamada de produto vetorial fundamental.
Se N(u,v) é diferente de zero em algum ponto x(u,,v,), a superficie é dita ser regular
nesse ponto.

A correspondente drea de uma superficie M parametrizada por x(u,v) é dada por

A(M) = / /D dA, (3.7)

dA = ||xu(u,v) X x,(u,v)||dudv. (3.8)

onde, como detalhado em [38],
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Exemplo: Uma superficie de esférica de raio R > 0 pode ser parametrizada pela

aplicacao
x(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu) u € {0,7} e v e {0,2n}. (3.9)
Entao,
x,(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, —Rsinu) ,
(3.10)
X, (u,v) = (—Rsinusinv, Rsinucosv,0) .
Calculando x,(u,v) X x,(u,v),
X, (u, v) X X, (u,v) = R? (sin® wcos v, sin® usin v, sinu cos u) (3.11)
de onde se pode concluir que ||x,(u,v) X x,(u,v)|| = R?sinu. Dessa forma,
Xy (0, v) X X, (u, v) R? (Sin2 w cos v, sin? u sin v, sin u cos u)
N(u,v) = = . )
|| (u, v) X x,(u,v)]] R?sinu
N(u,v) = (sinw cos v, sinusin v, cos u) (3.12)

que é regular em todos os pontos de seu dominio e, portanto, dizemos que a superficie é

regular. Além disso, segundo (3.8), a drea da superficie serd
2m ™
A(M) = Rz/ / sinududv = 47 R?. (3.13)
o Jo

que reconhecemos usualmente como a area de uma superficie esférica de raio R.

3.2 Primeira Forma Fundamental

As formas fundamentais sao formas quadraticas diferenciais que carregam, junto
de si, informagoes importantes que determinam a geometria de uma superficie [39].

Considere uma superficie parametrizada por v e v. Uma relagao entre tais parametros
da forma ¢(u,v) = 0 determina uma curva sobre a superficie. Note por exemplo que
u = f(v) satisfaz tal equacao com p(u,v) = u— f(v). De fato, para uma superficie esférica

com parametrizacao dada por (3.9), obteriam-se curvas sobre a mesma pois ||x(u,v)| =

Ry/cos? f(v) +sin? f(v) = R, qualquer seja a funcao f(v). Tal curva pode ser dada em
sua forma paramétrica em t € R, isto é, uma vez que u = u(t) e v = v(t), x(u,v) —

. dx X .
x(u(t),v(t)). Assim, o vetor x = p tangente a curva em um ponto P da superficie pode

ser escrito como
. dx dxdu dxdu
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onde, uma vez que é tangente a curva, é também tangente a superficie. Na forma inde-

pendente explicitamente do parametro,
dx = x,du + x,dv. (3.15)

Desse modo, a distancia entre dois pontos distintos na curva pode ser determinada

pelo elemento de distancia ds a partir de
ds® = dx - dx = (x,du + X,dv) - (x,du + x,dv) = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, (3.16)

onde

F=x,-x%x,, F=x,%,, G=x, X, (3.17)

A equagdo (3.16) é chamada de primeira forma fundamental da superficie. Por-

tanto, a distancia s entre os dois pontos na curva (e na superficie) sera

! du > du dv dv\? ,
o= [ o (2e) crtett g (Y 515)

Uma vez que ds é uma medida de distancia, ds? serd sempre positivo. Consequente-

mente, se reescrevermos (3.16) como

EG — F?)

1
ds* = - (Edu + Fdv)® + ( z dv, (3.19)
concluimos que, sendo I = x,, - x,, > 0,
EG - F%>0. (3.20)

Além disso, usando a identidade vetorial (A x B) - (A x B) = (A-A)(B-B) — (A - B)?,
%0 X Xo||” = (X0 X X) - (X X Xp) = (X - X)) (Xy - X)) — (X0 - X,)° = EG — F2. (3.21)

Portanto, (3.8) se torna

dM =V EG — F2dudv. (3.22)

Agora, considere duas curvas distintas que passam pelo mesmo ponto P em uma
superficie. As direcoes de cada curva no ponto sao determinadas pela direcao dos seus

respectivos vetores tangentes. Em outras palavras, é possivel representa-las por

dx = x,du + xX,dv, e .0X = X,0u + X,0v, (3.23)
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o que permite calcular o angulo « entre tais direcoes:

lldx||[|ox|| cos @ = dx - 0% = (X, - Xy ) dudu + (X, - X, ) (dudv + dvdu) + (X, - X, )dvov, (3.24)

|lax||||0x]| cos @ = Edudu + F(dudv + dvdu) + Gdvév. (3.25)

Do resultado anterior, obtém-se a condicao de ortogonalidade entre duas curvas em um

ponto ao fazer o = w/2. Assim,
Eduéu + F(dudv + dvou) + Gdvdv = 0. (3.26)

Para o caso especifico entre duas curvas coordenadas, atribui-se u = constante (du = 0
e dv # 0) para uma e v = constante (du # 0 e v = 0) para outra, o que conduz as

seguintes conclusoes:

e Duas curvas coordenadas sao ortogonais se F' = 0.

e O cosseno e o seno do angulo entre duas curvas coordenadas sao, segundo (3.16) e

(3.25),
Fdvou F
cosa = = 3.27
VGdv*Eou?  VEG (3.27)
e, pela relagao fundamental da trigonometria,
VEG — F?
sina = G— (3.28)

VEG

Exemplo: Em uma superficie esférica de raio R > 0 tal como definido em (3.9),

x = Rsinucosv, y = Rsinusinv e z = Rcosu. Dessa forma,

dx = Rcosucosvdu — Rsinusinvdv,

dy = R cosusinvdu + Rsinu cosvdv, (3.29)
dz = —Rsin udu.
Logo,
ds® = da® + dy? + d2* = R*du® + R*sin® udv®. (3.30)

Vemos que nao hé termos mistos da forma dudv. Portanto, F' = 0 e as curvas coordenadas

(paralelos e meridianos) sao ortogonais.
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3.3 Segunda Forma Fundamental

Na secao anterior, foi introduzida a primeira de duas formas quadraticas fundamentais,
responsaveis por determinar as propriedades geométricas de uma superficie. A primeira
forma fundamental era, certamente, familiar ao leitor que ja teve algum contato com
calculo tensorial.

A segunda de tais formas quadréticas parte da ideia de analisar o vetor de curvatura
em determinado ponto de uma curva C' pertencente a superficie. Lembrando da definicao

do vetor de curvatura k em uma curva C' ja parametrizada pelo comprimento de arco s,

dt

k = —
ds

(3.31)

e deve ser ortogonal a cada ponto da curva com t sendo o vetor tangente unitario. Em
muitos casos, tais como meridianos de uma superficie esférica ou circunferéncias de uma
superficie cilindrica, o vetor de curvatura é ortogonal tanto a curva quanto a superficie.
Por outro lado, nao se pode afirmar que k sempre serd ortogonal a superficie na qual C
faz parte haja vista as circunferéncias em uma superficie conica. Desse modo, é necessario
decompor o vetor de curvatura em uma componente normal a superficie kn e em uma

componente tangencial k. Ou scja,
k = kn + kg, (3.32)

onde ky = kyN e ky é chamado de curvatura normal. A curvatura geodésica ou
tangencial x, serd abordada em uma secao posterior deste capitulo.

Usando o fato de que N -t = 0,

d dt dN dx dN
R e e e P A R (3:33)
De (3.31),
dt dx - dN

Uma vez que N e x sao fungoes dos parametros u e v da superficie que, por sua vez,
também dependem da curva C, de (3.16),
(x, - N) du? + (x, - N, + x, - N,) dudv + (x, - N,) dv?

v = Edu? + 2Fdudv + Gdv? ’ (3.35)

edu?® + 2 fdudv + gdv?

~ Edu? + 2Fdudv + Gdv?’ (3.36)

RN
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onde

e = —X, Ny, 2f = —(xy N, +x,-N,) e g=-x,-N,. (3.37)

A nova forma quadrética no numerador de (3.36) é chamada de segunda forma funda-

mental. Uma vez que x(u,v) é continua e diferenciavel, x, - N, = x,, - N,,. Portanto,

f=-%,-Ny,=-x,-N,. (3.38)

Os coeficientes e, f e g sao chamados de coeficientes da segunda forma funda-
mental e, ocasionalmente, podem vir a ser designados por elementos h;; de uma matriz

quadrada de ordem dois tal que
hll = Xy Nu7 h12 = h21 = Xy Nv = Xy Nu € h22 = Xy Nv (339>
Ainda é possivel reescrever esses termos de outras duas formas: uma delas é considerar o

fato de que x, - N =0 e x, - N = 0. Dessa forma,

€ = Xyy N, f=%xw N e g=x, N. (3.40)
A outra consiste apenas em aplicar a expressao (3.6) para N ji adequada a primeira forma

fundamental. Logo,

Xyu * Xy X Xy

VEG — F2’

Xuv * Xy X Xy Xopp * Xy X Xy

=" ° ' Vicee W

3.4 Curvaturas Média e Gaussiana

Faz sentido que, em geral, curvas com direcoes distintas possuem valores de curvatura
normal diferentes. Entéao, é interessante perguntar: em qual direcao, a curvatura normal
atinge seus extremos (méximo ou minimo)? E quais os respectivos valores da curvatura
em tais diregoes?

Na discussao da equagao (3.26), pdde-se perceber que a relagao entre u e v determina
diregoes especificas no ponto em que duas curvas se encontram. Dessa forma, atribui-se

uma diregao particular a quantidade A = dv/du. Reescrevendo ky em fungao de A,

o e+2fA4+gX  (e+ fA)+ANf+9N) (3.42)
NTE42FA+GX (E+ FA) + A(F + G)) ‘
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As diregbes correspondentes as curvaturas maxima e minima serdo obtidas através da
N . ..
equagao —— = 0, ou mais explicitamente,

d\
(f + g\ (E+2FX+GX?) = (e + 2f A + g\*)(F + G)). (3.43)

Entao,

o (e VAN ([N (3.44)
NTUEFFNFMF+GN) (F+GA '

Manipulando algebricamente a equacao anterior,

(f+9N) _ (et [N

== = 3-45
"NEFYGN T (E+ FA) (3.45)
de onde ¢é possivel obter o seguinte sistema de equagoes:
Gy — g A+ (Feny — ) =0,
(Giy — @A+ (Frn — f) (3.46)

(FKJN — f))\ + (EF&N — 6) = O,
que serao satisfeitas simultaneamente se, e somente se,

qot [ CTN T RN LY B —¢) — (Frn— [ =0, (3.47)
Fey—f FEry—e
(EG — F*)ky — (Eg — 2F f + eQ)ky + (eg — f*) = 0. (3.48)

A equacao do segundo grau encontrada acima deverd fornecer duas raizes ki e Ky que
irao corresponder as curvaturas extremas, também chamadas de curvaturas principais,
enquanto que as direcoes A associadas a tais valores de curvatura recebem o nome de

direcoes principais. Utilizando as conhecidas relagoes envolvendo a soma e o produto

de duas raizes, define-se

como a curvatura média e

como a curvatura gaussiana ou curvatura total. A necessidade por se apresentar

as duas ultimas defini¢oes se deve ao fato de que serao essas curvaturas que estarao expli-

citamente presentes nos efeitos da curvatura de uma superficie na equagao de Schrodinger.
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3.5 Coordenadas Curvilineas

Nesta secao, discutiremos algumas propriedades envolvendo sistemas de coordenadas
curvilineas. Abordaremos tais aspectos partindo do conceito de elemento de arco |dx| = ds

que, preliminarmente, atribuiremos a ele apenas a significancia de medir distancias.

Figura 3.2 — Sistema de Coordenadas Cilindricas

As segoes da superficie do cilindro imaginédrio r = constante (lateral), # = constante (cortes

transversais) e z = constante (circulos) se intersectam em angulos retos. Fonte: Préprio autor.

Para o sistema de coordenadas cartesianas x, y e 2z, ao qual temos maior familiari-
dade, é quase imediato concluir que um elemento infinitesimal de distancia em uma dada

trajetéria pode ser obtido diretamente pelo teorema de Pitdgoras, isto é,
ds* = dx - dx = da® + dy* + dz* (3.51)

Agora, se buscarmos determinar o elemento de distancia em coordenadas cilindricas,

de acordo com a Figura 3.2,

T = pcosb;
z=z.
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Entao,
dx = cosfdp — psin 0d0;
dy = sin@dp + p cos 0d0; (3.53)
dz = dz.
Substituindo (3.53) em (3.51),

ds?® = cos® Odp* —W—i—pz sin? df*+sin® 9dp2+W+p2 cos? 0dO*+dz?,
ds* = dp* + p*df® + d=°. (3.54)

Note que, tanto em (3.51) como em (3.54), ndo hé produtos cruzados da forma dzdy ou
dpdf. Isso acontece porque, em particular, tais sistemas de coordenadas sao ortogonais,
ou seja, suas superficies coordenadas (r = constante, §# = constante e z = constante)
se intersectam em 90° (vide Figura 3.2). Entretanto, como a superficie coordenada r =
constante nao é plana, esse sistema, assim como os sistemas de coordenadas esféricas e
parabdlicas, sao classificados como sistemas de coordenadas curvilineas.

Desse modo, podemos aferir que
dx = dpp + pdff + dz2. (3.55)

Os termos 1, p e 1 que acompanham as diferenciais e os vetores unitarios em (3.55) sao
chamados de fatores de escala. Para o caso do sistema cartesiano, tais fatores devem
ser 1, 1 e 1.

Frequentemente, é mais 1til partir de dx na base do sistema coordenadas cartesianas,
pois tais vetores unitarios, neste caso, nao mudam suas dire¢oes no espago ponto a ponto.
E facil ver que os vetores unitarios da Figura 3.2 nao sdo fixos a medida que o vetor

posigao x varre o espago. Assim, langando mao de (3.53),
dx = dz& + dyy + dzZ,
dx = (cos 0z + sin 0y) dp + p (— sin 02 + cos 0y) db + dz2. (3.56)
Logo, comparando com (3.55),

p = cosfz +sinfy = é,;

pl = p (—sin 03 + cos 07)) = ép; (3.57)

0>
Il

€z;
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onde os vetores €,, ¢y e €, sao chamados de vetores de base e nao sao, necessariamente
unitarios. Tais vetores sao tteis para que o elemento de deslocamento dx consiga ser

compactado na forma

dx =) da'é; = da'é;, (3.58)

onde introduzimos a notacao tensorial da soma de Einstein no ultimo membro da
equacao ¢ os termos z° se referem a coordenadas gerais. Portanto, a partir dessa definicao,

como 7, y e z passam a ser funcoes das coordenadas generalizadas z°,

dx = dxt 4+ dyy + dzzZ = dr = (%) dxz + <@> dyy + <%) dzz,

Ox? Oxt
i(Ox Oy, 0z, Ox
dx = dx (Grcix + B + pps z) = 5 dx'. (3.59)
Portanto, comparando (3.58) e (3.59)
ox dy 0z 0x
e; = -7 -] -2 | = —. 3.60
‘ (3:1:":8 * a1 * Oz’ Z) Ozt (3.60)
Assim, podemos definir, a partir de (3.51), (3.54) e (3.58),
ds® = g;;dx'da’, (3.61)
onde
9 P gin 912 913
X ox .
9ii = g omi GG = | 921 g2 Go3 (3.62)
g31 932 gs33

E chamado de tensor métrico do sistema de coordenadas. Em termos dos fatores de

escala h;,
dx = hldfﬁllfl + hgdZEQfg + hgdZEng (363)
Dessa forma,
g1 G12 913 h? 0 0
g g2 g3 =] 0 R3 O [, (3.64)
931 g32 933 0 0 h3
0 i#j
9ij = (3.65)
2oim
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Portanto*,

G = det(gi;) = (hihahs)®. (3.66)

Da definigoes (3.16) (3.61), podemos concluir que os coeficientes da primeira forma
fundamental sao equivalentes aos coeficientes da matriz do tensor métrico. Note que, como
sao necessarios apenas dois parametros para descrever uma superficie, o tensor métrico

deve ser de segunda ordem. Desse modo,

E F
F G
o que nos leva a
G = det(g;;) = EG — F2. (3.68)

Analogamente, a partir das expressoes (3.36) e (3.37), podemos escrever os coeficientes da
segunda forma fundamental como elementos de uma matriz quadrada ou tensor de ordem

dois.

| T (3.69)

[ g

Portanto, com a ajuda de (3.39), podemos reescrever os resultados (3.48) e (3.49) para

as curvaturas média e gaussiana, respectivamente, como:

3.6 Equacoes de Gauss-Weingarten

Definidas as formas fundamentais de uma superficie e discutida a conexao das mesmas
com as propriedades geométricas, podemos ser compelidos a buscar por uma relagao entre
os coeficientes F, F' e G da primeira forma fundamental e os coeficientes e, f e g da segunda

forma fundamental.

*Excepcionalmente neste capitulo, optou-se por utilizar a notacao G em lugar de ¢ para designar o
determinante da métrica com o objetivo de evitar confusao quanto ao coeficiente g da segunda forma
fundamental. Infortunadamente, o uso da letra g para essas duas finalidades é uma convengao amplamente

estabelecida e, portanto, fazer tal substituicdo casual se mostrou a escolha mais agradavel.
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Para tal fim, considere uma superficie sobre a qual se estabelece uma base composta
pelos vetores tangentes x,, x, e pelo vetor normal unitario N. E importante ressaltar
que x,, € X, Nao sao necessariamente ortogonais, fato que s ocorrera quando F' = 0. Por

conseguinte, qualquer vetor pode ser expresso em termos desse triedro. Em particular,

Xuu = B1Xy + BoxXy + B3N,
Xuv = NXu T Y2Xy + 13N, (3.71)
Xpo = MXy + 12Xy + 13N;

onde os coeficientes [3;, v; e n; ainda precisam ser determinados.

Das definigoes (3.40),
GZXUU'N:/Bg, f:Xuv'N:f)/ii € g:X'Uv'N:n3~ (372)

Além disso, lancando mao das defini¢coes dos coeficientes da primeira forma fundamental

TZXU'qua 7:XU'XUU7 FU_TZXU'XMM
%—X X @—X X e F—&—x X &7
9 = Xy UV 9 = Xy vV v 9 = Xy vV

Combinando os resultados (3.73) com as equagoes (3.71), obtemos o sistema linear a

seguir:
E, E, E,
725154‘52}77 Fu_7:ﬁ1F+52Ga 7:’71E+”72F7
7:71F+72G7 7:U1F+772G e Fv—7=mE+772F-
Resolvendo-o para os coeficientes (;, v; e n;,
6 :Fl _ GE?A_2FEL+FE1) 5 :F2 _ ZEEL_EEU_FEU,
P 2(EG — F?) 2o 2(EG — F?)
GE, — FG EG, - FE
=Tl =——r - et '
N T opa_Fry ¢ RT I RTopg - pey (3:75)
o 2GF, - GG, + FG, o o EG, - 2FF, - FG,
e =) BT T TG

onde as quantidades F;k sao conhecidas na literatura como os simbolos de Christoffel
do segundo tipo, extremamente importantes no formalismo da Relatividade Geral.
Portanto, rescrevendo entao as equagoes (3.71) uma vez munidos dos resultados (3.72)

e dos simbolos de Christoffel obtidos acima,

Xuu = 1%, +T3%, + eN,
Xuy = Figxu + F%QXU + f].\]-7 (376)
Xyp = ['5oX, + 2%, + [N.
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Tal conjunto recebe o nome de equagoes de Gauss, sendo tais relagoes de natureza
diferencial e nao algébrica. Todavia, dado que x,, x, ¢ N dependem de E, F' e GG, ao
Passo que X, Xuy € Xy dependem de E, F', G, e, f e g, as equagoes de Gauss sao capazes
de relacionar os coeficientes das duas formas fundamentais.

Outro caminho para alcancar tal objetivo consiste em expressar os vetores N, e N,
como combinacao linear de x, e X,, visto que os mesmos estao situados sobre o plano

tangente. Dessa forma,

N, = anxy, + aj2xy,

(3.77)
N, = ag1Xy + 22X,
Usando as defini¢goes dos coeficientes das duas formas fundamentais,
—e =X, Ny =anlb + ok,
—f=x%x, Ny, =anF + a;nG,
f 1 12 (3.78)
—f=%u Ny, =auF + ankF,
[ 9= X N, = ag1 I + agG.
Resolvendo o sistema de equagoes, obtemos:
fF —eG el — fE gF — fG fF—gE
Nu E=am—— ]} TN o Nv = U vy T
BEG T EG - X EG—F " BG - F2" (3.79)

denominadas de equacoes de Weingarten, onde, pela associacao com as equacoes de
Gauss, sao referidas ainda como equagoes de Gauss-Weingarten [39].

Por motivos que se mostrarao mais claros posteriormente, seremos motivados a aplicar
as equagoes de Gauss visando obter uma forma alternativa para a curvatura gaussiana,
isto é, em fungdo apenas de E, F, G, u e v. Primeiramente, de (3.40), nota-se que

K = eg_fZ _(qu'xuXXV)(XUU'XuXXV>_(X1w'Xu><Xv)
- BEG-rF? (EG — F2)2

Langando do mao da conhecida propriedade entre determinantes det(AB) = det(A) det(B),

. (3.80)

Xuu * X Xuu " Xu Xy Xy Xuw " Xuv  Xuw " Xy Xy * Xy
Xy " Xoyv Xy * Xy Xy " Xy Xy * Xuw Xy " Xy Xy " Xy
(3.81)
Por simplicidade, impomos F = z,, - x, = 0. Assim,
I = B X006 3,) (5 736) = (- 3,) (0300, )

(3.82)

- (qu : Xu)(xu : va)(xv - Xv) - (Xuv . Xuv)(xu : Xu)(Xv : Xv)

+ (Xuv : XU)(XU : Xu)(XU : Xuv) + (Xuv : Xu)(xu : Xuv)(XU : XU)}'
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Identificando os coeficientes £ e G na equacao anterior,

1
K :m{(xuu Xov — Xup - Xuv) EG - [(Xu'u ' Xv)(Xv ' Xuv) - (qu : Xv)(xv : va)] E
+ [(Xuv . Xu)(xu . Xuv) - (qu : Xu)(xu : va)] G}
(3.83)
Utilizando os resultados (3.73) e reconhecendo que
EU’U GUU 1
u Aoy T Ruw Ry — T Ew - = -3 Em) uw) 9 .84
Xy * X Xy * X 5 + 5 2( + Guu) (3.84)
obtemos:
1 EE E,G
K= v 9 (B + Gud) | 3.85
= [ - B - ) (3.85)
de onde, pode-se verificar finalmente que
1 [o (1B, o[ 1ovE s
~ VEG |ou\ VE 0u v \ VG v '

ou, de forma alternativa,

1 0 G 0 E,
%= ~5755 |ow (vB5) * o (755 50
3.7 Curvatura Geodésica (Tangencial)

Na secao 3.3, vimos que o vetor de curvatura total em determinado ponto de uma
superficie equivale a soma vetorial das contribuicoes da curvatura normal — paralela ao
vetor normal unitario e ortogonal ao plano tangente — e da curvatura geodésica’ ou
tangencial.

Como o préprio nome sugere, o vetor de curvatura geodésica k, esta situado no plano
tangente a superficie em um dado ponto P, porém ortogonal tanto a IN quanto ao vetor
tangente unitario t da curva (Figura 3.3). Para estabelecermos a sua direcao, define-se
um vetor unitario u sobre o plano tangente, ortogonal a t no sentido anti-horario de tal
forma que N =t x u. Assim,

k, = Kkyu (3.88)

senca do termo St ode vir a fazer o leitor indagar se existe ¢ a ligacao entre
TA presenca do termo geodésica pode vir a fazer o leitor indagar te alguma ligagdo entre a
curvatura geodésica e a curva que representa a menor distancia entre dois pontos, comumente chamadas
na literatura de ‘geodésicas’. De fato, curvas que detém tal caracteristica especial apresentam curvatura

geodésica nula. Para mais detalhes, consulte a referéncia [39].
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Figura 3.3 — Representagao do Vetor de Curvatura Total

k = xyN+xgu

N T T T -

Fonte: Proéprio autor.

Logo, de (3.31) ¢ (3.32),

dt
ﬁg=u~£=(Nxt)-t'. (3.89)

Da equagao (3.15), pode-se aferir que o vetor t satisfaz

B du du , ,
t—xu<d8>+xv (ds) = X, u" + X, (3.90)

t' = Xy (1)? + X" + 2%,U'0 + X0 + Xy (V)2 (3.91)

¢, portanto,

Recorrendo a propriedade do produto triplo A - (B x C) = (C x A) - B,

Ky = [(%u X Xuu) - (W) 4 (2%y X Xy + Xy X Xy ) (0)*0] - N
+ [(% X Xpp + 2%, X Xy ) U (V) + (X4 X X)) (V) 4 (x4 X x,) (00" — u"0")] - N.

(3.92)

Visando desenvolver a tltima equagdo, lembremos que N = (x, x x,)/VEF —G? ¢
facamos uso da identidade vetorial (A x B)-(CxD)=(A-C)(B-D)— (B xC)(A-D).
Obtém-se:

(Xy X Xyu) * (Xu X X,)  2EE, — EE, — FE,
VEF — G2 B VEF-G2

A partir dos simbolos de Christoffel do segundo tipo definidos em (3.75),

(Xy X Xyy) - N = (3.93)

(Xy X Xuu) - N=T3LVEF — G2, (3.94)
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Analogamente,

(Xy X X)) - N =T9,VEF — G2, (Xy X X)) - N = —T1,VEF — G2,
(Xu X Xpu) N =T5,VEF —G?, (%, X Xy) - N=-T,VEF — G2, (3.95)
Xy X Xpp) N =TLVEF —G% e (X, XXu) N=VEF - G2

22

Finalmente, substituindo tais resultados em (3.92),

Kg = [F%l(u’)?’ + (QFfz - Fh)(ul>2”,} VEF — G?

(3.96)
+ [(T3, = 2T )W (V) = T (V) 4+ " — V'] VEF — G2.

A expressao anterior mostra explicitamente que a curvatura geodésica depende apenas
de E, F, GG, suas respectivas derivadas e de v/, v/, v” e v”. Quando dada superficie
sofre uma deformacao de tal forma que suas curvas coordenadas mantenham sua posicao
relativa a superficie, fazendo com que a distancia entre dois pontos ou com que o angulo
entre duas curvas se mantenha inalteradot, os coeficientes da primeira forma fundamental
E, F, G e o elemento de distancia ds também nao irao se alterar bem como «/, v’, u” e v".
Por conseguinte, podemos afirmar que uma quantidade satisfazendo tais condigoes sera
uma invariante de curvatura, como ¢ o caso da curvatura geodésica. Tal resultado ¢é
conhecido formalmente como teorema de Gauss [39].

Como discutido na tultima se¢ao do Capitulo 2, o objeto final de estudo deste tra-
balho consistird de uma amostra conica que, por sua vez, apresenta curvas coordenadas
ortogonais. Desse modo, calculando k, para as curvas coordenadas, temos:

VEG — F?
=

EVE (3.97)
VEG — F?

GVG

onde usamos que, de acordo com primeira forma fundamental, v’ = 1/ VEev =1 / VG.

kg1 (v =constante) = '}, (v')* = T3,

Kg2(u =constante) = Ty, (v')* = T'},

No caso em que as diregoes sao ortogonais (F = 0),

Ev e Gu
Kyl = ———— Kgp = ——.
Y>N/el 2" 9GVE

Além disso, vamos definir dois vetores unitarios i; e i, tangentes as curvas coordenadas

(3.98)

v = constante e u = constante, respectivamente. Assim, as curvaturas geodésicas em tais

tPodemos visualizar isso desenhando duas linhas retas que se cruzam em uma folha de papel retangular

e, em seguida, curvando-a até formar uma superficie cilindrica [39].
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diregoes sao descritas, em acordo com (3.89), como

diz dll

Rg1 = il . d_Sl € KRga = i2 d (399)

82
onde s; e $o correspondem aos comprimentos de arco das respectivas curvas, tal que

ds; = VEdu e dsy, = /Gdv (primeira forma fundamental). Se a curva v = constante faz

um angulo 6 com uma dada curva x(s) num ponto P, segue que

t =1 cosf +iysiné. (3.100)
Diferenciando t ao longo de x(s),
dt d11 dis do
— = osf + — 0 3.101
ds ds * ds s+ ud ( )
onde usamos que u = — sin #i; + cosfiy. Ademais, uma vez que ds* = ds? + ds3, conse-

guimos determinar que

dio‘ — 810‘ du ala dv _ 81& 881 81@ 882 . 81& 8
ds  Quds "o Ovds  0si Os T 95 sy Os 851 050 059 , n o (3102)

onde a = {1,2}. Usando a definicao de x, dada em (3.89) e substituindo o ultimo

resultado em (3.101), resta que

dt  db
Fg=u- = + #41(cos® @ + sin? 0) cos 6 + kya(cos® § + sin® §) sin 6,
s s
df :
Ry = + Kg1 cos 0 + Ryosin b, (3.103)

conhecida na literatura como a férmula de Liouville para a curvatura geodésica [39].
A férmula de Liouville sera extremamente necessaria na préxima e ultima secao deste

capitulo, onde trataremos sobre um importante resultado publicado por Bonnet, mas ja

conhecido também por Gauss na mesma época, cuja questao abordada se refere ao calculo

da integral de curvatura gaussiana ou total K sobre uma dada superficie fechada.

3.8 Teorema de Gauss-Bonnet

Considere uma regidgo R delimitada por uma curva C suave’ orientada positivamente

como mostra a figura abaixo:

$Classificar uma curva como ‘suave’ significa constatar que a sua derivada é continua em todo o

percurso ou, em outras palavras, que nao possui ‘cantos’.
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Figura 3.4 — Regiao R Delimitada por uma Curva Suave C

. ¥ = constante

Fonte: Préprio autor.

A curva C faz um angulo 6 com a curva coordenada v = constante (ortogonal a

u = constante) no ponto P indicado. Desse modo, pela férmula de Liouville,
Kgds = df + kg1 cos Ods + kg2 sin Ods. (3.104)

De acordo primeira forma fundamental, ds?> = Edu? + Gdv? e, associando-a com a Figura

3.4, conclui-se que

cosOds = VEdu e sinfds = VGdv. (3.105)

Substituindo em (3.104), segue que
Kyds = df + rig1VEdu + kv Gdv. (3.106)

Sendo a regiao R fechada e sendo tanto F quanto G funcgoes continuas de u e v com
derivadas parciais também continuas, podemos invocar o teorema de Green na equacao

anterior de forma que tenhamos

f(/igl\/_)d’u—F(/ng\/_ dv—// { /‘ng\/_) (Fogl\/—ﬂ dudv. (3.107)

Agora, se dA é o elemento de area da regiao R, obtemos

j{ﬁgds—%dQ—k \/_// [ (k2VG) + (Hgl\/_)} (3.108)

Reconhecemos, através de (3.87) que

sl ) ) i 8 () 2 ) -
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onde K é a curvatura gaussiana ou total introduzida anteriormente. A integral fo do
computa a variacao total do angulo 8 ao longo do percurso em C'. Uma vez que a regiao R
é simplesmente conexa¥, pode-se reduzir C' continuamente tendendo a um ponto. Assim,

concluimos que

}{ df = 2r. (3.110)
C

Com o tltimo resultado, obtemos finalmente o teorema de Gauss-Bonnet [39, 40]:

valido para uma regiao delimitada por uma curva fechada suave. Entretanto, mesmo
se a curva delimitante nao for suave, é possivel adaptar o teorema de Gauss-Bonnet para
uma forma mais geral, onde decompomos a curva C' em N curvas suaves C1,...,Cy que
se encontram nos ‘pontos de canto’ formando vértices (o tridangulo é um exemplo). Porém,
neste caso, a quantidade fo df nao serda mais equivalente a 27, uma vez que parte das
variacao angular ao longo do percurso serda devido as mudangas bruscas de dire¢ao nos
vértices, enquanto que fo df compreende somente a variacao angular nas curvas suaves
Cl; Ceey CN-

Se 01,0,...,0;,...,0N corresponderem aos angulos externos nos vértices da regiao,

entao a parcela correspondente a fc df sera

N
7{ do = 27— " 6;. (3.112)
¢ i=1

Portanto,

¢ a forma geral do teorema de Gauss-Bonnet.

YDefine-se uma regiao simplesmente conexa como aquela na qual sempre é possivel tracar uma curva
contendo somente pontos pertencentes a prépria regiao de tal forma que nao contenha pontos nao per-

tencentes em seu interior. Regioes com buracos nao sao simplesmente conexas, por exemplo.
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Capitulo 4

Mecanica Quantica de uma Particula

Confinada a uma Superficie

Neste capitulo, pelo fato de estarmos interessados no problema de elétrons confinados
em um anel quantico bidimensional com curvatura conica, abordaremos de forma geral
a mecanica quantica de uma particula em dada superficie tridimensional com curvatura
[16]. Posteriormente, particularizaremos os resultados para o contexto alvo e buscaremos

incluir campos eletromagnéticos no sistema [17].

4.1 Equacao de Schrodinger para uma Particula Con-
finada a uma Superficie

Considere uma superficie § descrita pela equagao paramétricar = r(q, g2) de pardametros
independentes ¢; e g2 e seja N = N(q1, ¢2) o vetor normal unitério desta superficie tal
como definido no Capitulo 2.

A superficie S estd inserida em um subespago V do R? (Figura 4.1a) que, por sua vez,

pode ser parametrizado por

R(q1,q2,93) = r(q1,¢2) + sN(q1, ¢2), (4.1)

onde o valor absoluto de ¢3* fornece, para pontos onde & é nao-singular, a distancia entre

*E possivel que o subindice inferior para designar uma coordenada possa parecer estranho aqui. Para
evitar um carregamento excessivo de notacdo, apenas quando os elementos de ¢* forem expressos expli-

citamente, tal como ¢; e g3, utilizaremos o indice na posicao inferior.
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um ponto arbitrario de V e a superficie.
Uma particula de massa m estéd confinada a superficie por um potencial externo V) (gs)
que, para valores do parametro de confinamento A\ — oo, aumenta abruptamente para

pequenos deslocamentos infinitesimais de ¢g3. Ou seja,

: 0, ¢=0;
lim Vi(g3) = (4.2)
A—00 00, G5 7& 0.

Assim, o fator A determina a intensidade do confinamento.

Figura 4.1 — Subespago V € R?

(a) a superficie S estd inclusa e g3 representa o médulo da distancia normal & superficie. Fonte:

Préprio autor.

O préximo passo é obtermos a equacgao de Schrodinger para o sistema, isto é, para o
subespaco V (que inclui §). Em coordenadas curvilineas gerais, tal equagao é expressa

como, segundo o resultado do APENDICE B,

R 1 0 O oV
- — v— U =ih— 4.
2 > 75 (VEG1 5 ) + valane = in%, (13)
onde G; é o tensor métrico do subespago V dado por
OR OR
= 4.4
J 8q2 aqj ( )

e G = det Gj;.
Estamos interessados em uma nova fungao de onda x(q1, g2, g3, t) capaz de ser separavel
em uma parte tangencial x;(q1,g2,1), que depende apenas dos parametros da superficie

¢1 e ¢2, e em uma parte normal x,(gs,t) na forma

X(Q1vq27q3at) = Xt(QI)q27t)Xn(Q37t)7 (45)
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de modo que ainda seja possivel definir uma densidade de probabilidade |x(q1, g2, g3, t)|2
que leve & mesma probabilidade total tal qual |¥(qy, g2, qs,t)|°. A correspondente trans-
formacao ¥ — y pode ser determinada através do elemento infinitesimal de volume dV

do subespago V, pois, de (3.22),

AV = dSdqs = VGdqrdgydgs = f(q1, g2, q3)\/gdqidgadgs, (4.6)

onde g;; é o tensor métrico da superficie S como definido em (3.62), g = detg,;; e f =

f(q1,q2,q3) é uma fungao desconhecida que relaciona G e g da forma
G = fg. (4.7)
Portanto, para que a probabilidade total nao seja afetada,

X(a1, @2, a3, 1) = [ (@142, 43)]* ¥(q1, g2, g3, 1). (4.8)

Entao, temos apenas que determinar f(qi, g2, ¢3). Uma vez que a derivada de um vetor
normal a uma superficie se situa no plano tangente em determinado ponto, faz sentido

expressarmos tais derivadas como uma combinacao linear das derivadas na superficie

2

ON or
;= Qij 7> (49)
dq ; dg’

onde «;; sdo dados pelas equagoes de Weingarten obtidas em (3.79) :

1 1
Q11 = ; (912h21 - 922h11) ) Q12 = ; (h11921 - hzlgll) )
1 1
Q91 = 5 (h22912 - h12g21> ) Qoo = ; (h21912 - h22911) . (4'10)
Deste tltimo resultado, juntamente com (3.49) e (3.50), reescrevemos
Tr(ay;
M= —% K = deta;. (4.11)
Entao, substituindo (4.9) em (4.1),
OR . or o
i - Zj‘zl (613 + aijq3) a 1,] = {]-7 2}7
dq ¢’
IR (4.12)
— =N )
aqg (q17 q2)

Portanto, para i, = {1, 2}

2

o | [< or
Z (dir, + Cirgs 3_] [Z it + @jugs) oa ] (4.13)

k=1 =1
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2 2
= Z Z Zkéjl + a/zk(sjl + Oéjl(szk) qs + azk%l%} Gk,
k=1 =1

=g +

2 2 2
(Z Oéik!]kj) (Z alelz)] g3 + (Z Z aikal%’l) G,
k=1

k=1 l=1

Gij = gij + [ag + (ag)T] ¢+ (aga®)g. (4.14)
Enquanto que
Giz=G3=0, i={1,2} e Gzp=1 (4.15)
Logo,
Gin G2 0
Gij = G21 G22 0 , (416)
0 0 1

de modo que, no limite g3 — 0,

gu g1z 0
131_1}0 Gij=1 gu g2 0 |- (4.17)
0 0 1

Comparando as duas tultimas expressoes, podemos esperar que, no regime em que a
particula estd completamente presa a superficie, f — 1 e, entao G se reduz a g.

Entao, uma vez que os G;3 = 0, a equagao de Schrodinger (4.3) pode ser decomposta
em duas partes: uma parte superficial onde ¢ = {1,2} e uma parte normal onde i = 3.
Assim,

ov
ot’

+ V,\(q3)\11 =1h

2 2 2
h 2 lﬁln\/_ﬁ\ll 920 (418

_Y'p v
om (Q17q27Q3) om aq3 aqg + 53 a 2

co1m

D(q1,q2:q3) = Z\/_Gq <\/5G2]8iqﬂ) (4.19)

1,j=1

sendo um operador que representa a parte superficial.
De (4.16),
G = det Gij = G11G22 — G12G21. (420)
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Mas, ainda precisamos determinar os elementos G;; explicitamente a partir de (4.14).

Com o auxilio das equagoes de Weingarten,

- 1 gi2ho1 — ga2hi1 hi1g21 — haign 911 gi12
9\ hosgia — hi1agar  ho1giz — haogn 921 G2
hir hia
ag = — = (ag)Tv
hor Do

devido a simetria do tensor h;;. Entao,

hll h12
h21 h22

ag+ (ag)’ = -2

e, com a ajuda de (4.22),

T hiraar + hizaiz haioor + hisass
aga’ = —

horan1 + hosria horagy + hosras

Dessa forma,
G = g1 — 2hin1qz — h11a11Q§ - hlzoqzq%,
G2 = g12 — 2h12q5 — h11a21q§ - huomq%,

Ga1 = go1 — 2ha1q3 — ha111q3 — haoiaqs,

\ G2 = goz — 2h92q3 — ho1021G5 — hasiaags.

Usando tais resultados em (4.20), obtemos uma enorme expressao

G = 911922 — 2h22g1193 — h219110421Q§ - 911h220é226]§ — 2g22h11q3 + 4h11h22Q§

+ 2h11h12a12Q§ + 2h11h22a22q§’ - 922h110411qg + 2h11h22a11q§’ + h11h2104110421qg

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

+ h11h2204110422(I§ - 922h1204126132, + 2h12h220412(]§ + h12h2104120421€]§ + h12h220412042261§

- (912921 — 2g12h21q3 — 912/12104116]§ - 912h220412(J32, — 2g21h12g3 + 4h21h12(J§ + 2h12h2104116]§

+ 2}7»12]1220412(13 - 921h116¥21Q§ + 2}7»11}121042161;:3)’ + h11h21a21a11q§ + h11h22a21a12q§

- 921h12042261§ + 2h12h21a22q§ + h12h21a11a22q§ + h12h22a22a129§)-

(4.26)

Entretanto, se lancarmos mao da simetria dos tensores g;; e h;; e se somarmos e subtrair-

mos os termos
2g11922h11hoo
g

¢ 2gi12g12h12h12
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em tal expressao, conseguiremos agrupar todos os termos na forma

G = (911922 - 912921) - 2(911h22 + 922h11 - 2912h12)Q§
+ [2(h11haz — higha1) + (g11he2 + gaohin — 2912h12)2]qg

+ 2(cu1 + a22)(hurhos — hisha1) g3 + (hathas — hizhar) (a0 — aposr)gs.  (4.28)
Portanto, reconhecendo de (3.69), (3.70) e (4.11),
G=[1-2Mg+ K@)’ g = [1 + Tr(ay)g + det(ai;) 2]’ g (4.29)
e, consequentemente,
f=fla,q.935) =1—2Mgs + K¢5 =1+ Tr(;)gs + det(ay;) g3 (4.30)

Note que, como esperado, f — 1 no limite g3 > 0e G — g.

Finalmente, substituindo a transformacao (4.8) na equagao de Schrédinger (4.18),

2 21 0% [ x\O0W(fyg) 0 [ x
= o Dlan a2 as)x — 5 - la_qg <ﬁ> Oz Ogs (ﬁ)] (4.31)

+ Valgs)x = zh%

Uma vez que V) (g3) aumenta abruptamente para pequenas variagoes de g3 em torno
que g3 = 0, a funcao de onda y sera diferente de zero apenas para valores onde g3 ~ 0.
Dessa forma, podemos tomar o limite de g3 — 0 em todos os termos da equacao anterior,
exceto nas derivadas e, é claro, em V)(¢3). Notando ainda que

—3/2%
dqs

0 1y 1
B_qg(f 2X)——§f

Ty =1 Ff—w (52 ) - f—S/QaQ—f] - S TR

129X

: 4.32
90 (4.32)

X+ [

dq3 212 dgs 9g3 2 dqs Ogs 9g3
€
On(fvG) _10f, (4.34)
9g3 fogs’
obtemos, lembrando de (4.17),
h? 1 N | <8f)2 2 f
— D@ e BIX— 572t = |5 ) —2/53
5, D142, 43)x Qm{ a2 1 f?[ 90 f AR .
L 0x
+ Valas)x = th—r,
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R~ 1 0 < Oy | /1 2
- — — \/ggw__) (— Tr Odij) — det Oéij X
2 aq° oq’ 2m |\ 2
;‘812 1 V90 8‘] " (4.36)
C 2mog + Valas)x ZhE
Aplicando, agora, a forma separavel (4.5),
NG Xn Z x| (1 ?
\/_ng — —Tr Qg — det Q5| Xt
V9 0q ( 8q3 2m 2
1,7=1 4.37
_h2Xta2Xn+ Va(5)m = iFin X 4 iy, 20 o
om O XtValgs)X Xn o, ot Xt ot
Dividindo por x,X¢,
Oxe K2 1 2 ih axt
g2 — — | 2 Trai; | —detay,| —
2mxt Z V9 0q ( 8q7> 2m |\ 2 K “ Y: O
3,j=1 4.38
P P ( )_ﬂ%_ e
2y, 05 T X ot
Portanto, identificamos duas equacoes independentes:
n? 9%x, OXn
- aX2 + Va(@s)xn = ih (4.39)

2 2
"2 \/_8(] ( ggljg_i;;) th [(% Traij> — det a”] Xt = zhagit. (4.40)
A primeira delas nada mais é do que a equacao de Schrodinger unidimensional sob um
potencial externo V) (g3) para a coordenada normal g3 e, dessa forma, ndo iremos nos pre-
ocupar com ela posteriormente. Por outro lado, a segunda é uma equagao de Schrodinger

para a superficie com curvatura, onde se nota a presenca de um termo novo andlogo a um

potencial que depende apenas das propriedades geométricas da superficie M e K:

Observamos que, pelo fato de nao haver outras fontes de campo externo, este potencial

tem sua origem puramente relacionada a geometria da superficie, ou seja, as suas curvatu-
ras média e gaussiana, sendo, por isso, denominado de Potencial Geométrico. Assim,
para uma superficie completamente plana, Vs = 0 e retornamos a equagao de Schrodinger

bidimensional usual.
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4.2 Potencial Geométrico para o Defeito Conico

Como aplicagao direta ao objeto de estudo deste trabalho, vamos buscar determinar
o potencial geométrico de uma superficie curva com defeito conico definido pela equagao

paramétrica (2.94). Derivando tal relacdo com respeito aos parametros, obtemos

x, = (acosp,asing, V1l —a?) e x,=(—arsinp,arcosyp,0). (4.42)

Entao, os coeficientes da primeira forma fundamental serao dados por
EFE=x-x=1 F=x-x,=0 e G:X¢'X¢:Oé27’27 (4.43)

o que leva ao elemento de distancia

ds* = dr® + o*r*dy® (4.44)

e ao tensor métrico
Lo 4.45
9i5 = 0 ar? . ( )

Resta-nos agora determinar os coeficientes da segunda forma fundamental. Para isso,

calculamos que

X = (0,0,0), X, = (—asing,acosp,0) e x,, =—(arcosp,arsing,0) (4.46)

r X .
N= =% _ (—V1—a?cosp, —V1—a?sing, a). (4.47)

R

Desse modo, concluimos que os coeficientes da segunda forma fundamental serao
e=%, N=0, f=x,-N=0 e g=x,,-N=arvl—oa? (4.48)

o que leva a matriz de coeficientes

0 0

0 arv1l—a?
Portanto, atravé da expressao (3.70), a curvatura média M serd dada por

A2
M= —Vlzaro‘ (4.50)

Entretanto, a curvatura gaussiana K fornecida pela expressao (3.70) serd aparentemente

nula em toda a superficie, pois det h;; = 0. Porém, a partir dos resultados (3.98) e da
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férmula de Liouville (3.103), obtemos que a curvatura geodésica k, para a superficie do

cone é dada por k, = 1/r. Logo,

2T
/kgds = a/ dp =21« (4.51)
c 0

e, assim, pelo Teorema de Gauss-Bonnet,

//A Rdd =am - /Ckgds =2r(1-a). (4.52)

Tal resultado sugere que deve existir uma contribuicao do tipo delta de Dirac na cur-

K= (1_O‘> 8(r). (4.53)

vatura gaussiana da forma

Qv r

Dessa forma, o potencial geométrico para uma superficie com defeito conico sera dada

explicitamente por

Figura 4.2 — Potencial Geométrico em Funcao da Posicao Radial

0.5

0.0

— a=0.9
—2.51 — a=0.7
— a=0.5

600 800 1000 1200 1400
Posicao Radial (nm)

Fonte: Préprio autor.
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Como esperado, V; — 0 quando a — 1. Percebe-se ainda que na superficie (excluindo-
se o vértice do cone) existe apenas um potencial atrativo em dire¢ao ao eixo central do
anel r» = 0, onde esta presente um potencial repulsivo de curto alcance representado pela
funcao delta de Dirac.

Na Figura 4.2, é mostrado o comportamento do potencial geométrico com a posi¢ao
radial para diferentes valores de a. Constata-se, portanto, que sua influéncia se torna cada
vez mais intensa a medida que « diminui, isto é, a medida que a curvatura no sistema
aumenta. Para a faixa radial obtida no Capitulo 2 (1278 nm a 1427nm), a interacao

atrativa produzida pelo potencial geométrico nao ultrapassa 0, 18 ueV.

4.3 Aplicacao de Campo Elétrico e Magnético na Su-
perficie

Agora, buscaremos derivar, usando os resultados prévios obtidos na segao anterior
pelo procedimento de da Costa [16], uma equacao de Schrodinger que inclua os efeitos
de campos elétricos e magnéticos para que, dessa forma, sejamos capazes de descrever
adequadamente estruturas nanométricas bidimensionais curvas que estejam sob a acao de
tais campos.

Partimos da equagao de Schrodinger tridimensional para uma particula livre de massa
m e carga () sob a acao de um campo elétrico E = —VV escrita em um sistema de coor-
denadas curvilineas gerais. Usando a notacao covariante para as derivadas e a convengao

de soma de Einstein, temos:

L 0T (x,t) I
ZhT = —%G jDiDj\If(X, t) + QV\IJ(X, t), (455)
o iQ , ..
onde 7,5 ={1,2,3} e D; = V; — ?Aj. Através do acoplamento minimo p — p — QA,

inserimos o potencial vetor do campo magnético B = V x A. A derivada covariante V; ¢
expressa por V0" = 9;0° —l—F; Lv* com v’ sendo as componentes de um vetor tridimensional

ve F;k os simbolos de Christoffel do segundo tipo definidos como

7

1 .
k= égm (03 Gkm + OkGmj — Omgjr) - (4.56)
Dessa forma, rescrevemos (4.55) como:
B
Z'hDO\II(X, t) = —Q—GUDiDj\I/(X, t), (457)
m
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com Ay = —V e, consequentemente, Dy = 0; — %AO.

Uma vez que a equagao de Schrodinger (4.57) compreende apenas os potenciais V'
e A em vez dos campos E e B diretamente, faz sentido nos perguntarmos, dado que
nao sao definidos de forma univoca, se tal equacao preserva sua invariancia perante
transformacoes de calibre para os mesmos potenciais.

Aplicamos transformagoes de calibre da forma

V'%V—% e A'>A+V(¢ (4.58)

na versao da equagao (4.57) para W', V' e A’ onde ( = ((r,t) é a fungao de calibre. Além
disso, como discutido em [41], os valores esperados do operador posigao serao preservados,

mediante as tranformagoes (4.58), desde que

U’ — exp <ZQTC) . (4.59)

Sem perda de generalidade, iremos demonstrar tal propriedade apenas para o caso
cartesiano, isto é, GY = 13 e G = 1. Entao, explicitamente, a versao da equacao (4.57)

para U V' e A’ fica

L (—ihV — QA") - (—=ihV — QA")| V' = iha\p —QVVY'. (4.60)
2m ot
Expandindo o termo entre colchetes,
(—ihV — QA') - (—ihV — QA') = — B*V?V
(4.61)

+ihQ (2A" - VU + V'V - A') + Q*A”V.

Vamos agora calcular separadamente cada termo da equagao (4.60):

v _ 0 [ (100 _ (100 (9 QY.
%~ ot [exp(7>\lf] = eXp( 3 5 + 7 \1181e ; (4.62)

ov _ 0 [ (100),] | (100 (9% iQ o
or Oz {GXP< h >\Ij] —exp( h ) (8:6 T qj@x)’ (4.63)

P iQC\ |02W  2iQacov @ [a¢\? Q9%
a7 —exp< n ) g T hoowor @ \aw) Y n Vo) (46
Expressoes andlogas serao presentes quando considerarmos os eixos y e z. Assim, temos:
VU’ = exp (%) <V\I/ + %WVC) (4.65)
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VA = eXp( QC) [V2\IJ+ hQ(vg V) — 6,3—22\II(VO2

Como todos os termos da equacao dependem linearmente de ¥’ ou de suas deriva-

+ %xpv?g] : (4.66)

: iQCY . L
das que, por sua vez, dependem linearmente com exp<—>, iremos neglicencia-los nos

h
proximos resultados. Dessa forma,

iRQ(2A! - V) = 2ihQ(A + V() - VI
= 2ihQA - VU — 2Q*°TA - V( + 2ihQ(V( - V) — 20T (V()?, (4.67)
ihQV - A’ =ihQV - (A + V() = ¥V - A + UV, (4.68)

Q*A”V = Q*W'(A + V() (A+ V() = Q*VWA? + 2Q*°VA - V( + Q*U(V()*  (4.69)

QV'Y = <v - %ﬁ) = QVU — Q\I/ac (4.70)

Substituindo (4.66), (4.67), (4.68), (4.69) e (4.70) em (4.60), somos deixados apenas com
2 2

—2h—v2\1/ + ZQH—Q (2A - VU + TV - AT + Q—AQ\IJ +QVU = zh%— (4.71)

que preserva a mesma forma da equagao (4.60). Desse modo, concluimos que a equagao
de Schrodinger é invariante de calibre. Usaremos esse fato a seguir, mas, antes, vamos
reescrever a equagao (4.57) de forma mais explicita:

Primeiramente, notemos que, ao contrairmos o indice i com o indice j (operador

divergente) na derivada covariante,

1

im’

(4.72)

N —

Usando a férmula de Jacobi para uma matriz genérica A = A(/3) expressa como

1 d d B d
det A(3) 4B — det A(8) = %ln (det A(B)) = Tr(A 1(5)%14(&)), (4.73)
obtemos, entao,
_ak In (det Gyy) = %. (4.74)
Logo, \/_
Oln 1 .
Vo' =00 + B ﬁ ” (\/52)) (4.75)
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VG g Og/

onde usamos a operacao de elevagao de fndice do Célculo Tensorial, isto é V¥ =

GV, VU = V,;VIV = VU = ii (\/5@ a@) : (4.76)

GV ;. Tal resultado estd de acordo com o que ja obtivemos em (4.3).

Agora, expandindo (4.57),

h2

thDyVU = ——— [G“V VU — Q
2m

h

ihDo W = ! [ ;‘2_88 (\/EG aq/) Zﬁfaa (VaGeiay) \IJ]
ov

+ 2i [ZZQRG”A 90 + Q*GY A A, xp]

Seguindo os mesmos passos do procedimento descrito na se¢ao anterior para o confi-

2

(4.78)

namento de uma particula a determinada superficie mediante a aplicagao de um potencial
confinante V) (¢q3) (substituigdo da fun¢ao de onda W pela funcao separdvel x e tomando

o limite de g3 — 0),

Rl1 0 % ZQ 8
. D - - 7,]_‘ v l]
n[2iQ ., Ox QQ y ) 82 iQ [0As 2iQ) . Ox
o [R A A *W‘f(a—%)X‘TASan
|1 2
o (5 Tr aij) —det aj; | x + Va(gs)x,

(4.79)

onde destacamos novamente a presenca do potencial geométrico.

Ao usarmos a separabilidade da nova func¢ao de onda x(qi, ¢, qs,t) em uma parte
normal y,(g3,t) e em uma parte tangencial x;(q1, go2,t) tal como na segdo anterior, per-
ceberemos que a dinamica da superficie S nao pode ser desacoplada da dinamica em

2iQ

Ix

g3 devido ao termo —A3 5 . Porém, felizmente ainda nao utilizamos a invariancia de
g

calibre demonstrada prev1amente. Assim, para obtermos o desacoplamento, escolhemos

a seguinte fixacao de calibre:

q3
¢== [ Aaran, 21 (4.80)
0
Concluimos a partir disso que
a¢ 0A:
Ay — A =0 —32 =0 4.81
— Az + — (9 o e 8Q3 ( )
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Substituindo esses ltimos resultados na equagao (4.79), obtemos novamente duas equagoes
desacopladas: a primeira delas é idéntica a equagao (4.39) para a dinamica no setor nor-
mal & superficie (ao qual ndo estamos interessados); a segunda, que representa a dinamica

na superficie, apresenta termos novos provenientes da interacao com os campos eletro-

magnéticos e é escrita como [17]

onde Vs é o potencial geométrico e V, é a energia potencial de interacao. Note que,
quanto aos potenciais vetoriais, apenas as componentes A; e A; permanecem. Além
disso, uma vez que passamos a adotar a convencao da soma de Einstein, nao utilizamos

somatérios novamente a despeito do que fora apresentado na equagao (4.40).
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Capitulo 5

Anel Mesoscopico Bidimensional
com Anisotropia de Massa em

Defeito Conico

Neste capitulo, aplicaremos os conceitos introduzidos, as ferramentas matemaéticas
apresentadas e os resultados obtidos e discutidos ao longo do texto prévio visando ao
objetivo final deste trabalho: determinar os efeitos da massa efetiva anisotrépica nas pro-
priedades eletronicas, na magnetizagao e na corrente persistente em um anel mesoscépico

semicondutor com geometria conica [10].

5.1 Massa Anisotréopica na Equacao de Schrodinger

Na primeira secao do Capitulo 2 deste trabalho, apresentamos que era possivel apro-
ximar a relagao de dispersao dos semicondutores nas bordas de suas respectivas bandas

de conducao por uma relagao da forma

, (5.1)

valida quando a massa efetiva i fosse isotropica com €. sendo a energia minima da banda
. o G . : N

de conducao. Note que fizemos a substituicao K = k — 5 — k. Tal relacao de dispersao

tem o mesmo formato para uma particula livre sob influéncia apenas de um potencial

constante €.. A equacgao de Schrodinger correspondente para tal aproximacao é dada por
h2
— V2 + €)= e (5.2)
2p
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Entretanto, como também vimos, os elétrons dos semicondutores em geral tais como
SiC, GaN e CdS detém massa efetiva anisotrépical21], cujas relagdes de dispersao devem

entdo ser generalizadas pela expressao [22]
R (1\"
k)= —ko—) K, :
w0 =" () (5.3

onde «, = {1,2,3} ou, mais explicitamente,

1N 1 d?(k) . oo
(E)fﬁdkadkﬁ: Mol My Mg | (5.4)

denominado como tensor de massa efetiva.
Um caso mais simples em semicondutores, ocorre quando consideramos um modelo
para superficie de Fermi elipsoidal [19, 22] tal como ilustrado na Figura 2.3, ou seja,

R (kZ+k k2
ek) =€+ — <—y + —2) ; (5.5)

2 my my

onde m; e m; sao as chamadas massas transversais e longitudinais respectivamente.

Entao, de (5.3),

m;' 0 0
10&
(-) | 0 om0 (5.6)
/s

0 0 mt

Além disso, a equagao de Schrodinger associada a relacao de dispersao (5.5) serd

hQ (aZw 82@/}) N h2 52,17[}

S + Sy 022 + € = €. (5.7)

ox?  0Oy?
Da ultima equagao, podemos notar que a massa efetiva m; estd relacionada somente a
parte superficial (plano xy), enquanto que a massa efetiva m; esta acoplada a parte normal
(eixo z). A expressao (4.82) representa uma generalizagao da equagao de Schrodinger para
qualquer superficie curva que, por sua vez, também deve incluir o caso cartesiano (5.7).
Durante o desenvolvimento de tal resultado em (4.31), é possivel perceber que o potencial
geométrico é o unico remanescente da parte normal em (4.82) apds o procedimento de
separagao das fungoes de onda normal y,, e tangencial y;. Por outro lado, o termo entre

parénteses em (5.7) é exatamente o caso particular cartesiano do operador D da parte

superficial. Por conseguinte, podemos adaptar a equacao de Schrodinger (4.82), levando-se
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em conta as diferentes massas efetivas tal como feito [19, 42]:

210 o\ iQ 9,
o (V50 ) =g V4|

EXt =

~2my [\ Og

B[ 2Q . 0w O h? (5:8)
2R i 0,9 S i A A | = S (M2 = K x4 Vixe.

2my { n Y g’ 2 Y th] 2my ( ) xet Vexe

Especificando ) como a carga do elétron —e, Vs como o potencial geométrico devido

ao defeito conico (4.54) e V. como o potencial de Tan-Inkson (2.12), obtemos

R [r1 0 O+ ie 0 g
Exi=——|—=7= W= — YA
R [2ie .. Ox: €* ;. R [(1—a?) L—a) 4(r)
D 2T T A Ay, | — _
2my { Y Azﬁqj n2Y AZAJXt] 2my [ 4a?r? ( o ) r ]Xt

+ (% + agr? — 2@) Xt-
(5.9)
Antes de progredirmos em busca das auto-energias e autofuncoes, precisamos abordar
novamente o potencial vetor usado no Capitulo 2 visando adequar sua forma ao contexto
da geometria conica, uma vez que a partir de agora o vetor normal a superficie N forma

um angulo 6 = arccos(a) com o vetor de B (Figura 5.1).

Figura 5.1 — Esquematizacao do Problema em Geometria Conica

Cone Imaginario
Solendide
Supercondutor

O campo magnético externo uniforme e o vetor normal da superficie nao sdo mais paralelos. Além disso,
o parametro r passa a medir a distancia entre um ponto da superficie e a ponta do cone imaginario

(mesma posigao da origem da superficie sem curvatura). Fonte: Préprio autor.

Vamos definir A; como o sendo potencial vetor associado ao campo magnético uni-

forme B externo ao solenoide e A, como sendo aquele responsavel pelo fluxo AB no
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solenoide. Dessa forma, o potencial vetor total do sistema A fica expresso como
A=A +A, (5.10)

Para o potencial vetor A1, o mesmo deve satisfazer a seguinte relagao obtida pela aplicacao

do teorema de Stokes na defini¢ao de fluxo magnético:

j[Al-dlz /B-Ndo—, (5.11)
C

onde C representa um contorno circular ao longo do anel, N é o vetor normal unitario a
superficie obtido em (4.47) e do = \/gdudv = ardrdyp é o elemento de drea. De (3.57) e
(3.58), dl = ardpy. Entao,

2w T
Alar]{dgo = Ba2/ / r'dr'dep,
c o Jo
B

Bar R
A1 = 9 Y = 56@. (512)

Agora, para o potencial vetor Ay, devemos lembrar que o mesmo nao é capaz de gerar
campo magnético fora do solenoide de forma que se tomarmos um circuito fechado que se
estenda até a superficie do anel, o fluxo total através da area compreendida deve continuar

a ser ®yp. Assim,

ng Ll = Bap, (5.13)
¢
2m
j{Ag ~dl = arAg/ dp = (2mar)Ay = dyp, (5.14)
¢ 0
_ Pap . Pap
Ar = omar”  2ma?r2 (5.15)

Portanto, nosso novo potencial vetor A sera [43]

B P B 0]
A:A1+A2=<—+ AB)@:( il AB)@, (5.16)

2 2mwalr? 2 2rar

de modo que, para o = 1 e ®,45 = lh/e, obtemos novamente os resultados prévios do

Capitulo 2.

5.2 Auto-energias e Autofuncoes

Expandindo (5.9) seguindo a forma do tensor métrico (4.45) e usando o potencial vetor

obtido em (5.16),
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2 2 -
o= [ ()« e () 2

C2my [ror \U or a?r? 0p? h \ 2 2ma2r?) Oy
R [ e? 2Bl¢y 12432 R [(1-a?) 1—a) d(r)
VN  g2a22 0 _ _

i 2my {4712 ( e T * azn2r? ) X 2my | 4da2r? a r |

aq
+ (ﬁ + asr? — 2\/a1a2) Xt-

Reorganizando os termos com fatores comuns,

= 2|10 (0 @Bt 1 (0 N ieB (0
Xt = 2my | rOr or 4h? a?r? \ Oy Xt h \ Oy Xt

R [(1—a?) 1—a\ §(r) a
— [ FPCIC R < ) ] Xt + <§ + agr? — 2\/a1a2> Xt-

2my « T

Supondo novamente o ansatz x(r,p) = Ce™ ™% f(r),

2f 1df { {thag . 6232(12] ' 1 {thal N (m—102 (1— oﬂ)ﬁ} }f(r)

h?2 4h2 r2 | B2 o? 4o my

dr? ' rdr

- { [eB(m—l) . th(E—I—Vo)] L))

72

(5(r)}f(r) =0.

h h? m;  ar
(5.19)
Definindo
{thag N 62B2a2] _ L _ \/thal N (m—=0* (1-a*)m
h? 4h? AN h2 a2 402 my (5.20)
P U B N0y

com A = y/h/muw, podemos entao reescrever a equagao diferencial compactamente da

forma

dr? ' rdr

f  1df r? L7 my (1 —a) B
bp+ﬁ_§+ﬁ(wém%m—o (5:21)

A presenca da funcao delta de Dirac na equacao radial anterior implica na existéncia
de solugoes irregulares devido a singularidade na origem. De acordo com a discussao
apresentada em [44], as solugdes irregulares de (5.21) irdo contribuir para a fungao de onda
radial somente se o operador hamiltoniano (5.17) nao for auto-adjunto. Comparando a
equagao hipergeométrica obtida em [44] com aquela que obtivemos em (2.36) e associando

com a equacao radial anterior, pode-se concluir que o hamiltoniano nao sera auto-adjunto
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se |L| < 1 [10]. Entretanto, para os valores do parametro « e da razao entre as massas
efetivas a serem utilizados em posterior anélise, observa-se L >> 1, de forma que podemos
ignorar a influéncia da fungao delta e considerarmos somente solugoes regulares em r = 0
tal como em [10].

Fazendo uma mudanca de varidvel r — \v/2z similar a feita no Capitulo 2, buscaremos

por uma solugao f(x) da forma
f(x) = Nat/2e™2/2p(z), (5.22)

desde que h(z) satisfaca a equagao hipergeométrica

d*h dh
— L+1) —z2]— - K = 2
oo + (L +1) =] 5 — Kh(z) =0, (5.23)
L+1) M52
sendo K = (L + )— 5 de forma que admitira solugoes finitas apenas quando K = —n.

2 2
Desse modo, obtemos as auto-energias:

onde

8 B
w= /w4 (aw.)?, com wy= S =2 (5.25)
my my

A partir dos ultimos resultados nos quais destacamos o termo aw,, podemos compre-
ender que o parametro de curvatura « tenderd a modular a influéncia do campo magnético
B. De fato, para a — 0, w — wy. Tal conclusao faz bastante sentido, pois a medida que a
superficie vai sendo deformada, o fluxo de B através da mesma se torna cada vez menor.
Entretanto, é importante ressaltar que « ainda produzira efeitos sobre o momento angular
efetivo L.

Ao longo das andlises posteriores, iremos estabelecer fixamente que a = 0,99995.
Uma vez que « representa um déficit angular, seu efeito linear no anel serd da ordem de
4A, valor similar as constantes de rede para alguns cristais semicondutores como GaAs
(5,65A) e SiC (4, 35A). Dessa forma, podemos entender tal valor como correspondente &
remocao de uma unica fileira radial do cristal.

A correspondéncia imediata entre a equagao diferencial (2.36) e a equagao diferencial

(5.23) resulta nas autofungdes normalizadas

92



—
>3

1 I'(L+n+1) (r)L _1
e 4

Vnm (T, 0) = \ 2Lt (T(L + 1))2n! A

2 1 —im
A ) 1F1 <—TL,L+1,§(T/>\)2> € <P7

(5.26)
com ,F; novamente representando a fungao hipergeométrica confluente introduzida em
(2.38).

Tendo as expressoes para as auto-energias e autofungoes, é necessario agora esclare-
cermos a relacao entre as massas m; e m; antes de prosseguirmos para a analise numérica.
Primeiramente, vamos definir que a massas transversais e longitudinais podem ser expres-

sas em funcao da massa efetiva do elétron p no GaAs como
my=op e m = [Bu. (5.27)

Dessa forma, a razao entre as massas R pode ser escrita como

my O
R=_"== 5.28
m;  f ( )

Nosso objetivo é encontrar relagoes para os coeficientes o e  de modo que possamos ana-
lisar diferentes casos anisotropicos em funcao apenas de R, mas que, ao mesmo tempo,
assegure um vinculo consistente com o caso isotrépico®. Para isso, considere as relagoes de
dispersdo (5.1) e (5.5) fixando e, = 0 por conveniéncia. E fécil concluir que as superficies
de energia constante no espaco reciproco para essas duas expressoes serao esférica e elip-
soidal, respectivamente.

Se cada uma dessas relagoes representam situacoes distintas com suas respectivas ener-
gias de Fermi Fy; e Ft, antes de formada a heterojuncao, podemos descrever o volume

dos estados ocupados no espaco reciproco para o caso isotrépico Vg, € caso anisotropico

Vnis COMO
4 4 (2B;\%? 4 4 (2B, )\
Viso = gﬂ'k‘? = gﬂ'( th > 127 e Vanis = gﬂ'abc = §7T< th > mll/th, (5.29)
onde

2mEa 2mlEa
a:b:\/#f o c:,/Tf (5.30)

correspondem aos semi-eixos do elipsoide. Igualando os volumes em (5.29),

B = BV mPm. (5.31)

*Por exemplo, R = 1 deve representar o caso isotropico com o = 8 = 1. Entretanto, existem outros

infinitos pares de valores para o e 8 que satisfariam tal condi¢do, aos quais devemos evitar.
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Em seguida, exigindo a igualdade entre as energias de Fermi dos casos isotrépico e ani-
sotrépico e langando mao de (5.27), obtemos a seguinte condi¢ao para os coeficientes o e
B:

o’p=1. (5.32)

Dessa forma, garante-se que, para R =1, 0 = § = 1. Além disso, em termos da razao R,
podemos rescreveé-los como

oc=RY3 e B=R?3 (5.33)

O fato de mantermos inalterados o volume e a energia de Fermi durante o processo
de passagem do sistema isotropico para o anisotropico resolveu a questao relacionada a
indeterminacao de o e 8 conforme desejavamos. Outra consequéncia nao ébvia de tal pro-
cedimento é a manuten¢ao no nimero de estados ocupados (ou portadores) constante. De
fato, o niimero de estados ocupados N,,;s' na amostra anisotrépica que possui um volume
no espaco fisico V' é dado pela razao entre o volume total ocupado no espaco reciproco
V divido pelo volume da célula primitiva rede reciproca, ou seja, o volume ocupado por
cada estado. Para determinar tal quantidade, deve-se resolver a equacao de Schrodinger
para o pogo quadrado (agora retangular) infinito tridimensional com anisotropia descrita
pelo tensor de massa efetiva (5.6). Seguindo um procedimento muito similar ao descrito

em [22], concluimos:

V nis Viso
Nanis == - = Niso, 5.34
873 873 (5:34)
\% %4

Lembre-se que nao estamos considerando o spin das particulas. Portanto, o ntimero total
de elétrons é conservado. Tal resultado é muito importante pelo fato de nos permitir
utilizar diferentes valores de R e manter o mesmo numero de elétrons N, = 1400 do
gés bidimensional isotrépico estudado nos artigos [9, 10]. Em outras palavras, antes
da formacao da heteroestrutura, cada sistema anisotropico permanecera com a mesma
energia de Fermi inicial e concentracao de elétrons do caso isotrépico, de modo que nao
precisaremos nos preocupar com os efeitos nas propriedades fisicas do sistema decorrentes

da variacao um parametro termodinamico extensivo como N..

tNote que o niimero ao qual estamos nos referindo aqui representa a quantidade de elétrons na amostra

antes de ser formada a heteroestrutura.
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Figura 5.2 — Sub-bandas de Energia em Campo Magnético Nulo para Diferentes

Razoes Anisotrépicas
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O gréfico apresentado se refere a um sistema com parametros fiwy = 2.23R~Y/6meV, ry = 1350 nm e

«a = 0.7. Fonte: Préprio autor.

Na figura acima, apresentamos graficamente os efeitos da anisotropia nas sub-bandas
de energia para o caso B = 0, considerando [ = 0, a = 0,99995 e diferentes razoes
entre massas efetivas R = m;/m;, onde é possivel notar que os valores de R utilizados
correspondem aqueles introduzidos na Tabela 2.2 referente a alguns semicondutores reais.

A partir do grafico, constata-se claramente duas consequéncias principais:

e As sub-bandas com R < 1 se achatam horizontalmente, enquanto que aquelas para
as quais R > 1 se expandem em relacao ao caso R = 1. Isso implicard que, no
primeiro caso, os elétrons serao obrigados a se acomodar em estados mais energéticos
para um mesmo m em relacado aos demais; situacao oposta ao que ocorrera no

segundo caso.

e A medida que os niveis aumentam, os minimos das sub-bandas com diferentes valores
de R passam a se afastar cada vez mais. As sub-bandas com R < 1 se deslocam
positivamente em relacao a R = 1, enquanto que aquelas com R > 1 se deslocam

negativamente.

Como vimos ao comparar os graficos das Figuras 2.10 e 2.12 no Capitulo 2, a fronteira

entre regioes com diferentes valores de n, ou seja, que possuem cores distintas como
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apresentado na figura abaixo, representam a posicao dos minimos das sub-bandas em
funcao de B com [ = 0:

Figura 5.3 — Comportamento das Sub-bandas em Funcao do Campo Magnético

para Diferentes Razoes Anisotrépicas.
N
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Dessa forma, podemos concluir que o comportamento de afastamento demonstrado
pelas sub-bandas em funcao de R também se mantem para campos magnéticos nao nulos.

5.3 Enegia de Fermi e Espessura do Anel Quantico

O fato de tanto os minimos quanto as espessuras das sub-bandas serem afetadas pela
anisotropia tera impacto direto sobre a energia de Fermi do sistema. Como os elétrons
do caso R < 1 tendem a ocupar estados mais energéticos para um mesmo valor de m em
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relacao aos demais, a contribuicao total advinda de todos os estados ocupados fard com
que a energia de Fermi total seja sempre superior como demonstrado abaixo. O oposto

valerd para o caso R > 1.

Figura 5.4 — Energia de Fermi para Diferentes Razoes Anisotrépicas
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O gréfico apresentado se refere a um sistema com parametros fiwy = 2.23R~Y/6meV, ry = 1350 nm e

a = 0.99995 a fluxo magnético nulo. Fonte: Préprio autor.

Um aspecto interessante do grafico anterior é o de que os picos de oscilagoes da energia
de Fermi sao deslocados para a esquerda a medida que R diminui. A explicagdo se deve
a relagao entre os picos e a despopulagao completa das sub-bandas como discutido no
Capitulo 2; uma vez que a distancia entre os minimos das sub-bandas aumenta com a
intensidade de B e com a diminuicao de R, a despopulagao completa das sub-bandas
ocorrera de forma mais rapida, o que antecipara o surgimento dos picos de energia em
funcao do campo magnético.

Na subsecao 2.2.5 do Capitulo 2, fora apresentada a definicao para a espessura de um
anel quantico. Em tal ocasiao, foi citado que a espessura nada mais seria do que a regiao
classicamente acessivel a um conjunto de N, particulas com energia de Fermi E; sob a
influéncia do potencial radial de Tan-Inkson (2.9). Entretanto, na presenga do defeito
conico, foi mostrado que um potencial de carater atrativo em relacao a ponta imaginéria

do anel conico surgia. Assim, pode-se afirmar que neste caso as particulas estarao sujeitas
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a um potencial radial resultante dado por

o ) R* (1 —a?)
V(T) = ﬁ + agr® — 2 a1ay9 — Q_WW

(5.35)
A regiao classicamente acessivel ao conjunto de particulas dada uma energia de Fermi F;

serd fornecida pelas solugoes da equagao

1 R (1-a?)

1 — —

o &2]+@ﬂ—w (5.36)

onde Vy = 2,/ajas. Tal equacao de quarto grau pode ser reduzida a uma do segundo grau

cujas solugoes a serem obtidas para os raios interno r_ e externo r, do anel serao

Ra(—ad)\
Ef+%:|:\/EJ%+2Ef%+%
e = o . (5.37)
2&2

Efetuando um procedimento anédlogo ao mostrado a partir da equacao (2.66), obtém-se a

seguinte expressao para a espessura do anel quantico com defeito e anisotropia de massa:

1/2

QEf (1 — Oéz) hwo 2
AT’=7’+—7’_=T0 70+2 1—\/1—R o2 4% y (538)
Loy
onde V = w70 A 1992, 22meV.
Para o caso em que m; = my; e a = 0,9, obtém-se que
Ar ~ 153 mm (5.39)

é a nova espessura do anel quantico quando ha um defeito conico de grau a = 0,9. Tal
resultado é maior que a espessura de 149nm para o caso em que nao ha defeito e isso faz
sentido por duas razoes: em primeiro lugar, como constatado em [10], as sub-bandas sao
mais estreitas quando o defeito conico aumenta (similar ao efeito da massa anisotrdpica
jd mostrado na Figura 5.2), o que forga os elétrons a ocuparem estados mais energéticos,
aumentando a energia de Fermi do sistema; com a inclusao da anisotropia, tal efeito
é intensificado. Em segundo lugar, é possivel aferir na expressao (5.36) que o termo
envolvendo o defeito é responsavel por atenuar a repulsividade interna do potencial de
Tan-Inkson e, portanto, o pogo devera ser menos ingreme proximo a origem, fazendo com
que elétrons, para uma dada energia de Fermi, consigam o ocupar estados energéticos

mais proximos do centro do anel. Entretanto, o termo dependente explicitamente de «
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em (5.38) terd influéncia desprezivel devido ao pequeno valor de hwy/4V,. Na Figura 5.5,
apresentamos o comportamento da espessura do anel quantico em funcao de « para dife-
rentes razoes anisotropicas, onde podemos constatar que a espessura aumenta a medida

que o e R diminuem.

Figura 5.5 — Variacao da Espessura do Anel para Diferentes Valores de «
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O gréfico apresentado se refere a um sistema com parametros fwg = 2.23R~Y%meV e ry = 1350 nm.

Fonte: Préprio autor.

5.4 Magnetizacgao

Usando a defini¢ao (2.81) e o resultado (5.24), podemos novamente determinar a ex-
pressao para a magnetizacao por estado, agora modificada para levar em conta a curvatura

e anisotropia:




Figura 5.6 — Magnetizacao do Sistema para Diferentes Razoes Anisotrdpicas e

a = 0,99995.
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O gréfico apresentado se refere a um sistema com parametros fwy = 2.23R~Y/%meV, ry = 1350 nm e

a = 0.99995. Fonte: Préprio autor.

Para obtermos a magnetizacao total do sistema em funcao do campo magnético apli-
cado, devemos seguir o mesmo procedimento descrito no Capitulo 2, isto é, somar os
valores das magnetizacoes correspondentes a todos os 1400 estados ocupados com energia
inferior a de Fermi para determinado valor de B e fluxo magnético igual a zero. Porém,
como mostrado na secao anterior, tanto a curvatura como a anisotropia afetam o compor-
tamento da energia de Fermi, de modo que devemos levar tal influéncia em consideragao.

Na Figura 5.6, sao apresentados os resultados obtidos numericamente acerca do com-
portamento da magnetizacao total do sistema em funcao do campo magnético conside-

rando um valor fixo de a = 0,99995 e diferentes valores de anisotropia em acordo com
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a Tabela 2.2. Pode-se perceber novamente o dominio das oscilacoes de Haas-van Alphen
com o aumento do campo magnético. Além disso, podemos notar que as oscilagoes dHvA

possuem maiores amplitudes e decaem mais rapido apds o ultimo pico a medida R diminui.

Figura 5.7 — Magnetizacao no Regime de Campos Magnéticos Fracos para Di-

ferentes Razoes Anisotropicas e a = 0,9995.
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O gréfico apresentado se refere a um sistema com parametros fwy = 2.23R~Y/5meV, ry = 1350 nm e

a = 0.99995. Fonte: Préprio autor.

Tal padrao pode ser explicado pelo fato de que os picos das magnetizagoes se localizam
nos mesmos pontos dos picos referentes a energia de Fermi (ver Capitulo 2) e que as
oscilagoes dHvA sao muito dependentes da ocupacao das sub-bandas, relacionada também
ao comportamento da energia de Fermi.

No regime de campos magnéticos fracos, temos novamente a presenca de fortes

oscilagoes Aharonov-Bohm devido a intensa alternancia dos estados com a variacao de B,
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relacionada ao fato do ntimero de bandas ocupadas nessa faixa ser maximo. Entretanto,
podemos aferir através da Figura 5.7 que tanto a amplitude como o comportamento das
oscilagoes sao afetados pela anisotropia, onde a variagao do valor de R em relagao a 1
tende a comprimir a amplitude das oscilagoes de tal forma que, para R = 1,448, pode-se

afirmar que a frequéncia das oscilagoes méaximas foi dobrada.

Figura 5.8 — Magnetizagao no Regime de Campos Magnéticos Fortes para Di-

ferentes Razoes Anisotrépicas e a = 0,99995.
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O gréfico apresentado se refere a um sistema com parametros fwy = 2.23R~Y/6 meV, ry = 1350 nm e

a = 0.99995. Fonte: Préprio autor.

No regime de campos magnéticos fortes (Figura 5.8), as oscilagoes AB ainda se
fazem presentes, todavia suas amplitudes sao fortemente suprimidas pelas oscilacoes dHvA
e adquirem um perfil do tipo dente de serra pois, em tal faixa, apenas a sub-banda de

menor energia estd ocupada. Percebe-se também que, como ja pontuado nesta secao, os
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valores absolutos da magnetizagao se tornam cada vez mais negativos a medida que R

diminui, embora a amplitude das oscilagoes nao varie apreciavelmente.

5.5 Correntes Persistentes

Na Figura 5.9, é apresentado o comportamento das corrente persistente em funcao

do campo magnético para diferentes valores de R. Os graficos foram obtidos através da

relagdo de Byers-Yang apresentada no Capitulo 2, dessa vez com E, dada por (5.24):

A corrente resultante sera contabilizada a partir do somatdério da contribuicao I, refe-
rente a cada estado ocupado para um dado B e [ = 0. Nota-se novamente a presenca
de oscilagoes do tipo AB através de toda a faixa de campo magnético. Tais oscilagoes se
mostram intensas para campos fracos, mas sao suprimidas a medida que B vai aumen-
tando. Diferentemente da magnetizacdo, nao ha a presenca de oscilagoes do tipo dHVA.
Ademais, é possivel constatar que as oscilagoes tém menor amplitude para valores de R
mais distantes de 1.

Analogamente ao que fora feito para o cdlculo do raio médio de estado 7, em (2.56)

quando na auséncia de curvatura e anisotropia,
T = V2L (5.42)

Dessa forma, reescrevendo a magnetizagao por estado como

B 5 _eh 1\ aw. (m—1\[1-a?
Mnm =« {T{-T?’Lm‘[nm ,L[/R1/3 |:(n + 2) w ( 2 ) ( 012 ? (543)

obtemos uma relacao de entre a magnetizacao e a corrente persistente, onde o termo de

curvatura « e a razao anisotropica R passam a figurar. Note que podemos facilmente
retornar a expressao obtida no Capitulo 2 fixando a =1e R = 1.

No limite para o qual w, << wy (campo magnético fraco), os comportamentos de

2
nm)

ambas as quantidades se diferem somente por um termo de proporcionalidade amr

onde o efeito de curvatura é desprezivel por estarmos assumindo (1 — a?) << 1. De
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Figura 5.9 — Corrente Persistente para Diferentes Razoes Anisotropicas e a =

0,99995.
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O gréafico apresentado se refere a um sistema com parametros fwy = 2.23R~Y/5meV, ry = 1350 nm e

o1

a = 0.99995. Fonte: Préprio autor.

fato, tal afirmacao pode ser constatada ao compararmos os graficos da magnetizagao para
campos fracos na Figura 5.7 com os graficos para a corrente persistente apresentados
na Figura 5.10, onde novamente se observa a presenca de fortes oscilagoes Aharonov-
Bohm com o parametro de anisotropia determinando maiores amplitudes de oscilagao

para valores mais proximos de 1.
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Figura 5.10 — Correntes Persistentes no Regime de Campos Magnéticos Fracos

para Diferentes Razoes Anisotrépicas e a = 0,99995.
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O gréafico apresentado se refere a um sistema com parametros fwy = 2.23R~Y/5meV, ry = 1350 nm e

a = 0.99995. Fonte: Préprio autor.

No regime de campos magnéticos fortes, as oscilagoes de corrente apresentam o mesmo
perfil dente de serra visto para a magnetizacao. A amplitude das oscilagbes nao varia
apreciavelmente com R, entretanto ha uma defasagem de fase que ocorre para a esquerda

(R < 1) ou para direita (R > 1) como evidenciado na Figura 5.11.
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Figura 5.11 — Correntes Persistentes no Regime de Campos Magnéticos Fortes

para Diferentes Razoes Anisotrépicas
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O gréfico apresentado se refere a um sistema com parametros fwy = 2.23R~Y/6 meV, ry = 1350nm e

a = 0.99995. Fonte: Préprio autor.
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5.6 Efeitos no Gap Orbital

Como apresentado na Introducao deste texto, os anéis quanticos sao considerados
candidatos promissores a funcionarem como qubits. Apesar do fato de serem sistemas
controldveis e que fornecem um sistema de dois niveis quando se considera o spin (ver
Figura abaixo), um dos principais desafios da Computacao Quanticas é desenvolver um
sistema com qubits estaveis, isto é, que se mantenham perante influéncias externas de

campos eletromagnéticos e variagoes de temperatura.

Figura 5.12 — Sistema de Anel Quantico Unidimensional com Spin
Y \

\

I \ 7 +1/2 \ Py

\
N\ 7 /
'\ b
2\ 7
/ ‘_l 7 \\
~
—

T As ~1/2

Energia

~

1 1
@/ Dy
Fonte: Referéncia [12].

Para que tal objetivo possar ser atingido em nosso contexto, é interessante que o gap
de spin As seja bem menor do que o gap de orbital Ay, [12]. Isso permitird que o
dispositivo possar ser exposto a agentes externos sem afetar o sistema de dois niveis tao
facilmente.

Analisando a diferenca de energia maxima entre o elétron no estado fundamental
e o primeiro estado excitado, obtemos o seguinte comportamento mostrado na Figura
(5.13) para o gap orbital em fungao da anisotropia, levando-se diferentes intensidades de

curvatura submetida na superficie do anel quantico:
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Figura 5.13 — Comportamento do Gap Orbital em Funcao de R para Diferentes

Valores de «

1.0
— a=0.7

— a=0.8

Gap Orbital (ueV)

0.0 . . . : ;
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Parametro de Anisotropia R

1/6 meV e 1o = 1350 nm. Fonte: Préprio autor.

Os parametros utilizados foram hAwg = 2.23R™

Constata-se claramente que o parametro de anisotropia R pode influenciar de forma
consideravel o valor do gap orbital e que tal influéncia se torna maior a medida que a
curvatura aumenta. Além disso, percebe-se uma tendéncia de aumento em A, com a

reducao de R, o que, a principio, promoveria uma maior estabilidade ao qubit.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho, investigou-se os efeitos que a inclusao de uma massa efetiva ani-
sotropica em um gés de elétrons bidimensional confinado a um anel quantico com ge-
ometria conica acarreta a determinadas propriedades fisicas do sistema. Tal estudo se
mostrou necessario devido a escassez na Literatura de abordagens tedricas envolvendo
anéis quanticos nas quais a anisotropia de massa efetiva, caracteristica de muitos materi-
ais semicondutores, ¢ levada em consideracao, o que pode ser justificado, em parte, pela
dificuldade de se lidar com superficies de Fermi mais complexas, em vez de uma superficie
esférica.

Com base nisso, optou-se por analisar um cenario em que a superficie de Fermi do
gas de elétrons fosse mais proxima do caso isotropico: uma superficie de Fermi elipsoidal,
ou seja, quando a massa efetiva dos elétrons da banda de conducao pode assumir dois
valores distintos denominados de massa efetiva transversal e massa efetiva longitudinal.
Tal situacao é capaz de representar a relacao entre as massas efetivas em semicondutores
comuns tais como ZnQO, SiC e AIN, dos quais se extrairam os respectivos valores de R
utilizados para a andlise numérica. Entretanto, por se tratar de um estudo comparativo
acerca da influéncia de tal fator nas propriedades do sistema e pela Literatura carecer de
trabalhos experimentais que considerem gases de elétrons confinados em anéis quanticos
com anisotropia elipsoidal, considerou-se necessario propor um novo modelo de aborda-
gem no qual se impoe a referida anisotropia ao semicondutor isotrépico GaAs, buscando
preservar a quantidade de elétrons da amostra utilizada no pioneiro estudo experimental
publicado por D. Maily et. al em 1993 [7] do qual se basearam numerosos trabalhos rea-

lizados nos anos posteriores [8, 10], fornecendo assim uma conexao razodavel entre andlise
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numérica de um modelo tedrico e os resultados experimentais ja reportados.

Como ja adiantado, o objetivo principal deste trabalho foi o de esclarecer se a ani-
sotropia afeta, de forma aprecidvel na escala usual, as propriedades fisicas do sistema
e descrever qualitativamente como as alteragoes se comportam quando o parametro de
anisotropia R é modulado. Para isso, foram analisados os comportamentos de aspectos
importantes do sistema tais como a sub-bandas de energia e seus minimos energéticos bem
como a energia de Fermi, onde foi claramente notado que essas quantidades sao inversa-
mente proporcionais a R. Além disso, buscou-se também comparar os comportamentos
de grandezas macroscopicas do sistema como a magnetizacao e corrente persistente total
com a variacao da anisotropia nas quais se observou que as amplitudes AB iniciais di-
minuem com o moédulo da variacao R em relacao ao caso isotrépico. Por outro lado, foi
detectado que a espessura, a frequéncia das oscilacoes AB e as amplitudes das oscilagoes
dHvA aumentam com a reducao de R. Ainda, foi observado que a anisotropia nao exerce
influéncia sobre os padroes e amplitudes das oscilacoes AB em campos magnéticos fortes,
apenas deslocando as respectivas fases para a direita ou esquerda a depender da variacao
de R. Por fim, obteve-se que o gap orbital, importante parametro no campo de aplicagoes
em qubits, pode ter seu valor controlado a partir do parametro de anisotropia: seu modulo
cresce a medida que R e o diminuem.

Dado o exposto, pode-se afirmar através dos resultados apresentados que a anisotro-
pia de massa efetiva afeta apreciavelmente propriedades fisicas importantes do sistema.
Apesar dos valores das massas efetivas utilizadas nao serem numericamente correspon-
dentes aos semicondutores anisotrépicos reais, a proporc¢ao entre eles é a mesma, de modo
que os efeitos qualitativos observados ainda se mantém validos. Além disso, espera-se
que os avancos de técnicas em engenharia dos materiais possibilitem a manipulagao da
anisotropia de massa efetiva em cristais de forma a torna-la um fator importante para o

aprimoramento tecnoldgico de tais estruturas.
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Apeéendice A

Energia de Fermi em um Ponto

Quantico

O objetivo desta secao é encontrar uma expressao para a energia de Fermi em um
ponto quantico que contém N elétrons sem spin, onde N é um nimero par. Isso seria
bem interessante, uma vez que o numero de elétrons é uma quantidade razoavel de ser
obtida experimentalmente.

Podemos afirmar que o ponto quantico é um caso particular de um anel quantico
que possui raio interno nulo ou, em outras palavras, a; = 0 no potencial de Tan-Inkson.
As consequentes auto-energias deste sistema na auséncia de campo magnético serao, de
acordo com (2.43),

1 [m]

En,m = <Tl + 5 + 7) hCU(). (Al)

A energia de Fermi E; ¢é o maior valor energético acessivel aos N elétrons. Rescrevendo
(A.1) como
_ B 1 m|

By 1 A2
hy 2 "t (A2)

podemos perceber que em um plano bidimensional n x m, onde cada estado é representado
por um quadrado de drea 1 x 1, o gas de elétrons ira formar um triangulo de base —25 até
25 e altura S + 1 (pois devemos contar o estado fundamental) tal como mostra a Figura
Al

Dessa forma, se cada quadrado é ocupado por somente um estado, podemos relacionar

a area total do triangulo com o ntiimero de elétrons através da relagao.

QS(S+1):N%SQ+S—g=O. (A.3)
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Figura A.1 — Ocupagao de Estados no espaco n x m para um Ponto Quantico

Cada um dos N estados é representado por um quadrado rachurado de area igual a 1. Fonte: Proprio

autor.

A tnica solucao fisica dessa equacao do segundo grau sera

Ef 1 V2N+1 1
S e 27 2 % (8.4)
Portanto,
V2N +1
By =Y T . (A.5)

Podemos determinar hwy a partir da relagao de espessura do anel quéantico (2.70).
Assim, obtemos
4R*/2N + 1

hu.}() == W’ (A6)

onde a espessura do anel quantico Ar é uma quantidade obtida experimentalmente.
Portanto, para um ponto quantico de GaAs contendo 1400 elétrons sem spin e espes-

sura Ar = 725 nm,
hwy ~ 0.458 meV e E;~12.12meV, (A.7)

valores muito proximos aos utilizados em [9].
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Apéendice B

Operadores Vetoriais em

Coordenadas Curvilineas

O objetivo desta secao é obter a forma dos operadores vetoriais valida para superficie

com geometria conica, que serao uteis em algumas partes do texto.

o Gradiente

Comecemos pelo operador gradiente. Considere uma funcao escalar f. Em determi-

3

nado sistema curvilineo definido pelas coordenadas !, 22 ¢ 23, o operador gradiente

deve possuir a seguinte forma:
vf:f1f1+f2f2+f3f37 (B.l)

onde fi, fy e f3 ainda precisam ser determinados. Sendo f uma funcao que pode

ser descrita em tal sistema de coordenadas, pela regra da cadeia,

df:ﬁd AR S

ozt Oz? 8:53 (B2)

Além disso, é conhecido que a expressao df = V f-dr é valida para qualquer sistema
de coordenadas. Logo, usando isso em (B.2) com a definigao (3.63) do elemento

vetorial de linha dr em termo dos fatores de escala h;, teremos

. . . . . . 0 0
(flxl + f23’52 + f3$3) . (hldxlscl -+ h2d$2$2 -+ h3dx3563) a{fld + 83{2 8:1{3d 3
(B.3)

of of of
hlfldl'l + hngdZL’Q + hgfgdl’?) = %dcfl + @dlﬂ + %dfﬂg (B4)
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Portanto,

1 of 1 af 1 of
- = = — ) B.5
Assim, temos que o gradiente é expresso em coordenadas curvilineas como
10 10 10
Vf= ——f 1+ — L —fafg. (B.6)

~ hy Ozt v ho 022 a2zt h_3 ox3

Divergente

Seja F um campo vetorial que pode ser expresso no sistema de coordenadas cur-
vilineas como F = Fy7y + Fy25 + F323. Usando a identidade vetorial V - (A +B) =
V-A 4+ V.B, entao

V.F =V (Fii) + V- (Fydy) + V- (Fsay). (B.7)

Antes de prosseguirmos, devemos aferir de (B.6) que #; = h;Va' e, dessa forma,
1) = B9 X 3 = hoh3Va? x V3. Desse modo, langando mao da identidade V- (aA) =

a(V-A)+ Va- A, temos que, para a primeira parcela de (B.7),
V - (Fi7)) = hohs 1V - (V2? x Va®) + (Va? x Va?*) - V(hohs FY), (B.8)

onde, pela identidade V- (A xB) =B - (V x A) — A - (V x B),

V- (Va? x Vz*) = Va* - V x Va? — Va? - V x Va2’ = 0. (B.9)
Logo,
. 1 . 1 0F; . 1 0
. = | == i) = — 1
V- (Fidy) halis o (hi oxt (hahs)2 ) hihshs Oxt a1 ahs ). (B.10)

Analogamente para as outras parcelas de (B.7),

1 0 1 0
. 2 —_— . R : A1
\Y (FQ.TIQ) h1h2h3 8{1}2 (hlthg) e V (F3.CE3) h1h2h3 8373 (hlthg) (B )
Portanto,
1 0 0 0
V-F= L = (hahsFY) + B = (hhsFy) + 8_(h1h2F3) : (B.12)
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Laplaciano

Para o cédlculo do operador Laplaciano de uma funcao escalar f tal que F = V f,

basta tomarmos o divergente de F. Assim,

Grp_ L [0 (hehs O\, 0 (hhaOF\, 0 (hihs0f
hihohs | OxY \ hy Ox! 0x2 \ hy Ox? 0x3 \ hsy O0x3 )|

(B.13)

Lembrando que g = det(g;;) = (hi1h2hs)? e que g; = (hi)?, temos entdao que

L1 9
vip=Y — 2
f= 2. Vo

¢ a forma geral do Laplaciano em termos do tensor métrico ¢;; do sistema de coor-

(vas' 5 (B.14)

denadas arbitrario. Tal resultado sera requerido no inicio do Capitulo 4.

Rotacional

Seja F = F127 + Fy2y + F323, tal que desejemos calcular V x F. Usando as seguintes

identidades V x (A+B) =V x A +V x B,
V x (Flfl + Fgfg + F3f5) =V X (Flfl) + V x (Fgfg) + V x (F5f3) (B15)
Para a primeira parcela,

V x (F7)) =V x (V') = hWF (Y %VT) + V() x Vat,  (B.16)

1 0 . 1 0 . 1 0 . 1
= h_lﬁ(thl)$l + h—zﬁ(thg)ﬂfz + E@(thg)xd X h—laﬁl, (B17)
R 1 0 R 1 0 .
V x (Flflfl) = Fh?)%(thl)IQ @@(hlﬁa)%g (B].8)
De forma anéloga,
) 1 9 ) 1 9 .
V X (FQZL‘Q) = @%(thg)l’d — %@(hQFQ).I‘l (Blg)
e
1 0 1 0
Fi23) = ————=(h3F3)21 — —— = (h3F3)rs. B.2
V x (F323) Tl 8x2( 3F3) 7 Tl 9 (haF3)7s (B.20)

Assim, substituindo os trés ultimos resultados em (B.15), determinamos completa-

mente V x F.
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