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Resumo

Estudamos o movimento de um elétron confinado a um anel 2D na presenca de um campo
magnético uniforme e um campo de Aharonov-Bohm (AB) atravessando o centro do
anel. O anel ¢ definido por um potencial radial. Nao levamos em consideragao o spin do
elétron. O anel estd imerso em uma superficie curva, a qual escolhemos como sendo a
superficie de um cone. A dindmica do sistema é governada pela equacao de movimento
de Schrodinger no espago curvo. Como consequéncia da geometria do modelo, surge o
chamado potencial geométrico. Esse potencial geométrico é dado em termos das curvaturas
média e Gaussiana. Esta tltima apresenta uma singularidade na regiao r = 0. As fungoes de
onda e os autovalores de energia sao calculados. A partir desses dois resultados, estudamos
como a curvatura da superficie, bem como os campos magnéticos envolvidos influenciam
nas propriedades de um elétron confinado a um anel 2D. Ainda nesse contexto, estudamos
a magnetizacao e a corrente persistente. Por fim, estudamos as propriedades dos principais
casos limites obtidos a partir do modelo de potencial do anel, tais como o fio quantico 2D,

o anel quantico 1D, o ponto quantico e o anti-ponto quantico.

Palavras-chave: Quantizacdo de Landau. Efeito Aharonov-Bohm. Ponto quéantico. Anti-
ponto quantico. Magnetizagao. Corrente persistente. Singularidade. Potencial geométrico.

Curvatura média. Curvatura gaussiana. Anel mesoscépico



Abstract

In this study, we investigated the moviment of a electron confined to a 2D ring in the
presence of a uniform magnetic field and an Aharonov-Bohm (AB) field through the center
of the ring. The ring is defined by a radial potential. We do not take into account the
electron spin. The ring is immersed in a curved surface, which is chosen as the surface of
a cone. The dynamics of the system is governed by the Schrodinger equation of motion
in curved space. As a result of the geometry model, called the geometric potential arises.
This geometric potential is given in terms of the mean and Gaussian curvatures. The
latter presents a singularity at region r = 0. The potential that defines the ring is inserted
into the Schrodinger equation via coupling vector. The wave functions and the energy
eigenvalues are calculated. From these two results we studied how the curvature of the
surface, as well as the magnetic fields influence the characteristics of an electron confined
to a geometry of a 2D ring. In the same context, we studied the magnetization and the
persistent current. Finally, we studied the properties of the main limiting cases derived
from the potential of the ring model, such as 2D quantum wire, a quantum ring 1D, the

quantum dot and the quantum anti-section.

Keywords: Landau quantization. Aharonov-Bohm effect. Quantum dot. Quantum antidot.
Magnetization. Persistent current. Singularity. Geometric potential. Mean curvature.

Gaussian curvature. Mesoscopic ring
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1 Introducao

Condutores cujas as dimensoes estao entre o microscopico e o macroscoépico sao
chamados mesoscopicos [1]. Para sabermos se um sistema é microscépico, mesoscépico ou
macroscopico, devemos definir o livre caminho médio L,, e o comprimento de coeréncia
de fase Ly. O livre caminho médio L,, ¢ o percurso médio entre duas colisdes, em outras
palavras, € o percurso médio até que o momento inicial p = hk da particula seja destruido.
O comprimento de coeréncia de fase é a distancia pela qual ainda é possivel acompanhar a
fase da funcao de onda antes que ela seja perdida. Agora, seja L o tamanho do sistema

fisico a ser estudado. Se o sistema fisico é mesoscépico, entao [2]:

L<L, (1.1)

L < L. (1.2)

Um condutor em forma de anel sujeito a campos magnéticos é conhecido por exibir varios
efeitos de interferéncia quantica [3]. Como exemplo de interferéncia quantica, consideremos
o efeito Aharonov-Bohm (AB) [4] e correntes persistentes [5, 6]. O fluxo de AB tem um
efeito puramente de gauge. Isso resulta em autovalores de energia periddicas com relacao
ao fluxo de AB com periodo ®; = h/e. Nessa tltima expressdo, e é a carga do elétron e h é
a constante de Planck. Se o anel estiver isolado, entao existird uma corrente persistente que
também oscilard com o fluxo de AB [7]. Outros efeitos de interferéncia quantica sao: o efeito
Hall quéntico [8, 9] e a fase de Berry [10]. Contudo, experimentos mostraram fendmenos
que nao podem ser explicados usando o modelo de anel 1D. O problema principal esta
no fato de que a largura de um anel 1D nao ¢é finita. Em um anel com largura finita, nao
somente sao importantes os efeitos de miltiplos canais, a penetracao do campo magnético
na regiao condutora do anel também tem uma grande importancia [7, 11]. Tan e Inkson
proporam um modelo de anel bidimensional. Com base nesse modelo apresentaram uma
descrigao completa para os estados do elétron em um anel bidimensional atravessado
por um fluxo de AB e sujeito a um campo magnético uniforme. Outras propriedades
fisicas que o sistema possa apresentar também foram derivadas, como por exemplo a
magnetizacao e correntes persistentes. O modelo matematico do anel proposto por Tan e
Inkson também permite conhecer as energias de um elétron confinado em outros sistemas
mesoscopicos sem necessidade de uma outra andlise matematica. Isso acontece com uma
simples interpretacao dos parametros do modelo de potencial. Um exemplo seria o dot
quantico, no qual o elétron é confinado nas trés diregoes, ou, o que significa a mesma
coisa, nao tem grau de liberdade. Contudo, os recentes progressos em nanotecnologia tém

tornado possivel produzir camadas de curvas 2D de tamanhos variados e de diferentes
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geometrias [3]. H4 a necessidade de conhecer como um sistema mesoscépico se comporta
quando imerso em uma superficie curva. Ou, em outras palavras, quais seriam os efeitos
da curvatura sobre as propriedades de um sistema nanométrico. Efeitos de curvatura na
condutancia, na magnetizacao e em correntes persistentes sao alguns fendémenos estudados.
Podemos citar o trabalho de Bulaev et. al. [3] que estudaram o efeito de uma curvatura
negativa (plano de Lobachevky) sobre a magnetizagdo e correntes persistentes em anéis
e dots quanticos. A nossa proposta é entender como as propriedades fisicas calculadas
por Tan e Inkson mudam quando o anel quéantico esta imerso em uma superficie curva.
No6s escolhemos a superficie como sendo um cone definido pelo elemento de linha em
coordenadas polares. A geometria desse elemento de linha estabelece que o movimento
de uma particula pode ocorrer em duas situac¢oes: na superficie de um cone ou de um
anti-cone. Como uma consequéncia da topologia nao trivial do cone e também devido
ao confinamento bidimensional, o potencial geométrico deve ser levado em consideragao.
Veremos que o potencial geométrico contém um termo singular. Essa situagao implica
que a fungao de onda irregular na origem nao pode ser desprezada [12]. Contudo, nos
limitaremos a estudar somente a funcao de onda regular ou, o que ¢é equivalente, eliminar
o potencial ¢ da equagao de movimento. O caso geral incluindo a regiao » = 0 ainda esta

sendo estudado e nao sera considerado em nosso trabalho.

A estrutura deste trabalho é apresentada como segue. No primeiro capitulo, apre-
sentamos o modelo de potencial do anel proposto por Tan e Inkson e apresentamos algumas
de suas propriedades. Esse potencial é composto por trés termos, sendo um centrifugo,
outro representando o potencial de um oscilador e um termo constante. O segundo capitulo
¢é dedicado ao estudo da equacao de Schrodinger no espago curvo. Nessa nova geometria,
surge o chamado potencial geométrico. Esse potencial é resultante da curvatura da su-
perficie, que por sua vez, depende intrinsicamente da métrica considerada. No terceiro
capitulo, usamos o que foi desenvolvido nos dois primeiros capitulos. O modelo estudado
em nosso trabalho é constituido por um anel imerso em um espago curvo. Em praticamente
todos os sistemas investigados aqui consideramos a presenca de um campo magnético
uniforme e o campo magnético obtido do potencial de Aharonov-Bohm. A razao disso
¢é que podemos investigar algumas propriedades, como por exemplo, a magnetizagao e
correntes persistentes. A funcao de onda e as energias permitidas a um elétron, confinado a
uma regiao anelar bidimensional, sao encontradas. No quarto capitulo, fazemos um estudo
sobre outros sistemas mesoscopicos obtidos do modelo de anel: o fio quantico 2D; o anel
1D; o ponto quantico; o anti-ponto quantico. Em todos os casos derivamos o espectro de
energia. Basicamente, essa dissertacao aborda o problema da quantizacao nao-relativistica
de Landau para um elétron, sem a contribuicdo do spin, confinado a um anel quantico no
espaco curvo. Desse modo, achamos coveniente acrescentar um breve apéndice sobre os

niveis de Landau e o efeito Aharonov-Bohm.
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2 Potencial radial

Atualmente, estruturas quanticas tipo anel tém sido bastante estudadas em Matéria
Condensada e Optica Eletrénica [13]. Os anéis quanticos sdo modelos tteis para estudar
fenomenos de interferéncia quantica. Quando imersos em uma regiao em que ha campos
magnéticos, os anéis quanticos exibem varios efeitos, como por exemplo, o efeito Aharonov-

Bohm, o efeito Hall, correntes persistentes, etc.

O modelo de potencial representando um anel localizado proposto por Inkson é [7]
a
V() =5 +ax’ = Vo (2.1)

O primeiro termo exclui o elétron da regiao central » = 0, o segundo termo representa
o potencial do oscilador harménico, responsavel por confinar o elétron em uma regiao
finita [14] e Vy = 2,/aja; ¢ uma constante. Quando r — oo, o segundo termo é dominante
enquanto que para r — 0, o termo dominante é o potencial centrifugo. O potencial (2.1)

s6 admite estados ligados, pois quando r — oo temos que V (1) — oc.

Vamos, agora, analisar as propriedades do potencial (2.1). Para V' (r¢) = 0, obtemos

= (2) (2.2

a2

Observe que V (r9) = 0, entao as energias do anel quantico ndo podem ser negativas,
ja que para uma funcao de onda normalizavel a energia nao pode ser menor do que o
valor minimo do potencial, E < V (rg) [15]. Contudo, essa nao é a tnica condi¢ao de
normaliza¢do. Se a energia for maior do que o potencial, £ > V (r), entao a fungao de
onda serd nao normalizavel e o estado serd de espalhamento. Um exemplo, seria o caso da

particula livre [15]. O ponto 7y (2.2) também é o ponto de minimo do potencial, isto é,

v (r)

= 2.
dr r=TQ 0 ( 3>
com d2V( )
r
. 2.4
dTZ r=rg >0 ( )

Para r muito préximo do minimo ry, o potencial (2.1) tem a seguinte forma parabdlica:

1
‘/;;arab(r> ~ iwg:u (T - T0)2 ) (25>

onde i é a massa efetiva do életron e

é a frequéncia de oscilacao.
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A energia de Fermi Er é por definicao a energia do nivel mais alto ocupado no
estado fundamental de um sistema de N elétrons. O estado fundamental é caracterizado
como o estado de N elétrons a temperatura zero absoluto [16]. Em uma dada energia de

Fermi, o raio externo (interno) r, (r_) do anel é dado por

Ep+Vy) £+/E%+2V,E
ri:J( Vo) BT (2.7)

2@2

Se Fr < Vjp, a largura do anel pode ser dada por

Ar = [3EF (2.8)

KWy
Além disso, o potencial (2.1) é muito flexivel. O raio e a largura do anel podem ser
ajustados de acordo com a escolha que fazemos para os paramentros a; e as. Usando ainda
o potencial (2.1), podemos a partir de certos limites descrever algumas estruturas citadas
anteriormente: para ry = constante e wy — oo, temos um anel 1D; para wy = constante e
rg — 00, temos um fio 2D; para a; = 0, um ponto quantico; para ay = 0, um anti-ponto

quantico isolado.

10

Potencial (meV)

90 600 800 1000 1200
raio (nm)

Figura 1 — Potencial radial (linha preta continua) definido pela equagdo Ar = 600 nm em
Er =8 meV (2.1), que descreve um anel GaAs com ry = 800 nm e Ar = 600
nm em Fr=8 meV. A linha vermelha tracejada corresponde ao po-
tencial parabdlico definido pela Eq. (2.5) com hwy = 0,449 meV.

Na Fig. 1, exibimos o potencial de confinamento V (r) dado pela equagao (2.1),
que corresponde a linha continua. Consideramos a; = 9,1022 x 10 meV nm? e ay =
2,222 x 107° meV nm~2 [11]. Com esses valores o raio médio do anel é dado por rq = 800
nm. Consideramos a massa efetiva do elétron p = 0,0067x,., onde p. é a massa do elétron.
Esses dados foram usados na Ref. [7] de modo a simular um anel feito de GaAs/Al,Ga;_,As
usado no experimento da Ref. [17]. Préximo ao minimo do potencial de confinamento, o
potencial pode ser aproximado por um potencial parabédlico, Eq. (2.5), com hwy = 0,449
meV. O grafico do potencial parabdlico corresponde a linha vermelha tracejada. Para a

energia de Fermi Er = 8 meV, a largura do anel é dada por Ar = 600 nm.
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3 A equacao de Schrodinger no espaco curvo

Ao longo dos anos, sistemas fisicos em matéria condensada tém sido um ambiente
adequado para testar modelos de fisica tedrica. Por exemplo, o movimento de uma particula
em um so6lido com defeitos topoldgicos é analogo a um modelo de gravidade 3D com torsao
[18]. Além disso, sistemas de fluidos também foram utilizados para verificar a radiacao
Hawking, o qual, de um outro modo, seria extremamente dificil estudar [19]. Devido
ao grande desenvolvimento de novos materiais, como o grafeno [20, 21, 22], o uso de
conceitos refinados baseados em geometria diferencial tornou-se obrigatério para descrevé-
los adequadamente. Essas ferramentas tedricas tem um papel fundamental na descricao
de tais sistemas. Essa caracteristica é similar a que ocorre em Relatividade Geral em que
a dindmica de uma particula é definida pela curvatura do espago-tempo [23]. Considere
um elétron se movendo sobre uma superficie de grafeno curva 2D, como um nanotubo de
carbono. Como a dinamica do sistema é modificada pela curvatura? Em tal contexto, nao
é possivel construir uma Lagrangeana Cléssica que descreva a dindmica apropriada. E
necessario lervarmos em conta a curvatura e o tensor métrico da superficie a qual o elétron

estd vinculado.

Existem duas abordagens que podem ser usadas para estudar o problema do
confinamento de uma particula a uma superficie S imersa em um espaco 3D. A primeira é
baseada em uma geometria puramente 3D, enquanto a segunda, proposta por da Costa
[24], é construida como um limite de um espago 3D para uma superficie curva S. O segundo
formalismo é equivalente a imersao de uma superficie no espago Euclidiano ordinario 3D.
Assim, através deste procedimento, a particula é sujeita ao chamado potencial geométrico
[24]. O formalismo proposto por da Costa tem sido aplicado em diferentes contextos fisicos
nos ultimos anos como, por exemplo, para obter a equacao Pauli na presenca de um campo
electromagnético [25], em um guia de ondas para investigar o aparecimento de um potencial
quéntico atrativo que afeta crucialmente a dindmica circuitos de onda-matéria [26], para
derivar Hamiltonianas exatas para acoplamentos Rashba e spin-érbita Dresselhaus ctibico
sobre uma superficie curva com uma forma arbitraria [27], no estudo de geragao de segundo

harmoénico em sistemas de dimensoes reduzidas [28], etc.

O objetivo desde capitulo é revisar o formalismo apresentado na Ref. [29] onde
os autores consideram a presenca dos campos elétrico e magnético na abordagem de da
Costa.
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3.1 Equacao de movimento

Considere o modelo que descreve o movimento de uma particula vinculada a
mover-se sobre uma superficie curva S. Podemos incluir o efeito de um campo magnético
via potencial vetor A e de um campo elétrico via potencial escalar V. Devemos derivar
analiticamente a equagao de Schrodinger de modo que ela seja valida para qualquer
geometria 2D. Essa equagao deve descrever a dinamica de particulas em variedades curvas
na presenca de campos elétricos e magnéticos. Assim como no trabalho de da Costa,
devemos mostrar que nao existe acoplamento entre o campo e a curvatura da superficie.
Além disso, também devemos mostrar que a dindmica sobre a superficie é desacoplada da
transversal por meio de um calibre apropriado e sem aproximagoes. Poratanto, comecamos
com a equacao de Schrodinger na forma covariante, contendo ambos os potenciais elétrico
e vetorial,

0 .
ih—¢ =——G"D;Djyp + QV, (3.1)
ot 21
onde o tensor métrico G;; e seu inverso G¥ tém sido introduzidos para levarmos em conta
a geometria do espaco. Na equacgdo (3.1), 1, j, k referem-se aos indices espaciais e assumem
valores 1,2,3 e pu ¢ a massa da particula. Também fazemos uso da convencao de soma
de Einstein para as componentes covariantes e contravariantes do tensor. A derivada
covariante de calibre D; ¢ dada por
7
Dj - Vj - gAJ (32)

onde () ¢ a carga da particula e A; sao as componentes do potencial vetor A. Para uma

variedade arbitraria a derivada covariante V; é definida como
Vju' = 0" + T 0", (3.3)

onde v’ sao as componentes contravariantes de um campo vetorial 3D v, I} séo os

simbolos de Christoffel e 0; é a derivada com respeito a varidvel espacial g;.

Definindo o potencial escalar Ay = —V', podemos definir uma derivada covariante
de calibre para a variavel temporal como
i
Dy =0, — 7 @Ao, (3.4)

de modo que a equagao de Schrodinger (3.1) pode ser escrita como

X
ihDytp = —ﬂG”DZDﬂ/}. (3.5)

Nesta equacgao, a invariancia de calibre pode ser verificada fazendo uso das seguintes

transformacoes de calibre:
Ay = Ay= Ao+, (3.7)
v = Y = ger?, (3.8)
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onde 7 é uma fungao escalar. A equagao (3.5) pode ser escrita mais explicatamente como

) _
Dy = 21“ l - \%ai (VGG + Z%Lai (VGG A}) § + 2iQhGY A0
+Q2GiinAj¢] : (3.9)

onde G = det(G;;). A equagao (3.9) é a equacao de Schrédinger covariante escrita em um
sistema de coordenadas curvilinea 3D genérico, quando campos elétricos e magnéticos sao
incluidos. Até entao, nenhum calibre foi escolhido, mas o potencial vetor A = (A, Ag, A3)
valido para qualquer calibre e qualquer campo magnético sera mantida ao longo do

formalismo.

Antes de aplicarmos o formalismo de da Costa, devemos descrever o sistema de
coordenadas. Basicamente, a descricao do sistema é analoga ao proposto por da Costa.
Ela é dada como segue. A superficie S é parametrizada por r = r(q;, g2), onde r é o vetor
posicao de um ponto arbitrario sobre a superficie. O espago 3D na vizinhaca de S pode

ser parametrizado como

R(q1,92,q3) = r(q1,92) + ¢3n(aqr, ¢2), (3.10)

onde n(qi, g2) é um vetor unitario normal a superficie S. Para fins de esclarecimento, vamos
introduzir os indices a, b para indicar os parametros da superficie, os quais evidentemente

assumem valores 1,2. A relacao entre o tensor métrico 3D, G;; e o 2D induzido,
Gab = OoX - Opr, (3.11)
¢é dada por
Gap = Gap + [ag - (ozg)T} L0t (aga®)w@Z, Gaz3 = Gsa =0, Gsg = 1, (3.12)

onde a,p é a matriz de curvatura de Weingarten para a superficie [24]. A forma do tensor
métrico dada na Eq. (3.12) permite-nos separar a equacao de Schrodinger (3.9) em uma
parte superficial para a,b = 1,2 e outra normal. Além disso, o potencial de confinamento
Vi(g3) tem o papel de localizar a particula sobre a superficie S, onde A é um pardmetro
que mede a magnitude do confinamento. Seguindo o trabalho de da Costa, agora devemos
obter uma fungao de onda superficial que depende somente de (g1, g2). Para isso, propomos

a seguinte funcao de onda separada:

X(q1, 92, 3) = Xs(q1, G2)Xn(q3). (3.13)

Essa funcao de onda separada é apenas uma hipotese e deve ser verificada. A condicao de

conservagao da norma fornece a relacao:

Y (g1, ¢, q3) = [1 + Tr(a)gs + det(a)qg] 2 X (91,02, G3) - (3.14)
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Com essa condigdo em maos, podemos substitui-la na Eq. (3.9). Em seguida, devemos
levar em conta o efeito do potencial V)(¢3): no limite de confinamento, a fun¢ao de onda
é localizada sobre a superficie S por duas barreiras de potenciais degraus de ambos os
lados da superficie. Isso significa que o valor da fun¢do de onda é diferente de zero apenas
na vizinhanga de S. Assim, podemos realizar o limite g3 — 0 na equagao de Schrodinger.

Como resultado, encontramos

4 1 h? iQh SN
Doy — 2u{ - T (vagon) + %aa (Vao™As) x + 2iQhg™ Audix

+Q? [g Au Ay + (As)] x — 12 (05)° X + iQh (D3A5) X + 2iQhAs (9sX)

2 ([;Tr(a)r _ det(a)) X} + Va(gs)x. (3.15)

onde g = det(gq) e todas as componentes de A e suas derivadas sdo calculadas em g3 = 0.
Da equacao acima, podemos concluir o seguinte: Nao existe acoplamento entre o campo
magnético e a curvatura da superficie, independente da forma da superficie, do campo
magnético e do calibre. De fato, na Eq. (3.15), ndo aparecem termos mistos envolvendo A;
e a matriz de curvatura ag,. Esse resultado conflita com o encontrado por Ensinosa [30],
onde surgimento do acoplamento entre o campo e a curvatura é devido a escolha de um
calibre particular na derivacao da férmula. Note que na Eq. (3.15) aparece o conhecido
potencial geométrico [24]
52

Vi o) = 1 { )] - det<a>} , (3.16)

onde o primeiro termo ¢ o quadrado da curvatura média e o segundo é a curvatura

Gaussiana.

A seguir, vamos verificar que o procedimento acima preserva a invariancia de calibre

da equacao resultante. Definindo um novo tensor métrico G como

g1t gi2 0O
G=1 ga g2 0|, (3.17)
0O 0 1

podemos reescrever a Eq. (3.15) em uma forma compacta:

2

, W2 e
ihDyx = _ﬂG ID;D;x + Vsx + Valas)x, (3.18)

de modo que a invaridncia com respeito as transformagoes de calibre (3.6) é evidente na

equacao acima.

Para finalizar, agora vamos demonstrar a separabilidade da dinamica sobre a
superficie e perpendicular a superficie. Na Eq. (3.15) apenas o termo As(qi, ¢2,0)03x

acopla a dinamica ao longo de g3 com a dindmica sobre S. Desde que a invaridncia de



Capitulo 3. A equagdo de Schrodinger no espago curvo 18

calibre da Eq. ( 3.18) é preservada, podemos impor um calibre que permite cancelar a
componente Az do potencial vetor, cancelando o termo de acoplamento. Aplicando as

transformagoes de calibre (3.6), a melhor escolha adequada para v é

q3
’y(qlvq2aq3> = _/0 A3(q17QZ72)d'Z- (319)

Obtemos,
AL =0, 0345 =0, (3.20)

e uma vez tendo fixado o limite de integracao inferior a zero, no limite g3 — 0, A; e As
permanecem inalterados. Apds usarmos a transformacao de calibre, podemos separar a

equagao de Schrodinger em duas equagoes independentes:

2

ihatXn == _5(83)2Xn + vA(Q?&)Xm (321)
, 1 [ R iQh S
ihdyxs = —2#{\/?3(1 (\/ggababXS) + \C/ana (\/gg“bAb> Xs + 2iQhg bAaﬁbXS
+Q2gabAaAbXs} + Vaxs + QVxs, (3.22)

A equagao (3.21) é a equacao de Schrodinger 1D para uma particula confinada pelo
potencial V), enquanto que a (3.22) descreve a dindmica de uma particula movendo-se
sobre a superficie sob efeitos de campos elétrico e magnético. Note que a separacao da
dindmica foi obtida analiticamente sem qualquer aproximacao. Para finalizar esse capitulo
de revisao, podemos concluir que, com uma escolha apropriada do calibre, a dinamica
sobre a superficie e a dindmica transversal sido desacopladas. No trabalho de Ensinosa [30]

essa separacao nao é evidente por causa da escolha nao ideial feita para o calibre.
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4 Anel quantico 2D

Agora vamos analisar os estados do elétron em um anel quéntico bidimensional
no espago curvo através da equagao (3.22). Vale a pena mencionar que essa anélise foi
feita anteriormente por Tan e Inkson [7], no espaco plano. Posteriormente, Bulaev et. al.
analisaram esse problema no plano de Lobachevsky [3]. A ideia aqui é estudar os efeitos

de curvatura nas propriedades fisicas do modelo (2.1).

Assim como na Ref. [12], fazemos um estudo em conexdo com a descri¢cdo de
distribuicao continua de deslocacoes e disclinagoes no contexto da geometria de Riemann-
Cartan [18]. Se a particula esté vinculada a uma superficie com uma disclinagao localizada
na regiao r = 0, o correspondente tensor metrico em coordenadas polares é definido pelo
elemento de linha [31, 32]

ds* = dr? + o*r*do?, (4.1)
com 0 <7 < o0, 0 <6 < 2w, o qual descreve uma superficie conica. A Fig. 2 mostra a
construcao de um cone a partir de uma folha plana, onde uma se¢ao angular é removida
com uma posterior identificacao das fronteiras produzidas. Se v é o angulo que define a
secao removida, entdao a superficie remanescente corresponde a um setor angular dado por
2o = 27 — 7. A incorporacao do termo o? a métrica planar em coordenadas polares faz

com que o angulo total na superficie seja
2m
/ add =2ra <27, (0<a<l1). (4.2)
0

Sendo 23 o dngulo de abertura do cone (veja figura 2), podemos encontrar a seguinte
relacgao:

a = sin 3. (4.3)
Este resultado é obtido se identificarmos o comprimento de um circulo em torno do cone
sem o setor, dado por 2war, com o comprimento deste circulo em termos de 23, dado por
27tr sin 8. Quanto mais préximo « se aproxima da unidade (ou 24 tendendo a ), mais o
cone se aproxima do plano. Para a = 1, o cone se torna um plano. Se a > 1, a relacao
(4.1) ainda existe e a superficie conica corresponde a uma inser¢ao de um setor (isto é,

2 > m). Chamamos a superficie resultante de anti-cone.

E conhecido que o tensor de curvatura da métrica (4.1), quando considerado como
uma distribuigao é dado por [33]
11—«

RZ=R' =R =2r ( ) 5a(r), (4.4)

onde 0, (r) é a fungao § bidimensional no espago plano. Da equagao Eq. (4.4), segue que

(67

(4.5)

12 >0, se O0<a<l1
Ry5: .
< 0, se a>1
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@

Figura 2 — Superficie conica de déficit angular ~.

Em outras palavras, quando o defeito tem uma curvatura negativa, temos um excesso de
angulo planar, o qual corresponde a um anti-cone. Contudo, se o defeito tem uma curvatura
positiva, temos um déficit de angulo e o resultado leva a um cone. Para o movimento
da particula sobre o cone, o potencial geométrico Vi(r), que é uma consequéncia de um
confinamento bidimensional sobre a superficie é dado pela expressao [24]
B2
Vi(r) = =~ (H* = K), (4.6)
24
onde H ¢é a curvatura média a K é a curvatura gaussiana da superficie. Para o cone (a < 1),

essas grandezas sao dadas por [34]:

Keme = (122) 22 (@)

« r

_ A2
Home = Y20 (4.8)

2ar
Neste caso, o potencial Vy(r) é

Vi), = 72 l—(l —a?) . <1 — a> (5(7“)] . (49)

- 2 4ar? Q@ r

Contudo, para o anti-cone (v > 1), para ficar consistente com o fato de que ele tem uma

curvatura negativa, a curvatura média é agora dada por [32]

Hanti—cone = T a4 (410)

de modo que o potencial geométrico Vi(r) assume a forma

Vs (r) anti—cone = " [(1 —o) (1 — a) 5(T)] . (4.11)

- 2 | 4ar? « r
A configuragao de campo na métrica (4.1) (V- A =0, A3 = 0) é dada por [35, 36]

B lh
A="lp+ (4.12)
20 era

onde o primeiro termo fornece os niveis de Landau usuais e o segundo é o potencial

Aharonov-Bohm. Este ultimo, nos dé o fluxo magnético de Aharonov-Bohm:

Pup = 1Dy, (4.13)
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onde ¢, = h/e. Usando o potencial vetor (Eq.(4.12)), a equagdo de movimento que rege a
dindmica de um elétron com massa efetiva p no espago curvo, com seu movimento restrito

a uma regiao anelar (Eq. (3.22)), pode ser escrita como
Hxs (r) = Ex; (r), (4.14)

onde H é o Hamiltoniano do sistema dado por:

R 119 (0 1 (9 \° deB[(d |\ &B%?
H=-—2|-Z(r2)+ Zo_a) — = (S a) -2
2u |ror \ oOr a?r? \ Oy ha? \ Oy 4h*a?
h? [1—a? 1—a\ o(r)
-5 - 4.1
2#[404%2 ( a ) P | TV (4.15)
com V (r) dado pela Eq. (2.1). Seguindo a literatura, definimos o Hamiltoniano efetivo
2 1 _
H’:H+h( a) otr). (4.16)
2u « r
onde
K210 (9 1 (0 \° deB[(d .\ &B%?
H=-21"2(r%)+ Coq) =2 (S ) -t o
2u |ror \ or a?r? \ Oy ha? \ Op 4h*a?
h* 1 — a?
L 4V (r). 4.17
24 4a®r? +V () ( )

Desde que o comutador [H’, L,] = 0, podemos admitir solu¢oes da forma

XS(Tv 30) = eim¢fm(r)7 (418>
comm =0,%+1,+£2 ..., e a func¢do f,,(r) satisfaz a equagao radial do movimento:
1d d M? r? 5 1—a\ o(r)
|j“d7“ (Tdr> _7,2_4/\4—’_ko;| fm (T)_ ( o ) Tfm (T>_07 (419)

onde, definimos: o0 momento angular efetivo,

—1\* 2 1—a?
M:J<m ) +E 2 (4.20)

(07

a frequéncia efetiva,
w
w= a—c + wg; (4.21)

onde w, = eB/ é a frequéncia ciclotronica usual e wy é dado pela Eq. (2.6); o comprimento

magnético efetivo

A= ]—; (4.22)

k? = + (4.23)
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é uma constante definida para fins de simplicacdo. Multiplicando a Eq. (4.19) por h*/2y,
vemos que o termo proporcional & r=2 estd associado a energia cinética de rotacdo e o
termo proporcional & 72 ao potencial de um oscilador harménico classico. Neste tltimo,
contudo, a frequéncia resultante nao é aquela encontrada para um oscilador harmonico
simples; ela é agora definida por uma frequéncia efetiva (4.21). Como podemos ver na
Eq. (4.20), a energia cinética de rotagao é corrigida pelo fluxo AB e pelo confinamento
bidimensional da superficie através da Eq. (4.8). Note também que para uma escolha
apropriada dos campos, a Eq. (4.19) descreve o movimento de um elétron em um campo

magnético uniforme com suas respectivas energias dando os niveis de Landau usuais [37].

Na equacao (4.19) aparece um potencial tipo delta. Esse potencial permite ana-
lisarmos a regido r = 0, 0 que nao ocorre no caso tratado por Tan e Inkson [11], onde
a = 1. Contudo, mesmo no plano, um termo tipo delta poderia aparecer no Hamiltoniano
que descreve o movimento da particula. Isso ocorre ao considerarmos o spin do elétron.
Logicamente que devemos adicionar o termo de spin a equacao de Schrodinger, resultando
na equagao de Schrodinger-Pauli [38]. Para o cone, vimos que 0 < a < 1. Neste caso, a
quantidade (1 — a) /o > 0 e o potencial §(r) se torna repulsivo. Contudo, a presenca do

oscilador harmonico garante a existéncia de estados ligados.

Neste trabalho, estamos interessados somente no movimento do elétron na regiao
r # 0, de modo que o potencial func¢ao d pode ser negligenciado. Isso ocorre devido ao
potencial do tipo anti-ponto quantico que exclui o movimento do elétron da regiao r =0 e
é nessa regiao onde se encontra a singularidade. Assim, a equacao diferencial relevante é

1d d M? r? 9
[mh0m>‘ﬂ‘@ﬂ+kbﬁm—“ (4.24)

A partir desse resultado, podemos definir um potencial efetivo dado por

‘/efe (T) (425)

n2<M2 2 m—l 2u%>

“ou\ 2 T T e T g2

que serd usado no calculo do raio de um estado 7, ,,.

4.1 Solucao da equacao radial

A meta agora é encontrar as autofuncoes e autovalores da equacao radial. Partindo
da Eq. (4.24), temos

> 1d M? 2
— - — |+ — —E*|| fn(r)=0. 4.26
ldﬁ + rdr ( r2 + 4N\4 )] fm(r) ( )
Fazendo a mudanca de variavel
2
p= (4.27)

2)2’
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a equacao (4.26)é reescrita como

d? d M?
dp— +4— — [ — 4+ p—=2Nk*|| fn = 0. 4.28
[pdpfrdp <p+p )]f (4.28)
Agora, consideremos o ansatz
fm = p_%gma (4'29)
de modo que
a1 (M*-1 2k%1
— == |——4+1=—-]|9n=0. 4.30
ldp? 4( s Vﬂ)]g (430

A ideia agora é estudar o comportamento assintético da fungao g, (p). No limite de p — 0,

o primeiro termo dentro dos parénteses domina, dai:

d?gm(p — 0) B M?* -1

07 1 gm(p —0) =0. (4.31)
As solugoes dessa equacao sao do tipo
gm(p —0) = ClplgM + Cgpl_TM. (4.32)

A segunda solucdo pode apresentar problemas de divergéncia quando p — 0. E conveniente

fazer Cy = 0, de modo que a solugao sera

1+ M

gm(p—0)=Cip 2. (4.33)

Agora vamos analisar o comportamento de g,,(p) quando p — co. Nesse limite, o segundo

termo é dominante, logo ficamos com

(j; - i) g (p — 00) = 0. (4.34)

A solugao desse equacao é do tipo
1 1
gm (p — 00) = Cyexp (2p> + Cyexp (—2p> . (4.35)

Fazemos C3 = 0, para evitar a divergéncia da funcao de onda no limite p — co. Entao

gm (p — 00) = Cyexp (—;p) : (4.36)

Usando (4.33) e (4.36), obtemos a solucao

gm (p) = Np'® exp <—;p> hin (p) (4.37)

onde, N é a constante de normalizacdo e h,, (p) define o comportamento da fungao radial
no intervalo |0, oo[. Substituindo a solugao acima na equagao (4.30), obtemos uma quagao
do tipo hipergeométrica confluente:

d? d M +1— E2)\?
& a+M—p L (AT TN () =0, 438
R e I (439
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cuja solucao é dada por

14+ M — Kk2)\?
2

1 — M — k?)\?

. 1= M,p). (4.39)

h/m (p) = CIM ( ) 1+ M7 p) +62x7MQM(

Vamos analisar a solu¢ao h,, (p). Primeiro, devemos levar em conta apenas o setor
que é bem comportado quando p — 0 (r — 0). Isso requer que fagamos ¢y, = 0. Assim, a

solucao fisicamente aceitéavel quando p — 0 é dada por

14+ M — k2)\?
hm (p) = 1M (

, 1+ M, ,0) . (4.40)

Agora, vamos impor a segunda condigdo de contorno p — oo (r — 00). O comportamento

assintotico da fungao hipergeométrica confluente de primeiro tipo para p — oo é dado por

()
F(c—a)p I (a)

iTa

M (a, ¢,p = ) — e pt e’ (4.41)
onde I' (z) é a fungdo gama. Vemos que M (a, ¢, p — o) diverge devido ao segundo termo
em (4.41). De uma forma mais geral, consideremos a fungao de onda g,,(p) (Eq. (4.37)),
com h,, (p) dada pela Eq. (4.40):

c 1
g (p) o p exp (=) M(a ) (4.42)
onde, temos definido
1 M — 2y2
g LM KX (4.43)
2
e
c=1+M. (4.44)

Para p — o0, inicialmente, tinhamos retirado a divergéncia para grandes valores de p. Mas,
devido a fungao hipergeométrica confluente, teremos um outro resultado. Para p — oo,

obtemos
L) seag-toy (O aeptn (4.45)

g (p = 00) o< ™ TS T (a)

.1 -
Portanto, a exponencial e2” que aparece no segundo termo faz com que a solugao tenha
um comportamento nao fisico. Assim, para um comportamento adequado da funcao
gm (p — 00) é necessério eliminarmos o segundo termo na equagdo acima. Isso é atingido

com a seguinte condigdo sobre o parametro a:
a=-—n, (4.46)
com n sendo um nimero inteiro ndo-negativo. Desse modo, a funcao gama torna-se infinita:

I'(a) =T (—n) = oo. (4.47)
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e, consequentemente, eliminamos a divergéncia de g,, (p — 00). No comportamento assin-

tético da fungao hipergeométrica confluente (Eq.(4.41)), ficamos com

I (c)
I'(c+n)

—iTn

M (a, ¢,p — o0) — e p". (4.48)

Em resumo, ao tornarmos a func¢ao radial normalizdvel, automaticamente fazemos com
que a fun¢ao hipergeométrica confluente, antes uma série infinita, torne-se um polinémio

de grau n. Usando o valor de a dado por (4.43), a condigao (4.46) , obtemos

14+ M — E2)\?
S M AT —-n. (4.49)
2
Com esta condigao, a solucao (4.40) assume a forma
hp (1) = etM (=n, 1+ M, p), (4.50)

A funcao radial completa (Eq.(4.29)) é

2\ 2 2 2
onde, temos retornado & variavel r usando a Eq. (4.27). A solugao geral (4.18) torna-se

M

. 7»2 2 _i T2
Xmms(n Qp) — Neime <2)\2> e 2 M <—n, 1+ M, 2)\2> . (452)

Podemos ver que essas solugoes sao periddicas em ¢ e o fluxo de AB muda a regra de
quantizacao [39]. Além disso, o fluxo também aparece no momento angular M, implicando

diretamente na trajetoria da particula. A constante de normalizacao é calculada de

/027r /Ooo [Xn,m (T, gp)]Q rdrde = 1. (4.53)

4.2 Autovalores de energia

As energias permitidas ao elétron confinado a um anel quantico sobre a influéncia
do campo magnético uniforme, do fluxo de AB e da curvatura da superficie pode ser
encontrada a partir da condigao (4.49). Entdo, da condicdo (4.49) obtemos os autovalores

de energia

1 M hw 14
E _ + N c . 2 2. 4.54
. (n + 5 + oY )wh 52 (m—=1) 44070 (4.54)

Também, vemos que a presenca do potencial AB no modelo leva a uma mudanca no
espectro de energia e na func¢oes de onda da particula que pode ser identificada através
do ntimero quéantico m como m — m — [. Esse efeito é uma consequéncia da substituicao
minima,

p— p—eA. (4.55)
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A energia é uma funcao periddica de [ (com periodo &y = h/e) e uma fungao aperiddica
do campo transversal [11]. Como foi mostrado acima, o pardmetro de fluxo que aparece
no momento angular M altera a trajetéria da particula. Como resultado, temos em uma
dependéncia nao-parabdlica nas energias em relagdo ao fluxo de AB. Além disso, também
vemos que o nimero quantico m e a frequéncia ciclotron w. sao ambos afetados por efeitos

de curvatura, isto é,

m— = (4.56)
(6%
€
e — (4.57)
(8%

Observe que na presenca do fluxo magnético de AB, temos m — [ — (m —1)/a. Como os
valores permitidos de a estdao no intervalo 0 < a < 1, as quantidades acima sao aumentadas
por um fator a~!. As energias (4.54) tém uma dependéncia nao-parabdlica com relacio &
curvatura média (Eq. (4.8)). Em outras palavras, o efeito da curvatura média presente
na expressao para as energias da particula é semelhante ao do potencial centrifugo. Na
verdade, o papel da curvatura consiste em alterar a dispersdo nao-parabdlica. Claramente,
o espectro de energia é nao-degenerado. A razao para isso se deve ao fato de que o campo
magnético transversal é modificado pelo pardmetro a. Na expressao para o momento
angular efetivo, podemos interpretar o termo (1 — a?) /4 de modo semelhante ao que
fizemos para o fluxo de AB, isto é, alterando o ntimero quantico m. A diferenca é que
para o cone esta quantidade nao leva a um ntmero inteiro. Os nimeros quanticos n e
m se referem aos movimentos radial e angular, respectivamente. Veremos depois que ao
tratarmos de um fio reto e um anel 1D, n pode ser interpretado como indice de sub-bandas

enquanto que m se refere ao movimento longitudinal no fio [11].

Fazendo oo = 1, obtemos exatamente o resultado de Tan e Inkson [11]:

1 M m — J TR
E <n + 5 + 5 ) hw,. 5 hw.. L4070, (4.58)

que sao os niveis de Landau em anel bidimensional no espaco plano. Além disso, fazendo
a; = ay =1 =0, temos que V (r) = 0 (estamos retirando o potencial que define o anel) e
nao ha fluxo de AB. Neste caso, a particula interage somente com o campo magnético

transversal B e o espectro de energia torna-se

1 Im| m
E=hw.|n+-+———1, 4.
hw (n 5 5 2) (4.59)

que sdo os niveis de Landau usuais. Podemos ver em (4.59) que os niveis de energias
sao infinitamente degenerados [37], diferentemente dos niveis de Landau para um elétron

considerando o modelo de anel bidimensional (4.58).

Um outro caso limite que podemos obter é o caso quando a particula interage com

o campo magnético uniforme no espago conico. Neste caso, devemos fazer a; = ay; =1=10
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(4.54). Como resultado, temos os niveis de Landau para uma particula no espago conico

(4.54):
1 1 /m?2 1—a?2\wh mhw
B = Y LA ot TR 4.
’ (n + 2 + 2V a2 402 ) o 202 (4.60)

que por sua vez, diferente das energias da Eq. (4.59), sdo ndo-degeneradas; a curvatura é

responsavel pela quebra da degenerescéncia dos niveis de Landau. Esse resultado, contudo,
exige que uma condi¢do seja imposta para que o espectro de energia tenha valores reais.
Podemos ver que para m = 0, temos um espectro imaginario para diferentes valores de
n. Se m # 0, temos que m? é sempre maior do que 1 — o de modo que o autovalores
sao reais para qualquer valor de n e m. Dessas investigacoes, podemos afirmar que os
niveis de Landau de um elétron no espacgo curvo sao nao degenerados devido aos efeitos
da curvatura média da superficie, que por sua vez exibe um espectro incompleto, pois
m = 0 nao é um estado fisico. Portanto, podemos concluir que o estado m = 0 nao é um
estado quantico desse sistema quando a; = ay = [ = 0. Por outro lado, quando analisamos
os niveis de Landau em um anel quantico no espago plano, o estado m = 0 é um estado

quantico permitido para o sistema.

No que segue, estamos nos limitando ao caso em que [ = 0, exceto quando formos

calcular a magnetizagao e a corrente persistente do anel 2D.

4.2.1 O campo magnético é nulo

Agora, vamos supor que o campo magnético transversal seja desligado. Como
resultado, o espectro de energia, que antes dependia do campo magnético, depende agora
somente dos potenciais V' (r) e Vi(r):

1 1 [4m? — (1 —a?)  2a1p TR
Enm = (n + 2) woh + 2\/ 12 + 72 woh — 200 (4.61)
O primeiro termo representa as energias do oscilador quantico, o segundo é uma consequén-

cia do momento efetivo e o terceiro termo resulta da constante Vj.

O estado que define a minima energia do sistema, quando na auséncia de campos
magnéticos, ¢ dado por

Mnin = 0. (4.62)

Esse resultado representa o minimo de todas as sub-bandas de energias quando o campo

magnético é nulo. Esse é o mesmo resultado encontrado por Tan e Inkson [11]. Logo,

podemos afirmar que a curvatura da superficie ndo altera o minimo das sub-bandas de

energia. Isso de certa forma faz sentido, isto é, estamos simplesmente acrescentado um

termo constante no momento angular efetivo.

A energia do estado m,,;, € dada por

1 1 200 1—a? p
B min, = <n + 2) woh + ZWOﬁ\/ P i Zwéré. (4.63)



Capitulo 4. Anel quantico 2D 28

Note que o resultado acima mostra dependéncia com o parametro vindo da curvatura da
superficie. Também observamos que embora tenhamos simetria com relagao ao estado
Mmin = 0, a dispersao das sub-bandas tem um comportamento nao parabodlico. Essa
caracteristica é tipica de um anel 2D e devido basicamente ao potencial centrifugo. Para
valores grandes de m o termo 4m? — (1 — a?) — 4m? e, assim, o espectro de energias
(4.61) teria um comportamento semelhante ao caso do anel no espago plano. Contudo, ha
um parametro a? no denominador que sempre ird alterar o resultado independente da

quantidade no numerador.

4.2.2 O minimo das sub-bandas com B nao nulo

Retornamos a situagao em que o campo magnético esta presente. Logicamente
que o campo magnético influencia o movimento da particula tanto quanto as energias
permitidas. Mas, qual realmente é o papel do campo magnético quando penetra na regiao
condutora do anel? Usando os autovalores de energia (4.52), encontramos que, na presenga
do campo magnético transversal B, o minimo das sub-bandas nao ¢ mais o da Eq. (4.62).

Ele agora ¢ dado pela relagao

e2B2%rg 1 —a?w?
= — <. 4.64
o \l 4R? 402 wd (4.64)

Comparando esse resultado com o obtido na auséncia de campos (equagao (4.62), observa-
mos a presenca do campo magnético B. Esse resultado nos mostra claramente a funcao do
campo magnético ao penetrar na regiao condutora do anel, ou seja, uma dependéncia do
minimo das sub-bandas com relagdo ao campo magnético. Observe que o campo magnético
tras consigo o termo resultante do potencial geométrico, o qual tende a diminuir o efeito
do campo magnético no minimo das sub-bandas. Se B = 0, recuperamos o resultado
obtido na equagao (4.62). Se em (4.64) fazemos « = 1, retornamos ao plano e o minimo

das sub-bandas é dado por
eBr?

2h '
o qual equivale ao nimero de fluxo quantico que atravessa a area do anel. O fluxo magnético

(4.65)

moy =

que passa por uma area circular de raio rg é dado por

® = Brrg. (4.66)
Usando a Eq. (4.65), obtemos
P
Po

A velocidade de grupo é obtida dos autovalores de energia a partir da equacao

abaixo:
To 8En,m

Yo = h Om

(4.68)
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Portanto, usando (4.54) encontra-se:

v, = "o ( 1t —wc) (4.69)

202 m? + 201 1-0?
h? 42

a?
Para o estado my, a velocidade de grupo v, = 0. Os estados m > m movem-se com v, > 0,

enquanto os estados m < mg movem-se com v, < 0.

4.2.3 QO raio e a largura de um estado do anel

Consideremos agora o potencial efetivo dado pela Eq. (4.25),

Vege (1)

R [ M? 2 -1 2
( M “V°>. (4.70)

= _ 4+ - 77
2u \ 24X A\2a2 h?
Vamos estudar o comportamento de Vs com relagao a r. O minimo desse potencial efetivo

pode ser obtido calculando
dVese (r)

———= =0 4.71
el _y, (471)

cujo resultado é

Fonin = V2M . (4.72)

Esse é o valor de r que minimiza o potencial efetivo e, claramente, depende do niimero
quantico m. Assim, podemos afirmar que r,,;, define o raio do estado m. Desse modo,

reescrevemos o resultado acima como
o = V2MA. (4.73)

Para m = mq (Eq. (4.64)), obtemos

1
1 R*1—a?\?
= (12 , 4.74
=10 (1= g ) (1.72)

Se o anel esta na superficie plana, entao o raio do estado referente ao minimo das sub-
bandas é justamente o raio médio do anel, rg. Isso s6 ocorre no plano. Na Eq. (4.74), ndo
ha dependéncia com o campo magnético. Dessa tltima informacao podemos compreender
o comportamento dos elétrons na regiao condutora do anel. Para B = 0, vimos que o
minimo de todas das sub-bandas é my = 0 e, assim, todos os estados m # 0 tém raios
maiores que 7, .. Logo, somente a regiao radial r > r,, ,,,, do anel é ocupada. Para campos
magnéticos nao-nulos, o estado minimo de todas as sub-bandas muda de acordo com a
Eq. (4.64), consequentemente, os estados |m| < |mg| tém raios 7, ,, < 75.m,, enquanto que
os estados |m| > |myg| raios 7, m > Thm,. Entdo, aumentando o campo magnético mais

estados negativos vao ocupar a regiao radial 7, ;, < 75 m,-

Vamos agora definir o comprimento e um estado (n,m) como sendo a regido

permitida classicamente no potencial de confinamento efetivo. Essa regiao classica pode
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ser compreendida com mais clareza com o seguinte exemplo: Em mecéanica quantica nao-
relativistica, sabemos que o oscilador quantico ¢é visivelmente diferente de seu equivalente
classico; nao somente as energias sao quantizadas, mas também as distribui¢oes de posicao
tém algumas caracteristicas diferentes [15]. Por exemplo, a probabilidade de encontrar
a particula fora do intervalo classicamente permitido nao é zero, e em todos os estados
impares a probabilidade de encontrar a particula no centro é zero. Somente em grandes
valores de n/, o qual define os estados os oscilador quantico, comegamos a notar alguma
semelhanga com o caso classico [15]. Observe que ja definimos o niimero quantico do
oscilador como sendo n’, que é o mesmo ntimero quantico que aparece no espectro de
energias do anel quantico (4.54), n = n'. A situagao no caso do anel quantico é semelhante;
h& um potencial efetivo (Eq. (4.25)) que confina a particula fazendo um papel andlogo ao
potencial do oscilador. Classicamente, a particula nao pode ser encontrada fora do intervalo
de confinamento, mas na mecanica quantica essa situagdo muda; existe uma probabilidade
da particula ser encontrada fora dessa regiao. Portanto, classicamente, é correto definir
a energia de um estado (n,m) (Eq.(4.54)) como sendo igual a energia potencial efetiva
(Eq.(4.25)),

Enpm = Vese (1), (4.75)

)

da qual extraimos os raios 7,

LMy ( +1)( +1+M)
Ty T "o\t

e consequentemente, podemos calcular a largura do estado (n,m) usando a expressao

2

ry =2\ (4.76)

d = r, —r_. Na maior parte dos casos de interesse, M > n o que nos fornece

Qo = 2020+ 1. (4.77)

Tanto o raio de um estado 7, (4.73) como a largura d,, ., (4.77) encolhem quando

o campo magnético aumenta e/ou quando o confinamento radial aumenta.

4.3 Magnetizacao e correntes persistentes em um anel quantico

2D

Os fendmenos magnéticos sao uma consequéncia dos movimentos das cargas elétricas
em um meio material. Se pudéssemos examinar um pedago de material magnético em
escala atomica, encontrariamos, de fato, correntes minusculas resultantes dos elétrons
orbitando em volta dos nucleos. As érbitas dos elétrons (espiras de correntes) podem
ser tratadas como dipolos magnéticos, as quais normalmente sao cancelados devido a

orientacao aleatéria dos atomos. Porém, quando ha um campo magnético, um alinhamento
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ocorre fazendo com que o material torne-se magneticamente polarizado ou magnetizado

[40].

Os materiais que adquirem magnetizagdo paralela ao campo magnético sao chama-
dos de paramagnéticos, e aqueles que adquirem magnetizacao oposta ao campo magnético

sao definidos como diamagnéticos [40].

O campo magnético quando aplicado em um material gera um torque 7 dado por
T=m X B, (4.78)

onde m é o momento de dipolo magnético da espira e B o campo magnético aplicado.
Esse torque tende alinhar os dipolos na dire¢do do campo magnético. E justamente esse

efeito que gera o paramagnetismo.

Agora, analisemos o movimento de um elétron em torno do nicleo do atomo.
Podemos imaginé-lo como uma corrente estacionaria que resultarda em um momento de
dipolo orbital. A aplicagdo de um campo magnético ao atomo produzird uma variacao
na velocidade orbital. Consequentemente, havera uma variacgdo no momento orbital do
elétron dependendo do campo magnético aplicado. O diamagnetismo é gerado por essa

variagdo do momento do elétron orbitando o atomo [40].

A temperatura zero, a magnetizacao de um sistema contendo um ntmero fixo N

de elétrons é dada por

ou
=—-—== 4.79
M < B >N7 (479)
onde U ¢ a energia total do sistema, dada por
U= Z Enm, (4.80)

com E, ,, dada pela equacao (4.54), e a soma é tomada sobre todos os N estados ocupados.

Podemos reescrever a magnetizagdo M como

Enm

M@ =Y (-2} ZS M, (4581)
n,m aB N n,m

onde g

é o momento magnético do estado (n,m). Segue que,
he ( N 1 . M > We he
S — n — —_—
it 2 2

Como podemos ver, o momento magnético é alterado pela curvatura da superficie conica.

Mo = (m—1). (4.83)

w | 2ua?

Para um anel no espago plano (o = 1), recuperamos o resultado encontrado por
Tan e Inkson da Ref. [5]

1 M\w. 1
Mo == |(n4 5+ 5) 5 =5 m=0]. .

w
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Vamos considerar o modelo de um anel quantico 1D de raio R. Assumimos que
o anel é atravessado por um fluxo magnético de AB confinado no centro. O fluxo de
campo tem um efeito puramente de gauge. Isso resulta em uma dependéncia periddica
nas autoenergias com relagao ao fluxo ® (o mesmo ¢ que é dado na Eq. (4.13)) com um
periodo de oscilacao ®(. O anel esta isolado e em equilibrio térmico. Usando a energia
total do sistema, podemos mostrar que existe uma corrente persistente, a qual é uma

fungao periédica com relagao ao fluxo de AB [7, 41]. Essa corrente persistente é dada por

eh
I,=——(m-=1), 4.85
2mm. R2 (m =1) ( )
onde m =0,%1,..., 1 = ®/Py e m, é a massa do elétron.

A corrente persistente é dada pela relacao de Byers-Yang [5]

oF
Iy = ——21 4.86
et (4.56)
ou, mudando a variavel de ® para [,
1 OE, m
"= (487
Desta relagao, encontramos
e m-—1 w
Ly = — =, 4.88
’ 4o < M w) ( )

onde temos feito ¢pg = 27h/e. Consequentemente, a corrente total é dada por

_ o Z ( _ W) ‘ (4.89)

 4ma? £ w
A relagao entre o momento magnético M,, ,,, e a corrente I, ,,, ¢ dada por

M = ern[njm — e—z <n + 1) &. (4.90)
1%} 2) w

O primeiro termo mantém a mesma forma classica do momento magnético [42]. O segundo

termo, ¢ causado pela penetracdo do campo magnético na regiao anelar. Ele quebra a

proporcionalidade entre o momento magnético e a corrente persistente; é o diamagnetismo

de Landau. Contudo, para campos magnéticos fracos ou quando o confinamento wy > we,

obtemos w./w — 0 e recuperamos a proporcionalidade entre momento magnético e a

corrente persistente.
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5 Qutros sistemas mesoscopicos

A redugao de dimensionalidade resulta em mudancas no comportamento dos elétrons
em um semicondutor. A dimensionalidade refere-se ao ntimero de graus de liberdade no
momento dos elétrons: de fato, dentro de um fio quantico, os elétrons estao confinados
em duas diregoes ao contrario do confinamento em pogo quantico que ocorre em uma
dimensao, com consequente reducao nos graus de liberdade para um. Rotulando o niimero

de graus de liberdade por Dy e o nimero de dire¢oes de confinamento por D, escrevemos
D -+ D.=3 (5.1)

para todos os sistemas do estado sélido [43]. O anel quintico 2D que consideramos neste

trabalho tem dois graus de liberdade.

Veremos a seguir que, reduzindo o grau de liberdade do anel quantico, podemos
encontrar um fio quantico 1D, um anel quantico 1D, um ponto quantico e um anti-ponto

quéantico.

5.1 O fio quantico

No caso do fio quantico, temos somente um grau de liberdade e dois graus de
confinamento. Consideremos o modelo estudado por Weichao Tan et. al. [44], onde eles
consideram um fio alinhado ao longo do eixo-y e o confinamento ao longo dos demais eixos.
Se aplicamos um campo magnético paralelo ao eixo-z o movimento ao longo dessa direcao

nao ¢ alterado e, assim, considera-se somente o plano z — y. Escolhendo o potencial de

confinamento .
Vi(x) = 5/@81:2, (5.2)
encontra-se os niveis de Landau do fio 2D
1 h2k2
E,;. = —\h 4 5.3
k= (g e ot (5.3)

onde i1 = p {1 + (wc/wo)ﬂ é a massa efetiva e w = /w? +wd é a frequéncia efetiva.
Observamos que o campo magnético produz um potencial parabdlico ao longo do eixo-x
levando a particula a mover-se livremente ao longo do eixo-y, com vetor de onda k; [43].

Podemos ver que a dispersao é parabdlica.

Vamos agora usar nossos resultados para derivar o da Eq. (5.3). Antes, fazemos a
observacao de que o movimento dos elétrons estd confinado ao plano. Dito isso, vamos
considerar um estado m’ muito préximo a mg. Isso permite que a dispersao do anel tenha

um comportamento bem semelhante ao do fio. Fazendo wg constante e g — 0o, podemos
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considerar, com boa aproximacao, uma faixa do anel como sendo um fio reto 2D. A partir

disso, temos a seguinte condicao:

m? 1-—ao®> 2a1p
_ . 5.4
a? 4a? < h? (54)
Notamos que, neste caso,
eBr
~ . 5.5
myo on (5.5)

Isto ¢, o efeito da curvatura é desprezivel no mfnimo das sub-bandas (Eq.(4.64)). E possivel

mostrar que

1 h? "2
Eym = (n + ) hw + <m> , (5.6)

2 2021 \ ro
onde
_ we \?
,u:,ull—i-( )1 (5.7)
aWo

é a massa efetiva do elétron movendo-se ao longo do fio. Definindo k,,, = m’/rg, a dispersao
encontrada acima é semelhante aquela dada na equagao (5.3). A diferenga é que a superficie

conica altera a massa efetiva do elétron e também estd presente na frequéncia efetiva w,.

O modelo do fio 2D, embora trate alguns problemas, como por exemplo a interacao
elétron-elétron, apresenta bons resultados somente quando poucas sub-bandas sao ocupadas

com um numero pequeno de elétrons [45].

5.2 O anel quantico 1D

O espectro de energias de uma particula confinada a um anel 1D é encontrado
fazendo 1y constante e wy — oo [11]. A primeira condi¢do limita a dependéncia do
movimento a coordenada angular, enquanto que a segunda nos d4 um potencial de
confinamento intenso. E possivel mostrar que a condicéo (5.4) ainda é valida. Usando o

resultado (5.6), as energias permitidas para um tnico elétron sdo dadas por:

1 B2 (m'\?
E = — — | . .
- (n+ 2) ot g (r()) (5.8)

Nesse caso, a massa efetiva da particula nao é alterada pela curvatura da superficie conica.
Contudo, a curvatura continua alterando os autovalores de energia. Aqui, semelhante ao

fio 2D, as sub-bandas de energia sao parabdlicas.

Se fazemos o = 1 e fazer campo magnético nulo, bem como o potencial de

confinamento, temos como resultado

B, = <m>2 (5.9)

_ﬂ To
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que ¢ bem conhecido na literatura (veja por exemplo a Ref. [41]).

O modelo do anel 1D embora tenha dado uma melhor compreensao dos efeitos de
interferéncia quéntica [46, 47, 48, 49, 50], estudos experimentais sobre o efeito Aharonov-
Bohm e correntes persistentes em anéis mostraram interessantes fenémenos [51, 52] que
nao podem ser explicados pela teoria 1D. Essa situacao decorre principalmente da largura
finita dos anéis. Em um anel com uma largura finita os efeitos dos multiplos canais sdo

importantes bem como a influéncia do campo magnético uniforme na regiao condutora

11].

5.3 O ponto quantico

Um sistema de elétrons cujo confinamento se da nas trés dimensoes apresenta
niveis de energia quantizados como os dos atomos e moléculas e sdo chamados de pontos

quanticos [16]. Também podem ser chamados de sistemas de dimensao-zero [43].

Devemos construir um modelo de potencial que seja confinante nas trés direcoes.
Mas, enfatizamos mais uma vez que o movimento se da no plano. Assim, esse potencial de
confinamento deve ser bidimensional. O modelo de potencial do Inkson et. al da Ref. [11]
nos da essa possibilidade. Para isso, basta fazer o parametro a; = 0. Contudo, observando
com cuidado, o potencial geométrico impde um potencial confinante (4.15). Esse potencial,
excluindo a funcdo §, adiciona um termo proporcional a r~2 ao modelo de potencial do anel
quantico. Abaixo, reescrevemos o potencial do anel (2.1) somado ao potencial geométrico

(4.9) para uma melhor visualizagdo (com [ = 0):

Vs(r)]oome +V (1) = Zu l_(lzio_ﬂf?) + (1 ;a> 5(73")] + % + apr? — V. (5.10)

Excluindo o potencial ¢ (r) e reunindo os tremos de mesma poténcia, ficamos com

R (1-a?)] 1 5

Vi + V) = 0 |

Fica claro que o potencial de confinamento, no qual a origem faz parte do movimento, s6

2

tera o termo proporcional a r~* nulo se e somente se

R? (1 —a?)

———— = =0. 5.12
2u 4a?r? (5.12)

ai

Desta condicao, obtemos o espectro de energia de uma particula presa a um potencial
do tipo ponto quantico no espago conico. Substituindo o resultado acima na equacao de
autovalores de um elétron confinado a um anel 2D (Eq.(4.54)), encontramos o espectro de

energia de um elétron em um potencial do tipo ponto quantico:

1 hw,
Epm = hw, <n++|m|> L —%wgrg. (5.13)

’ 2 2« 202
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Para recuperarmos os autovalores de um elétron em um potencial tipo ponto quantico no

plano [53], fazemos o = 1 na expressdao acima. Isso resulta em:

(5.14)

1 |m| mhw,
2 2

En7m:hw<n++ 5y
onde w = y/w? + wi.

5.4 O anti-ponto quantico

Se em um potencial que descreve um ponto quantico, a particula estd confinada nas

trés diregbes (no plano, nas duas dire¢oes), em um potencial do tipo anti-ponto quéntico a

particula pode se mover em qualquer lugar do espaco exceto a origem. Em nosso modelo,

o potencial centrifugo nos da a idealizacao de tal modelo mesoscopico. Semelhante ao caso

do ponto quéantico, olhamos a equagao (5.11). Fazendo as = 0 juntamente com a condigao
R 1 — a?

- — >0
Mo 42 T

(5.15)

obtemos as energias permitidas a um elétron sobre a influéncia de um potencial tipo

anti-ponto quantico no espago curvo:

1
B = <n + 2) h;" + <M - m) fiwe (5.16)

a) 2a°

O primeiro termo representa os niveis de Landau no espago conico e o segundo termo o
potencial do anti-dot, o qual também ¢é alterado pela curvatura da superficie, como deve

ser. Observe que, se « = 1, recuperamos o resultado obtido por Tan e Inkson [11]:

1 hw,
Enm = (n + 2) hwe + (M —m) ;) : (5.17)
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6 Conclusao

A dindmica quantica nao-relativistica de um elétron em um anel quantico bidimen-
sional na presenca de um campo magnético uniforme e do potencial Aharonov-Bohm no
espaco curvo foi estudado. A particula tem seu movimento confinado em uma regido finita
do espago e nao temos levado em conta os efeitos de spin. O movimento da particula é
decomposto em dois, sendo um sobre a superficie e o outro na dire¢do normal em relacao
a superficie. A dindmica sobre a superficie é governada pela equagao de Schrodinger com
acoplamento minimo (3.22), enquanto o movimento na dire¢ao normal é governado pela
Eq. (3.21). As curvaturas média e gaussiana entram na equagao de Schrodinger por meio
do potencial geométrico e o potencial do anel quantico (2.1) é inserido via acoplamento
vetorial. Como aplicacao, fizemos um estudo em conexao com a descri¢ao de distribui¢ao
continua de deslocagoes e disclinagoes no contexto da geometria de Riemann-Cartan. A
particula tem seu movimento vinculada a uma superficie com uma disclinacao localizada
na regiao r = 0 com elemento de linha dado pela equacao (4.1). Em nosso estudo, con-
sideramos o movimento da particula vinculada a superficie de um cone. Obtivemos os
autovalores de energia e fungoes da particula considerando o seu movimento fora da regiao
r = 0 e verificamos que eles sao afetados por efeitos de curvatura. Também obtivemos
expressoes para o raio médio e largura dos estados do elétron no anel 2D e mostramos que

eles também sdo afetados por efeitos de curvatura.

Também fizemos um estudo sobre a magnetizagao e correntes persistentes em um
anel bidimensional no espago curvo e comparamos com os resultados obtidos por Tan e
Inkson. Verificamos que tanto a magnetizacdo quanto a corrente persistente sao afetados
por efeitos de curvatura. Uma relacao entre a magnetizacao e a corrente persistente foi
também obtida e verificamos o fendmeno do diamagnetismo de Landau. Para este resultado,
temos mostrado que para campos magnéticos fracos, o resultado classico em que o momento

magnético é proporcional a corrente é obtido.

Por fim, temos feito um estudo sobre outros sistemas mesoscépicos através da
reducao do grau de liberdade do anel quantico. Consideramos o caso de um fio quantico

1D, um anel quantico 1D, um ponto quantico e um anti-ponto quantico.

Para o fio quantico, mostramos o minimo das sub-bandas nao é afetado por efeitos
de curvatura. Por outro lado, verificamos que as energias e massa efetiva sdo afetados pela
curvatura da superficie. No anel quantico 1D, mostramos que a massa efetiva nao é alterada
pela curvatura da superficie e os autovalores de energia continuam sendo corrigidos por

efeitos de curvatura.

No ponto quantico, mostramos que esse fendmeno s6 pode ocorrer se impusermos a
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condigao (5.12). Impondo essa condicao, obtemos as energias e verificamos que elas sao

modificadas por efeitos de curvatura.

No caso do anti-ponto quantico, verificamos que ela também s6 ocorre se impusermos
a condicao (5.15). Assim como para o caso do ponto quéntico, também verificamos que as

energias sao afetadas pela curvatura da superficie.

Todos os resultados obtidos em nosso trabalho que foram modificados por efeitos de
curvatura, grande parte deles tal modificacao é dada através do momento angular efetivo
M, ou simplesmente pelo pardmetro a. Em se tratando de modelos que exibem niveis
anadlogos aos niveis de Landau usual, também temos mostrado que os espectros de energia
derivados em cada caso estudado sao nao-degenerados, justamente por causa do parametro
a que nao assume valores inteiros. A degenerescéncia por sua vez é recuperada quando

fazemos o = 1 e consequentemente, os resultados obtidos por Tan e Inkson.
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APENDICE A - Niveis de Landau

A dindmica quantica de uma particula de massa p em uma regiao livre de campos
é governada pela equacgao de Schrodinger independente do tempo
h2
—— V20U = £V, (A.1)
2
Se a particula interage com um campo eletromagnético, essa informacao pode ser inserida
na equacao de Schrodinger através da prescricio minima p - p —eA e &€ - £ — p. Com

isso, a equacao de Schrodinger fica escrita como
1
5 (P—cA) U =(E-p)V, (A-2)
1

onde p = —ihV, A ¢ o potencial vetorial e ¢ é o potencial escalar. Os potenciais vetorial

e escalar descrevem o campo eletromagnético.

Para que a equagao (A.2) seja invariante de gauge, os potenciais e a fungao de

onda devem se tranformar como [54]

10f
A — A+ ——— A3
J — J + e axy ) ( )
10f
- A4
P oo (A.4)
U — We'r (A.5)
onde o indice j se refere as coordenadas z, y e z.
Escolhendo o calibre de Landau [37],
A, = — By, (A.6)
podemos mostrar que
1
f= —iny. (A.7)
Substituindo (A.6) na Eq. (A.2) e considerando que nao hé interagado com o campo elétrico,
obtemos ,
1 h o 0?
— (=5 +eBy| —r°— |V =E0. A8
21 <z’8m+e y) Jy? (A.8)

Observe que o campo magnético estd direcionado ao longo do eixo z. Para ver isso, basta

usarmos a relagdo entre o campo magnético e o potencial vetor:

B =V x A =Bz (A.9)
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Isso significa que o movimento ao longo do campo nao é quantizado [37]. Por isso, vamos
considerar somente o movimento no plano x — y. Observe que ao longo do eixo-x nao ha
nenhuma interacao. Assim, podemos tratar o movimento nessa direcdo como se fosse o de

uma onda plana. Com essas informacoes, a fun¢ao de onda pode ser escrita como
U= ey (y), (A.10)

onde o autovalor p, é continuo e pode assumir qualquer valor no intervalo —oo < p, < 400.
Substituindo a fungdo de onda acima na equagao (A.8), encontramos
2

1 2 2 d
+eBy)” — h>— = A1l
2 (P2 +eBy) h dy? X (y) = Ex (y) ) ( )

que pode ser escrita como

R dx (y) | pw? p
= < (y — — A2
2 dy? + =5 (=) x(y) =Ex(v) (A.12)
onde
yoz—pi (A.13)
eB
¢ B
we=" (A.14)
W

¢é a frequéncia ciclotronica.

A equagao (A.12) é a equagao de um oscilador harménico. Observe que o centro é
deslocado da origem para o ponto 3. As energias sao dadas por [15]

€= (n 4 ;) Ficoe, (A.15)

onde n = 0,1, 2,.., que sao os niveis de Landau.

Podemos ver que para um autovalor de energia definido por um nimero quantico
n, ha infinitas autofungoes com o mesmo autovalor. Portanto, os niveis de Landau sao

infinitamente degenerados.

Se consideramos coordenadas cilindricas ao invés de coordenadas cartesianas, as

energias sao dadas por

1 Im| m
— T Al
& = hw, (n tot 5 2) (A.16)
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APENDICE B - O efeito Aharonov-Bohm

Os primeiros estudos sobre o potencial vetor A foram realizados pelo fisico alemao
Franz Ernst Neumann entre os anos de 1845 e 1847, onde ele estudou o processo de
inducdo magnética em um circuito devido ao movimento relativo de circuitos proximos. A
idéia da existéncia desse potencial também foi analisada pelos fisicos alemaes Wilhelm
Eduard Weber, em 1848, e Gustav Robert Kirchhoff, em 1857. Embora esses fisicos
tenham apresentado expressoes analiticas para representar A, foi o fisico e matematico
escocés James Clerk Maxwell, em 1865, quem propos o primeiro conceito formal. Outros
desenvolvimentos importantes baseado na existéncia de um potencial vetor também foram
realizados pelo fisico dinamarqués Ludwig Valentin Lorenz, em 1863, e o fisico holandés
Hendrik Antoon Lorentz, em 1895. Muitas contribuigdes foram desenvolvidas na tentativa
de encontrar um significado fisico para o potencial A. Foi somente em 1931 que o fisico
inglés Paul Adrien Maurice Dirac alcancou este feito fazendo previsdes sobre monopolos
magnéticos, usando, contudo, a mecanica quantica. Mais tarde, em 1949, W. Eherenberg e

R. S. Siday discutiram os efeitos dos potenciais eletromagnéticos na mecanica quantica.

Foi somente em 1959 que o fisico israelense Yakir Aharonov e o fisico norte-
americano David Joseph Bohm publicaram um artigo no qual apresentaram claramente a
importéancia fisica de A por intermédio de um fenémeno quantico de interferéncia, passando
a ser conhecido depois como efeito Aharonov-Bohm. Eles consideraram propriedades de
interferéncia de uma particula carregada em uma superposicao dos caminhos que passam
por ambos os lados de uma linha de fluxo magnético isolada. Em outras palavras, em
regides do espago onde nao existem campos, as propriedades fisicas do sistema dependem
do potencial vetor A, em contraste com a fisica classica. O efeito Aharonov-Bohm é
de interesse para o estudo de linhas de fluxo em materiais magnéticos. Sua verificagao
experimental foi dada por Chambers, Peshkim e Tonomura. Apés o influente trabalho
de Aharonov e Bohm outros efeitos topologicos foram descobertos, como por exemplo,
o efeito Aharonov-Casher onde a fun¢do de onda de uma particula neutra que possui
momento de dipolo magnético ndo-nulo, movendo-se em uma regidao onde nao existem
forcas provenientes de campos eletromagnéticos é afetada por um campo elétrico de
maneira similar ao efeito Aharonov-Bohm. Outro efeito de fase topolégica conhecido é
o He-Mackellar-Wilkens o qual pode ser verificado por meio de uma transformacao de

dualidade para o efeito Aharonov-Casher.

Consideremos um solenoide muito longo e de raio a carregando uma corrente
elétrica constante /. Sabemos que o campo magnético fica concentrado dentro do solenoide.

Ja, o potencial vetor é diferente de zero dentro e fora do solenoide.
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O potencial vetor na regiao r > a é dado por

d
A= %9, (’I" > a), (Bl)

onde ® = wa?B é o fluxo de campo magnético que passa através de uma secio de area wa?.
A particula se movimenta no plano perpendicular ao eixo do solenoide, o qual podemos
fazer paralelo ao eixo-z. Além disso, ela executa um movimento circular com um raio
fixo r = b, com b > a. Queremos estudar a dindmica dessa particula. Se nao ha potencial

elétrico, a equagao (A.2) é reescrita como

21u (p—eA)’ U =EV. (B.2)

Substituindo (B.1) em (B.2), ficamos com

2 1 . 2
RO Lo (;W_zﬂe)q;:o. (B.3)
A solugao da equacao diferencial acima é dada por
U = Ce™ (B.4)
onde
o 10 L 28 (B.5)

~ 2rh n?
e C' é a constante de normalizagao.

Como a funcao de onda deve ser univoca em todo o espago, entao k = n, com

n = 0,£1,+2,.... Essa condi¢do nos permite calcular as energias permitidas para o
movimento da particula. Tais energias sao dadas por

52

= 27 (n—1)>. (B.6)

com | = ®/Pg, onde temos definido o periodo de oscilagdo ou quantum de fluxo magnético
e ®y = h/e [16].

O fluxo de campo magnético muda a regra de quantizagdo da energia da particula,
o que de certa forma nao deixa de ser surpreendente, ja que a particula estd em uma
regiao de campo nulo. A interacao da particula com o campo dentro do solenoide se da

via potencial vetorial.

Ha uma outra maneira de calcular a funcao de onda e o espectro de energia. A

ideia é que, sendo A estatico, podemos simplificar a equagdo de Schrodinger escrevendo
W(6) = e (0), (B.7)
onde ¢ (r) representa a fase adquirida pela particula dada pela expressao

gr) =1 /O A(r)-dr, (B.8)
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com O sendo um ponto de referéncia arbitrario. Essa definicdo faz sentido somente se
B = 0 na regiao em questao, pois, caso contrario, a integral de linha dependeria do trajeto
escolhido e, portanto, ndo definiria uma fungao de r [15, 51]. Substituindo (B.1) na equacao

(B.8), obtemos
g=—>0. (B.9)

Consequentemente, a funcao de onda é dada por

U(0) = e'zrl £(6). (B.10)

Agora, substituindo (B.10) em (B.2), encontramos a equagao diferencial

&Cf  2uEp

w= (B.11)

A solugao da equacao acima é dada por

f=C&VE (B.12)

Desse resultado, obtemos

27h n2

i(e‘I):t 2“5”2>0
vh)=Ce , (B.13)

que é o mesmo resultado da Eq. (B.4). As energias permitidas sdo encontradas com o

mesmo argumento usado para obter (B.6).
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