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RESUMO

O presente trabalho aborda a propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas frios quirais, no
contexto da teoria de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) e das relações constitutivas bi-isotrópicas.
Iniciamos revisando os aspectos essenciais da propagação de ondas eletromagnéticas (EM) em plasmas,
analisando as relações de dispersão, índice de refração, modos de propagação e o efeito de birrefrin-
gência, bem como os modos hélicons de baixa frequência. Na sequência, revisitamos alguns aspectos
básicos de meios quirais, cujas propriedades são efetivamente regidas pela eletrodinâmica de áxions, que
também se conecta com a eletrodinâmica de Carroll, Field e Jackiw (CFJ). Simetrias discretas e equações
de movimento associadas a essas teorias são também investigadas. Em seguida, são analisados os casos
de propagação paralela ao campo magnético, considerando separadamente as componentes tipo-tempo
e tipo-espaço de CFJ, que desempenham o papel de condutividades anômalas quirais. Os modos ele-
tromagnéticos e índices de refração modificados são derivados, sendo associados a ondas circularmente
polarizadas à direita e à esquerda. Para cada índice, as regiões de propagação e absorção são ilustradas
para alguns valores específicos dos parâmetros. No regime de baixas frequências, são obtidos hélicons
modificados com polarizações circulares à direita e à esquerda, com comportamentos distintos ao hélicon
usual. O comportamento óptico é também investigado por meio do poder de rotação (PR) e do coeficiente
de dicroísmo. Observa-se a ocorrência de inversão do sinal do PR, propriedade incomum em plasmas
magnetizados, mas já reportada em plasmas em rotação. Os mesmos procedimentos são realizados para a
propagação em plasmas regidos por relações constitutivas bi-isotrópicas, onde se destaca o surgimento de
uma dupla reversão no PR. Dados associados a medidas de dispersão e birrefringência de sinais de rádio
provenientes de pulsares e Fast-Radio-Bursts (FRBs) são utilizados para impor restrições sobre os parâ-
metros quirais. Tais restrições são tabeladas e comparadas com resultados já estabelecidos na literatura.
Efeitos quirais em plasma girantes são também analisados, em especial o efeito de birrefringência, onde
observa-se novamente a inversão de PR. Por fim, a conversão de fóton-áxion em plasma quiral é proposta
e investigada, onde destaca-se a seletividade do meio quiral a fótons de polarização circular específica,
possibilitando conversão ressonante entre áxions e fótons RCP ou LCP.

Palavras-Chave: Física de Plasmas. Plasmas Quirais. Áxions. Violação da Simetria de Lorentz. Rela-
ções de Dispersão. Birrefringência. Conversão fóton-áxion



Abstract

In this work, we discuss the propagation of electromagnetic waves in cold chiral plasmas within the
framework of the Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) theory and bi-isotropic constitutive relations.
We initiate by reviewing the essential aspects of electromagnetic wave propagation in plasmas, analyzing
dispersion relations, refractive indices, propagation modes, birefringence effects, and low-frequency he-
licon modes. Next, we revisit fundamental aspects of chiral media, whose properties are effectively ruled
by axion electrodynamics, which is also connected to Carroll-Field-Jackiw (CFJ) electrodynamics. Dis-
crete symmetries and the corresponding equations of motion associated with these theories are also exa-
mined. We then analyze wave propagation parallel to an external magnetic field, considering the timelike
and spacelike components of the CFJ term, which play the role of anomalous chiral conductivities. Modi-
fied electromagnetic modes and refractive indices are derived and associated with right- and left-handed
circularly polarized waves. For each refractive index, propagation and absorption regions are illustrated
for selected parameter values. In the low-frequency regime, modified helicon modes with right- and left-
handed circular polarizations are obtained, exhibiting behaviors distinct from the conventional helicon.
Optical properties are further investigated through the rotatory power (RP) and the dichroism coeffici-
ent. A reversal of the RP sign is observed, an uncommon feature in magnetized plasmas but previously
reported in rotating systems. The same analysis is performed for plasmas described by bi-isotropic cons-
titutive relations, where the emergence of a double RP reversal is highlighted. Data from dispersion and
birefringence measurements of radio signals emitted by pulsars and Fast-Radio-Bursts (FRBs) are used
to impose constraints on the chiral parameters. These constraints are tabulated and compared with previ-
ously established results in the literature. Chiral effects in rotating plasmas are also analyzed, particularly
birefringence, for which a reversal of PR is again observed. Finally, photon-axion conversion in a chiral
plasma is proposed and investigated, highlighting the selectivity of the chiral medium toward photons
with a specific circular polarization and enabling resonant conversion between axions and either RCP or
LCP photons.

Key-words: Plasma Physics. Chiral Plasmas. Axions. Lorentz Symmetry Violation. Dispersion
Relations. Birefringence. Photon-áxion conversion.



CAPÍTULO 1
INTRODUÇÃO

O plasma é geralmente considerado o quarto estado da matéria, composto por partículas eletricamente
carregadas e livres, com dinâmica regida por forças eletromagnéticas [1–3]. Apesar de serem muito
semelhantes à fase gasosa por não apresentarem forma definida, os plasmas diferem deste estado em
diversos fatores, como na condutividade e nas interações, caracterizando-se como um estado distinto da
matéria. O nome plasma foi concebido em 1927 por Irving Langmuir (1881-1957) [4], enquanto este
estudava equipamentos eletrônicos baseados em gases ionizados. Ele percebeu que a maneira como o
fluido eletrificado carregava elétrons de alta velocidade, íons e impurezas, poderia ser comparada ao
modo com que o plasma sanguíneo carregava glóbulos brancos e vermelhos e germens [5], [6].

A física de plasmas possui larga aplicação em diversas áreas da física e da química, sendo uma
ferramenta de grande importância para compreensão de vários fenômenos como, por exemplo, a aurora
boreal. A concentração de partículas emitidas pelo Sol no chamado cinturão de Van Allen1 é outro
exemplo de aplicação da física de plasmas. Gases ionizados e "ventos" (correntes de plasmas), emanados
por estrelas, comportam-se como plasmas. Na astrofísica, a física de plasmas tem diversas aplicações,
pois, em regiões do espaço onde há campos magnéticos, partículas emanadas por estrelas, juntamente
com radiação estelar, são aprisionadas nas linhas de campo, formando nuvens de gás ionizado (plasma).
Por isso, o estado de plasma é o mais presente entre toda matéria encontrada no Universo [2,5]. O estudo
das nebulosas, compreendido na física de nuvens astrofísicas, assim como a física solar, são exemplos de
sistemas onde a compreensão dos plasmas torna-se indispensável.

Em 1939, Hans Albrecht Bethe (1906-2005) [7, 8], mostrou como a fusão nuclear podia produzir
a energia responsável pelo brilho (energia emanada) das estrelas, o que despertou o interesse de vários
cientistas, que, em seguida, buscaram tornar possível um processo controlado de fusão nuclear, viabi-
lizando uma nova fonte de energia a ser utilizada. Para isso foi criado o Tokamak, um reator nuclear
que aprisiona o plasma aquecido, possibilitando a fusão de isótopos pesados de hidrogênio, por exem-
plo, formando núcleos mais pesados em altas temperaturas [9, 10]. Neste reator, o confinamento ocorre
através de um campo magnético com simetria axial (toroidal), uma configuração típica dos Tokamaks.
No entanto, reatores com campos magnéticos não simétricos são também utilizados, conhecidos como
Stellarators [11, 12]. Tais artefatos conferem à física de plasmas um papel importante na busca de fontes
alternativas de energia.

O estudo da propagação de ondas eletromagnéticas na frequência de rádio levou à descoberta da
Ionosfera, camada natural de plasma que compõe a atmosfera terrestre, que reflete as ondas de rádio,
podendo também absorvê-las. Tal investigação revelou as características dos diversos modos propagantes

1Região da atmosfera permeada por partículas energéticas carregadas, que são aprisionadas pela magnetosfera terrestre.
Acredita-se que parte destas partículas provém vento solar e uma outra parte dos raios cósmicos.
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em plasmas, podendo ser longitudinais ou transversais às linhas de campo magnético.
Um dos temas recorrentes dentro do estudo de propagação de ondas em plasmas é o modelo de Ap-

pleton, uma formulação teórica criada por Edward Victor Appleton (1892-1965) para descrever a reflexão
de ondas de rádio pela atmosfera [13, 14]. Anteriormente ao tratamento teórico, Appleton também reali-
zou investigações experimentais sobre este fenômeno [15–17], onde estudava a intensidade dos sinais das
ondas de rádio recebidas em Cambridge vindas da estação da B.B.C em Londres. Imerso neste contexto,
juntamente com Miles Barnett (1901-1979), desenvolveram técnicas para estudar os sinais refletidos e
estipular a altura de reflexão (altura da camada refletora).

A existência de uma camada refletora (camada ionizada) na atmosfera foi postulada em 1902 por
Arthur Edwin Kennelly (1861-1939) e Oliver Heaviside (1850-1925) [18], quando estes tentavam expli-
car a comunicação via ondas de rádio a longa distâncias. No entanto, a comprovação experimental de tal
camada só veio a ser realizada posteriormente por Appleton, em 1935, o que lhe valeu o Prêmio Nobel de
Física em 1947. Em suas primeiras observações, Appleton e Barnett constataram que a intensidade dos
sinais de rádio recebidos em Cambridge começavam a variar no início do período noturno, alterando-se
ao longo de toda noite, ao passo que ao longo do dia mantinha-se sem variações. Propondo-se a verifi-
car se tais ondas eram de fato refletidas, montaram um aparato experimental que variava continuamente
o comprimento de onda das ondas transmitidas e estudaram a propagação a curtas e longas distâncias.
Além disso, verificaram que a camada ionizada teria alturas diferentes ao longo do dia ou noite, o que foi
mais tarde explicado pela atuação do vento solar ao atingir a atmosfera terrestre2 [19].

Após os trabalhos de Appleton sobre a Ionosfera, ganhou força a ideia de um meio ionizado como
um sistema coletivo, o que consolidou o conceito de plasma previamente enunciado por Langmuir. Atu-
almente, a propagação de ondas em plasmas é abordada através de uma teoria de perturbação linear, onde
considera-se que os parâmetros do meio sofrem pequenas variações sob ação de ondas eletromagnéticas
com pequenas amplitudes, cujas velocidades de fase são maiores comparadas à velocidade térmica das
partículas - plasma frio. Além disso, tal abordagem permite considerar um plasma multicomponente, ad-
mitindo não apenas o movimento dos elétrons, mas também dos íons e de outras partículas eventualmente
presentes do meio. Esta é uma extensão do modelo de Appleton, que é reproduzido quando considerada
apenas a perturbação sobre elétrons. Dentre outros desenvolvimentos na física de plasmas, uma aborda-
gem fluida para descrever a dinâmica de plasmas e sua interação com campos foi introduzida por Hannes
Alfvén (1908-1995), sob uma perspectiva hidrodinâmica, o que deu início à magnetohidrodinâmica [21].
Nos anos 1940/1950 surgiu também a teoria cinética com A. Vlasov (1908-1975) e Lev Landau (1908-
1968) [22,23], uma abordagem microscópica onde a velocidade térmica das partículas ganha relevância,
levando à verificação das instabilidades e do celebrado amortecimento de Landau (damping).

Nos últimos anos, a introdução de efeitos quirais estabeleceu um novo tipo de plasma, o chamado
plasma quiral. Neste contexto, o comportamento coletivo do plasma, bem como a propagação de ondas
através deste, sofrem modificações devido a efeitos ocasionados pela quiralidade das partículas, o que re-
define sua dinâmica e propriedades eletromagnéticas. Um dos efeitos quirais mais conhecidos é o chiral
magnetic effect - CME (efeito magnético quiral) [24], que consiste no surgimento de uma densidade de

2A história sobre E. V. Appleton e a descoberta da Ionosfera é rica em detalhes, que são comentados no trabalho de J. A.
Ratcliff [20].
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corrente anômala devido à assimetria entre o número de densidade de férmions de quiralidade esquerda
e direita (left-handed e right-handed) na presença de um campo magnético. Tal fenômeno foi verificado
experimentalmente em sistemas da matéria condensada, como em semimetais de Weyl e Dirac [25, 26].
Além disso, o CME também conduz a possíveis explicações para a amplificação de campos magnéti-
cos primordiais e a geração de campos extremamente intensos em pulsares e magnetars [27–31], que
podem estar associadas às instabilidades geradas pela condutividade magnética do meio (instabilidades
quirais) [32–34], sendo estas algumas das principais repercussões deste fenômeno em plasmas quirais.
Neste cenário, a magnetohidrodinâmica e teoria cinética de plasmas quirais foram formuladas [35–37],
onde o CME e suas pontenciais aplicações, desde a matéria condensada até a cosmologia, são também
investigadas.

Efeitos quirais e suas manifestações macroscópicas podem ser também abordados através de relações
constitutivas não usuais, que traduzem a resposta do meio à perturbação de campos eletromagnéticos.
Um exemplo são as relações constitutivas bi-isotrópicas, que descrevem as propriedades quirais do meio
através dos parâmetros magnetoelétricos. Um dos fenômenos decorrentes de tais relações é a refração
negativa, caracterizada pelo surgimento de índices de refração negativos, o que confere ao meio um com-
portamento similar ao de metamateriais. Tal fenômeno também se manifesta em abordagens de plasmas
quirais regidos por relações constitutivas bi-isotrópicas, onde índices de refração negativos ocorrem para
determinadas regiões de frequência (como consequências da quiralidade do meio) [38, 39].

Outro fenômeno característico de meios quirais é a birrefringência circular (rotação óptica), que
ocorre quando ondas circularmente polarizadas à esquerda (LCP) e à direita (RCP) propagam-se através
do meio com velocidades de fase distintas, implicando na rotação do plano de polarização da luz [40].
Este fenômeno decorre da atividade óptica natural do material ou pode ser induzido pela ação de campos
externos, como ocorre no efeito Faraday [41–43]. Tal efeito é medido em termos do ângulo de rota-
ção por unidade de comprimento ou do poder rotação (PR) [44], que tem sido utilizado para investigar
propriedades de novos materiais, tais como isolantes topológicos [45, 46] e compostos de grafeno [47].

A rotação de Faraday também se manifesta em plasmas magnetizados, o que leva tal efeito a exercer
um papel importante no estudo da polarização de ondas eletromagnéticas vindas de galáxias e outros
objetos distantes da Terra. De fato, o meio interestelar (meio que permeia o espaço entre os objetos astro-
físicos em nossa galáxia) é considerado um plasma de baixíssima densidade, sobre o qual atuam as linhas
do campo magnético galático, o que leva os sinais vindos de fontes galáticas ou extragaláticas a sofrerem
birrefringência [231]. As propriedades dispersivas e ópticas do meio interestelar são mensuradas através
de grandezas como o dispersion measure (DM) e rotation measure (RM), que são definidos em termos da
densidade de elétrons e da magnitude do campo magnético galático. O RM desenpenha um papel similar
ao do poder de rotação dentro do contexto astrofísico, que serve de ferramenta para estimar a magnitude
e direção dos campos magnéticos galácticos examinando a polarização da luz vinda de pulsares [49–51].

A proposta geral deste trabalho é analisar a propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas frios
quirais, através de uma abordagem similar ao do modelo de Appleton. Neste contexto, é essencial o co-
nhecimento do formalismo de Fourier, que facilita a determinação dos modos propagantes e das relações
de dispersão. São tomadas também as equações de Maxwell em meios materiais, que juntamente com a
força de Lorentz são pontos de partida para a obtenção dos índices de refração. Para realizar tal proposta,
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serão consideradas a presença de correntes anômalas quirais, que são efetivamente introduzidas através
de eletrodinâmicas modificadas, cujos termos adicionais incorporam o papel de tais correntes extras.

O áxion é atualmente um dos postulantes a compor a matéria escura [52], sendo representado por um
campo pseudoescalar real a que se acopla ao campo eletromagnético através do termo a (E ·B), modifi-
cando a eletrodinâmica de Maxwell. Sua origem se dá no contexto do Quantum chromodynamics (QCD),
dentro da proposta de solução do problema CP-forte formulada por Roberto D. Peccei (1942-2020) e He-
len R. Quinn (1943) [53], em 1977. Sua abundante produção no Universo primordial, fraca interação e
neutralidade são algumas das características que o tornam um bom candidato à matéria escura [54–58].
Portanto, a possível existência destas partículas impulsiona desde então o estudo de seu acoplamento com
outras partículas, incluindo o fóton (eletrodinâmica de áxions) [59, 60].

Recentemente, sistemas de plasma têm sido considerados em propostas experimentais para detecção
de matéria escura na conversão plasmon-axion [61], plasmas criogênicos ajustáveis [62] e também em
pesquisas experimentais para áxions e fótons escuros no Consórcio Axion Longitudinal Plasma Halos-
cope (ALPHA) [63]. No contexto da eletrodinâmica de áxions, propriedades ópticas foram discutidas
para o sistema áxion-plasma [64]. Além disso, o acoplamento com ondas de Langmuir foi abordado
no cenário dinâmico de áxions [65], onde uma nova excitação quasipartícula, chamada áxion-plasmon-
poláriton, é identificada a partir da modificação da relação de dispersão das ondas de Langmuir. O
acoplamento áxion-plasmon também foi investigado em sombras de buracos negros girantes [66].

De fato, os áxions são descritos por campos pseudoescalares dinâmicos. No entanto, campos não
dinâmicos têm sido amplamente considerados na eletrodinâmica de áxions com o objetivo de investigar
(de forma efetiva) efeitos quirais anômalos em matéria condensada [24, 67–70], tais como o CME e o
efeito Hall anômalo (AHE). Nesse contexto, o áxion é assumido como um campo de fundo linearmente
inhomogêneo, θ (x) = bµx

µ, sendo bµ um quadrivetor constante.
Uma outra teoria modificada também capaz de descrever fenômenos quirais é a eletrodinâmica de

Maxwell-Carroll-Field-Jackiw (MCFJ) [71]. Esta teoria consiste na Lagrangiana de Maxwell suplemen-
tada por um termo CPT-ímpar, ϵµναβ (KAF )

µAνFαβ , com estrutura 4-dimensional análoga ao termo de
Chern-Simons [72–74], onde (KAF )

µ é um 4-vetor fixo que viola a simetria de Lorentz. Como bem
sabemos, a simetria de Lorentz é um dos pilares da Física e do Modelo Padrão (MP). Foi introduzida
por Einstein em 1905, através do Princípio da Relatividade, um dos postulados da Teoria da Relativi-
dade Restrita (TRR): As leis da Física são as mesmas em todos sistemas inerciais. Não existe nenhum
sistema inercial preferencial. No entanto, a possibilidade de quebra espontânea da simetria de Lorentz
surgiu em estudos de Gravitação Quântica, no contexto das teorias de cordas [75–78]. Baseado nesta
ideia geral, Alan Kostelecky e D. Colladay desenvolveram o Modelo Padrão Estendido (MPE) [79, 80],
uma extensão do Modelo Padrão que reúne todas as possibilidades de quebra de simetria em todos os
setores do MP, descritas através de acoplamentos com tensores de fundo fixos. Historicamente, a eletro-
dinâmica de MCFJ é o primeiro tratamento que levou em consideração a quebra de simetria de Lorentz
na eletrodinâmica clássica.

Recentemente, Qiu, Cao e Huang [81] adotaram a eletrodinâmica de MCFJ como teoria efetiva para
explicar fenômenos anômalos na matéria condensada, associando os termos adicionais advindos da teoria
de CFJ a efeitos como o CME. Este trabalho conferiu aos parâmetros de violação uma realidade física na
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descrição de fenômenos de transporte da física da matéria condensada.
Em nosso trabalho propomos o estudo de plasmas frios regidos por eletrodinâmicas quirais, que

podem ser descritas pela eletrodinâmica de áxions, pela eletrodinâmica modificada de Carroll-Field-
Jackiw (CFJ), ou por relações constitutivas bi-isotrópicas.

No Capítulo 2, são apresentados os apectos básicos sobre a propagação de ondas eletromagnéticas
em plasmas frios. Em seguida, as eletrodinâmicas de áxion e de MCFJ são devidamente apresentadas e
conectadas no Capítulo 3. O Capítulo 4 abordará o estudo de plasmas magnetizados adotando a eletro-
dinâmica de MCFJ dotada de um vetor de violação tipo-tempo, que descreve a condutividade magnética
quiral, onde analisaremos as relações de dispersão modificadas e as influências do parâmetro de violação
sobre o índice de refração e birrefringência. Os resultados deste capítulo estão publicados na Ref. [82]:

• Filipe S. Ribeiro, Pedro D. S. Silva, M. M. Ferreira Jr., Cold plasma modes in the chiral Maxwell-
Carroll-Field-Jackiw electrodynamics, Phys. Rev. D 107, 096018 (2023).

No Capítulo 5, investiga-se a propagação de ondas adotando a eletrodinâmica de MCFJ dotada de
um vetor de violação tipo-espaço, que descreve a condutividade Hall anômala, um outro efeito anômalo
quiral. Os resultados deste capítulo estão publicados na Ref. [83]:

• Filipe S. Ribeiro, Pedro D. S. Silva, M. M. Ferreira Jr., Anisotropic cold plasma modes in chiral
vector Maxwell-Carroll-Field-Jackiw electrodynamics, Phys. Rev. D 109, 076003 (2024).

No Capítulo 6, é analisada a propagação de ondas em um plasma frio quiral não magnetizado, consi-
derando apenas o setor tipo-tempo de CFJ. Os resultados deste capítulo estão publicados na Ref. [84]:

• Filipe S. Ribeiro, Pedro D. S. Silva, M. M. Ferreira Jr., Optical effects in unmagnetized cold plas-
mas by a chiral axion factor, Plasma Phys. Control. Fusion 67, 015013 (2024).

No Capítulo 7, é abordada a descrição de plasmas quirais através de relações constitutivas bi-isotrópicas.
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• F. S. Ribeiro, P. D. S. Silva, Rodolfo Casana, and M. M. Ferreira Jr, Hypothesis of a bi-isotropic-
like plasma permeating the interstellar space, Phys. Rev. D 112, 096014 (2025).

No Capítulo 8, é realizada uma aplicação dos resultados obtidos nos capítulos anteriores, abordando
a propagação de sinais de rádio vindos de pulsares que viajam através do meio interestelar, que será
considerado um plasma quiral dentro desta proposta. Restrições sobre os parâmetros quirais de CFJ e
bi-isotrópicos são obtidos através de dados astrofísicos. Sinais de rádio vindos de Fast radio burts fo-
ram também considerados através implicando correções cosmológicas sobre as restrições dos parâmetros
quirais. O conteúdo deste capítulo está publicado na Ref. [86], compondo também a versão aceita da
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• F. S. Ribeiro, P. D. S. Silva, M. M. Ferreira Jr, Constraining CPT-odd electromagnetic chiral para-
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

• F. S. Ribeiro, P. D. S. Silva, R. Casana and M. M. Ferreira Jr., Tight bounds on the Maxwell-Carroll-
Field-Jackiw parameters using Fast Radio Bursts, Phys. Rev. D (no prelo), arXiv:2602.22996
[astro-ph.HE].

Parte do capítulo 8 também compõe os resultados publicados na Ref. [85].
No Capítulo 9, investiga-se a propagação de ondas eletromagnética considerando os efeitos do pa-

râmetro quiral tipo-tempo sobre um plasma frio em rotação. Neste contexto, analisamos e comparamos
efeitos de birrefringência ocasionados pela rotação do meio e pelo parâmetro quiral.

No Capítulo 10, investiga-se a proposta de um plasma quiral como palco para conversão fóton-áxion,
para o qual adotaremos a eletrodinâmica de MCFJ para descrever a corrente Hall anômala e a corrente
magnética quiral. A mistura áxion-fóton é derivada neste contexto, bem como as probabilidades de
conversão e suas respectivas condições de ressonância, para as quais analisaremos as implicações ocasi-
onadas pelos parâmetros quirais e suas principais assinaturas.

Ao final, fazem-se considerações sobre os resultados obtidos no Capítulo 11.
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CAPÍTULO 2
PROPAGAÇÃO DE ONDAS ELETROMAGNÉTICAS EM PLASMAS

FRIOS

Neste capítulo, apresenta-se a abordagem básica para o estudo de propagação de ondas eletromagné-
ticas em plasmas frios, tal qual a usada em livros tradicionais da literatura da física de plasmas. Inicial-
mente, comenta-se a definição de plasma frio e suas origens. Em seguida, discute-se a descrição fluida
para as equações dinâmicas, bem como o procedimento de linearização destas, em conformidade com a
definição de plasma frio. De posse de tais equações dinâmicas, investigam-se efeitos de absorção e pro-
pagação para plasmas não magnetizados. Plasmas magnetizados são considerados em seguida, quando
também são discutidos os efeitos de birrefringência e dicroísmo.
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2.6.3 Birrefringência em plasma magnetizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.6.4 Coeficiente de dicroísmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.7 Oscilações de densidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.1 Plasmas frios

O estudo da propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas origina-se no início do século XX,
quando alguns cientistas tentaram compreender detalhes sobre a real natureza da atmosfera terrestre. Na
época, embora já muito utilizada, a comunicação via rádio a longas distâncias não era tão bem com-
preendida. Uma das primeiras hipóteses veio de Arthur Edwin Kennelly (1861-1939), que postulou em
1902 [18] que a atmosfera terrestre devia conter uma camada condutora, que refletia ondas de rádio como
um espelho, o que justificaria transmissões entre cidades distantes. Posteriormente, Edward V. Appleton
(1892-1965) [13,14], realizou um estudo teórico de tais reflexões, considerando o que é chamado hoje de
modelo de Appleton, uma modelagem para a Ionosfera como uma camada composta por elétrons e íons,
que se moviam sob influência de um campo magnético externo.

Tal como a Ionosfera, um plasma frio é constituído por partículas que estão próximas ao equilíbrio,
ou seja, com agitação térmica desprezível. Mais precisamente, no estudo da propagação de ondas em
plasmas frios, é necessário que o deslocamento da partícula, devido a sua velocidade térmica Vth, ao
longo de um período da onda em questão, seja menor que o comprimento de onda [2]:

2π

ω
Vth << λ, (2.1.1)

ou simplesmente que
Vth <<

ω

k
= vp, (2.1.2)

onde vp é a velocidade de fase da onda. Este é o limite para plasmas frios, que fornece a descrição exata
para plasmas livres de colisões entre as partículas no limite em que Vth/vp → 0. Em uma descrição fluida
para plasmas, que será tratada na seção seguinte, é necessário ressaltar que temos, em geral, dois tipos
de fluidos, um composto por elétrons e outro por íons, de forma que ambos apresentam comportamentos
distintos entre si devido às suas repectivas cargas. Neste sentido, cada espécie α de partículas possui sua
velocidade uα, massa mα e carga eα. Definimos, portanto, um conjunto de equações para descrição de
um plasma composto por partículas de espécie α, que são as equações de continuidade e movimento,
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juntamente com as equações de Maxwell:

∂tρα +∇· (nαuα) = 0; (2.1.3)

mα
Duα
Dt

= eα (E+ uα ×B) ; (2.1.4)

∇× E = −∂tB; (2.1.5)

∇×B = ϵ0µo∂tE+µoJ; (2.1.6)

∇ · E = qα/ϵ0; (2.1.7)

∇ ·B = 0, (2.1.8)

sendo nα a densidade de partículas (número de partículas por unidade de volume). As equações acima
serão as que utilizaremos para o estudo da propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas frios, e
também para investigação das oscilações de densidades.

2.2 Descrição fluida e equações básicas

Por se tratar de um sistema de muitas partículas, uma abordagem hidrodinâmica se torna interessante
para descrever a dinâmica de um meio plasmônico. Para implementar uma descrição fluida, devemos
primeiro determinar a taxa de variação temporal para grandezas que variam com o tempo e com a posição
em tal contexto. Considere a variação de determinada quantidade F , dependente do tempo e da posição:

dF (r, t) =
∂F

∂t
dt+

∂F

∂ri
dri, (2.2.1)

sendo a variação no tempo dada por

d

dt
F (r, t) =

∂F

∂t
+
∂F

∂ri

dri
dt

=
∂F

∂t
+ u · ∇F, (2.2.2)

onde u (r, t) representa a velocidade de um elemento de fluido no ponto r e tempo t, ou seja, a velocidade
de fluxo do fluido. Neste contexto, costuma-se denotar d/dt ≡ D/Dt. Assim, para uma quantidade F
associada à dinâmica de um fluido, a derivada temporal é

DF

Dt
≡ ∂F

∂t
+ u · ∇F. (2.2.3)

A expressão acima é conhecida como derivada substantiva ou derivada material. Já o termo (u · ∇), é
chamado de derivada convectiva e representa a variação da quantidade F originada pelo movimento do
fluido. Neste cenário, escreve-se a segunda lei de Newton para um elemento de fluido de densidade de
massa ρM = nαmα e densidade de carga ρe = nαqα,

nαmα
Duα
Dt

= nαqα (E+ uα ×B) . (2.2.4)
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Usando (2.2.3), obtém-se

mα

(
∂uα
∂t

+ uα · ∇uα

)
= qα (E+ uα ×B) . (2.2.5)

O estudo de propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas é realizado a partir da equação de mo-
vimento acima, da qual é derivada o tensor de permissividade elétrica do meio. Observe que a presença
do termo uα · ∇uα confere um caráter não linear à equação de movimento (2.2.5). No entanto, uma
versão linearizada da Eq. (2.2.5) pode ser obtida assumindo que a onda eletromagnética tenha pequenas
amplitudes, o que nos permite considerá-los como pequenas perturbações em primeira ordem. Com isto,
consideremos que

E = E1, (2.2.6)

B = B0 +B1, (2.2.7)

uα = u1α, (2.2.8)

nα = n0α + n1α. (2.2.9)

O sub-índice 0 representa a grandeza não perturbada, enquanto o sub-índice 1 denota o termo perturbativo
em primeira ordem. Note que o sistema não possui inicialmente campo elétrico (E0 = 0), uma vez que
esta é uma condição para as partículas estarem inicialmente em repouso. Logo, o campo E só possui
componente "perturbada", ou seja, E = E1, e por conseguinte, uα = u1α. Com isto, a equação de
movimento dada em (2.2.5) torna-se

∂u1

∂t
=

qα
mα

(E1 + u1 ×B0) , (2.2.10)

onde foram desprezadas termos em segunda ordem nas quantidades perturbativas. Portanto, nota-se que
a equação de movimento linearizada recai na força de Lorentz para uma partícula de carga qα e massa
mα na presença de campo elétrico E1 e campo magnético B0. O estudo de ondas em plasmas a partir
da força de Lorentz é também realizado no modelo de Appleton, que considera ondas eletromagnéticas
em um plasma rarefeito, composto por partículas carregadas, cuja amplitude de movimento seja pequena
de modo que efeitos de colisões sejam dispensados [88, 89]. Neste sentido, vemos uma compatibilidade
entre a descrição fluida que originou (2.2.10) e o procedimento realizado por Appleton.

As equações de Maxwell e a equação de continuidade são também escritas em termos das quantidades
perturbadas:
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∂n1α

∂t
+∇ · (n0αu1) = 0, (2.2.11)

∇ · E1 = qαnα/ε0, (2.2.12)

∇ ·B1 = 0, (2.2.13)

∇× E1 = −∂B1

∂t
, (2.2.14)

∇×B1 =
1

c2
∂E1

∂t
+ µ0J. (2.2.15)

Como veremos na seções seguintes, Eq. (2.2.10) fornece a susceptibilidade e permissividade elétrica
do plasma, que será obtida para o cenário magnetizado (B0 ̸= 0) e não magnetizado (B0 = 0).

2.3 Plasmas não magnetizados

Inicialmente, vamos abordar a propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas frios dentro do
contexto mais simples, quando o sistema é submetido apenas a presença dos campos da onda, com B0 =

0. Neste caso, considerando um sistema de partículas de carga q e massa m, a equação de movimento
(2.2.10) será

∂u1

∂t
=

q

m
E1. (2.3.1)

Neste cenário, adota-se solução do tipo onda-plana para o campo elétrico, E1 ∼ Ẽ0e
i(k·r−ωt), que nos

permitirá escrever
d2r1
dt2

=
q

m
E0e

i(k·r−ωt), (2.3.2)

sendo dr1/dt = u1. As partículas do meio oscilam na mesma frequência do campo elétrico, de modo
que r1 = r0 (ω) e

i(k·r−ωt), o que nos leva a

−ω2r0 (ω) =
q

m
Ẽ0 → r0 (ω) = − q

mω2
Ẽ0. (2.3.3)

Multiplicando a expressão acima por n0q/ε0, onde ε0 é a permissividade elétrica do vácuo, temos

n0

ε0
qr0 (ω) = − n0q

2

ε0mω2
Ẽ0 → P (ω) = −ε0

n0q
2

ε0mω2
E (ω) , (2.3.4)

sendo P (ω) = n0p (ω) a polarização do meio e p (ω) = qr (ω) o momento de dipolo elétrico de uma
partícula. Como bem sabemos, podemos relacionar a polarização do meio ao campo elétrico por meio da
relação P (ω) = ε0χ (ω)E (ω), de modo que a susceptibilidade elétrica χ (ω) possa ser expressa como

χ (ω) = − n0q
2

ε0mω2
. (2.3.5)
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Podemos também escrever a permissividade do sistema, ε̃ (ω) = ε0 (1 + χ):

ε̃ (ω) = ε0

(
1−

ω2
p

ω2

)
, (2.3.6)

onde
ω2
p = n0q

2/ε0m, (2.3.7)

é a frequência de plasma. Esta é uma frequência característica do meio em questão, que mede a oscilação
natural da densidade de partículas no plasma. Neste capítulo trabalharemos no Sistema Internacional
de Unidades (SI). Para estudar a propagação de ondas eletromagnéticas em meios dispersivos, devemos
lançar mão das equações de Maxwell em sua forma macroscópica [89]:

∇ ·D = qn/ε0, (2.3.8)

∇ ·B = 0, (2.3.9)

∇× E = −∂B
∂t
, (2.3.10)

∇×H =
1

c2
∂D

∂t
. (2.3.11)

juntamente com as relações constitutivas D (r, t) = εE (r, t) e B (r, t) = µH (r, t). Nas equações
acima foram retirados os sub-índices 1, uma vez que já é claro que os campos lá escritos são de natureza
perturbativa, podendo ser associados a uma dependência do tipo Fourier:

E (r, t) = Ẽei(k·r−ωt), D (r, t) = D̃ei(k·r−ωt), (2.3.12)

B (r, t) = B̃ei(k·r−ωt), H (r, t) = H̃ei(k·r−ωt). (2.3.13)

Com isso, as derivadas obedecem à seguinte prescrição operatorial:

∇ → ik e
∂

∂t
→ −iω, (2.3.14)

de forma a reescrevermos as Eqs. (2.3.10) e (2.3.11) como

ik× H̃+ iωε̃ (ω) Ẽ = 0, (2.3.15)

ik× Ẽ− iωµ̃ (ω) H̃ = 0. (2.3.16)

Acima foram usadas as relações constitutivas no espaço de Fourier, D (ω) = ε̃ (ω)E (ω) e B (ω) =

µ (ω)H (ω). Tomando o produto vetorial do vetor de onda k com a Eq. (2.3.16), temos

k× k× Ẽ = ωµ̃ (ω)k× H̃, (2.3.17)
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que substituindo-a em (2.3.15), obtemos:

1

ωµ̃ (ω)
k× k× Ẽ+ ωε̃ (ω) Ẽ = 0. (2.3.18)

Podemos também expressar a equação acima como

k
(
k · Ẽ

)
− k2 Ẽ =− ω2µ0ε̃ (ω) Ẽ, (2.3.19)

onde consideramos µ̃ (ω) = µ0. Uma forma alternativa de reescrevermos a equação acima é usando
notação indicial, que resulta em

MijẼ
j = 0, (2.3.20)

onde definimos a matriz Mij em termos do índice de refração n = ck/ω,

Mij =

[
n2δij − ninj −

εij (ω)

ε0

]
. (2.3.21)

Vamos retornar a este resultado ocasionalmente durante o presente capítulo, uma vez que, a partir dele,
serão derivados os modos de propagação suportados pelo sistema, bem como suas respectivas relações
de dispersão, obtidas através das soluções não triviais da Eq.(2.3.21), para as quais vale det [Mij] = 0.

Tomando a permissividade ε̃ (ω), dada pela Eq. (2.3.6), escrevemos a seguinte equação matricial:n2 − n2
x −

(
1− ω2

p/ω
2
)

−nxny −nxnz
−nxny n2 − n2

y −
(
1− ω2

p/ω
2
)

−nynz
−nxnz −nynz n2 − n2

z −
(
1− ω2

p/ω
2
)

ẼxẼy
Ẽz

 = 0. (2.3.22)

A partir da equação acima podemos examinar os modos de propagação longitudinais e transversais do
sistema, descritos a seguir.

2.3.1 Modo longitudinal

O modo longitudinal configura-se quando a polarização do campo Ẽ é paralela ao vetor de onda k,
ou seja, k ∥ Ẽ. Trata-se de uma configuração excepcional, que não ocorre para ondas E.M no vácuo,
como bem conhecido. Deste modo, a onda possui campo elétrico alinhado à sua direção de propagação.
Sem perda de generalidade, vamos adotar k = |k| ẑ e Ẽ = Ez ẑ, de forma que a Eq. (2.3.22), torna-sen2 −

(
1− ω2

p/ω
2
)

0 0

0 n2 −
(
1− ω2

p/ω
2
)

0

0 0 −
(
1− ω2

p/ω
2
)

 0

0

Ẽz

 = 0, (2.3.23)

levando a
−
(
1− ω2

p/ω
2
)
Ẽz = 0. (2.3.24)
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Para que Ẽz ̸= 0, devemos impor
(
1− ω2

p/ω
2
)
= 0, resultando em

1− ω2
p/ω

2 = 0 → ω2 = ω2
p. (2.3.25)

Isto mostra que plasmas não magnetizados permitem ondas longitudinais com frequência igual à ωp
(frequência de plasmas), ou seja, que vibre com a mesma frequência característica do meio. Além disso,
este modo possui velocidade de grupo (vg = dω/dk) nula, uma vez que a relação (2.3.25) não depende
de k. Portanto, trata-se de um modo não propagante, conhecido como modo de oscilações de plasmas.
Este modo coincide com as oscilações densidade do meio, conhecidas como plasmons (oscilações de
Langmuir), que serão tratadas no final deste capítulo.

2.3.2 Modo transversal

Investigaremos agora o modo transversal, caracterizado por apresentar campo E ortogonal à direção
de propagação, ou seja, k ⊥ Ẽ. Assim, mantendo k = |k| ẑ, teremos Ẽ = (Ẽx, Ẽy, 0). A Eq. 2.3.22
torna-se: n2 −

(
1− ω2

p/ω
2
)

0 0

0 n2 −
(
1− ω2

p/ω
2
)

0

0 0 −
(
1− ω2

p/ω
2
)

ẼxẼy

0

 = 0, (2.3.26)

fornecendo [
n2 −

(
1− ω2

p/ω
2
)]
Ẽx = 0, (2.3.27)[

n2 −
(
1− ω2

p/ω
2
)]
Ẽy = 0. (2.3.28)

Uma solução não trivial requer Ẽ ̸= 0, o que nos leva à solução

n2 = 1− ω2
p/ω

2. (2.3.29)

Podemos reescrever a solução acima usando n = ck/ω, que fica

k2 =
ω2 − ω2

p

c2
. (2.3.30)

Esta é a relação de dispersão para o modo de propagação transversal. Evidentemente, trata-se de um
modo propagante, para o qual é possível determinar uma velocidade de grupo. Para isso, escrevemos
(2.3.29) na forma

ω2 = c2k2 + ω2
p, (2.3.31)

da qual, calculando dω/dk, é fácil obter

vg = c
√
1− ω2

p/ω
2, (2.3.32)

a velocidade de grupo para o modo transversal em plasma não magnetizado.
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n

Figura 2.1: Índice de refração (2.3.29). A linha tracejada corresponde à parte imaginária de n, enquanto
a linha sólida representa a parte real de n. A zona sombreada corresponde a uma zona de absorção para
onda EM.

2.3.3 Propagação e absorção

Os fenômenos de propagação e absorção de ondas eletromagnéticas podem ocorrer em meios disper-
sivos. A propagação ocorre quando o índice de refração (ou vetor de onda) é real, ou seja, para intervalos
de frequência em que n (ω) ∈ R, condição que garante um vetor de onda real, o que indica uma onda
propagante (proporcional ao termo eik·r). Por sua vez, a absorção ocorre quando o índice de refração
torna-se complexo, n (ω) ∈ C, seja o meio dispersivo ou não dispersivo. Para n complexo corresponde
um vetor de onda complexo, k ∈ C, cuja parte imginária gera uma onda evanescente (proporcional ao
termo e−k·r), representando a impossibilidade de propagação no meio.

Retornando ao índice de refração (2.3.29), pode-se observar que a frequência de plasma ωp demarca
a separação entre uma região em que n ∈ R e outra em que n ∈ C, definindo intervalos de propagação
ou absorção, vide Figura 2.1:

(i) Para ω < ωp não ocorre propagação de ondas EM no plasma, pois temos Im[n] ̸= 0, levando a n
∈ C.

(ii) Se ω > ωp, temos Re[n] ̸= 0 e n ∈ R, ocorrendo propagação de ondas EM no plasma.

(iii) Para o regime de frequências em que ω >> ωp, temos n → 1, recaindo na relação de dispersão
para o vácuo, ω = ck. Neste regime, a onda se propaga como estivesse no vácuo, sem sofrer efeitos
do meio, como a dispersão.

Algo interessante relacionado ao item (i), é que tal regime de frequências é extremamente útil para
comunicações via rádio. Ondas de rádio podem variar de 10 Hz a 109 Hz, mas são frequentemente
utilizadas em meios de comunicação na faixa de 106 Hz, como acontece nas ondas de rádio de frequência
modulada (FM). Tais ondas, emitidas de um ponto aqui da Terra, incidem na atmosfera, onde a densidade
de partículas é aproximadamente n0 ≈ 1012m−3 (ωp ≈ 106 Hz), sendo refletidas de volta à superfície,
possibilitando que a onda emitida atinja receptores localizados em outras partes do globo [90].
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2.4 Plasmas frios magnetizados

Nesta seção, investigaremos a propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas frios magnetizados.
Para isso, tomamos a Eq. (2.2.10) considerando agora B0 ̸= 0, o que nos permitirá obter a permissivi-
dade para um sistema na presença de background magnético. Adotaremos um campo magnético externo
uniforme, disposto ao longo de um eixo - z: B0 = B0ẑ, atuando num sistema de partículas de carga q e
massa m. Neste cenário, cada partícula está submetida à seguinte força:

∂2r1
∂t2

=
q

m

(
E1 +

∂r1
∂t

×B0

)
, (2.4.1)

onde E1 (t) é o campo elétrico perturbativo, pertencente à onda eletromagnética. Propondo transformadas
de Fourier para a posição r1 (t) e para o campo E1 (t),

r (t) =
1

2π

� +∞

−∞
r̃ (ω) e−iωtdω e E (t) =

1

2π

� +∞

−∞
Ẽ (ω) e−iωtdω, (2.4.2)

teremos para os termos de derivada temporal a prescrição

d2r1 (t)

dt2
→ −ω2r1 (ω) ,

dr1 (t)

dt
→ −iωr1 (ω) , (2.4.3)

que nos leva a

−ω2r1 (ω) =
q

m
E (ω)−iω

m
qr1 (ω)×B0. (2.4.4)

Multiplicando a equação acima pelo densidade de partículas n0, e também por q, obtém-se:

−ω2n0qr1 (ω) =
n0q

2

m
E (ω)−iω

m
n0q

2r1 (ω)×B0, (2.4.5)

−ω2P (ω) = ε0ω
2
pE (ω)−iqω

m
P (ω)×B0, (2.4.6)

onde definimos, novamente, a frequência de plasma, ω2
p = n0q

2/εom, e a polarização do meio, P (ω) =

n0p (ω), onde p = qr é momento de dipolo elétrico de apenas uma única partícula de carga q [88]. A
Eq. (2.4.6) pode ser escrita na forma indicial,

−ω2P k = ε0ω
2
pE

k−iqω
m
ϵkmnP

mBn
0 , (2.4.7)

onde foi ocultada a dependência de P e E em termos de ω. Sabendo que o campo magnético está alinhado
à direção z, este só contribui com índice 3 no último termo de (2.4.7), de forma que podemos escrever
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um sistema de três equações, para as três componentes de P, k = 1, 2, 3, ou seja:

−ω2P (1) = ε0ω
2
pE

(1)−iqω
m
ϵ123P

(2)B
(3)
0 , (2.4.8)

−ω2P (2) = ε0ω
2
pE

(2)−iqω
m
ϵ213P

(1)B
(3)
0 , (2.4.9)

−ω2P (3) = ε0ω
2
pE

(3)−iqω
m
ϵ3m3P

(m)B
(3)
0 , (2.4.10)

que recaem em

−ω2Px = ε0ω
2
pEx−iωωcPy, (2.4.11)

−ω2Py = ε0ω
2
pEy+iωωcPx, (2.4.12)

−ω2Pz = ε0ω
2
pEz, (2.4.13)

onde usamos as propriedades do símbolo de Levi-Civita e definimos a frequência de ciclotron:

ωc = qB0/m. (2.4.14)

Esta é frequência angular correspondente à orbita das partículas em torno das linhas do campo magnético
B0. Tal frequência é um parâmetro inerente a sistemas magnetizados, uma vez que se anula quandoB0 =

0. A susceptibilidade elétrica do sistema pode ser obtida escrevendo cada componente da polarização
em função das componentes do campo elétrico, uma vez que a relação isotrópica P = ε0χE pode ser
generalizada na forma tensorial P i = ε0χijE

j , onde χij representa o tensor de susceptibilidade [88, 89].
Tomando as Eqs. (2.4.11) e (2.4.12), podemos isolar a componente Px em termos das componentes do
campo elétrico:

Px = −ε0
ω2
p

(ω2 − ω2
c )
Ex−iε0

ωcω
2
p

ω (ω2 − ω2
c )
Ey. (2.4.15)

Substituindo este resultado na Eq. (2.4.12), obtemos uma relação similar para a componente Py:

Py = ε0
iωcω

2
p

ω (ω2 − ω2
c )
Ex − ε0

ω2
p

(ω2 − ω2
c )
Ey. (2.4.16)

Obtidas as expressões (2.4.13), (2.4.15) e (2.4.16), pode ser montada uma equação matricial para a pola-
rização, P i = ε0χijE

j , sendo esta:

P = ε0


− ω2

p

(ω2−ω2
c )

−i ωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

0
iωcω2

p

ω(ω2−ω2
c )

− ω2
p

(ω2−ω2
c )

0

0 0 −ω2
p

ω2


ExEy
Ez

 . (2.4.17)

Observe que esta é uma expressão bem diferente daquela obtida para a polarização no sistema não mag-
netizado, dado na Eq. (2.3.4), apresentando-se agora numa estrutura matricial. Neste caso, matriz 3× 3

na Eq. (2.4.17) representa a susceptibilidade elétrica, χij , que pode ser usada para obter a permissividade
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elétrica ε̃ij do sistema. Para isso, utilizamos a relação para o deslocamento elétrico:

Di = ε0E
i + ε0χijE

j = ε0 (δij + χij)E
j, (2.4.18)

Di = ε̃ijE
j, (2.4.19)

onde a permissividade é dada por
ε̃ij = ε0 (δij + χij) . (2.4.20)

A partir de (2.4.17), podemos escrever a forma explícita de ε̃ij:

ε̃ij = ε0


1− ω2

p

(ω2−ω2
c )

−i ωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

0
iωcω2

p

ω(ω2−ω2
c )

1− ω2
p

(ω2−ω2
c )

0

0 0 1− ω2
p

ω2

 . (2.4.21)

Este é o chamado tensor de permissividade [2, 88], que contém as principais propriedades de um plasma
magnetizado, revelando como o meio reage à presença dos campos elétrico e magnético. Podemos obser-
var que a presença do campo magnético B0 estabelece anisotropia no sistema, o que se manifesta através
da diferença do setor 2 × 2 (da matriz (2.4.21)), que isola as componentes x e y (ortogonais ao campo
magnético) em relação ao elemento ε̃33. Note que fazendo B0 = 0, teríamos ωc = 0, e a Eq. (2.4.21)
apresentaria componentes não nulas apenas na diagonal principal,

ε̃ij = ε0

1−
ω2
p

ω2 0 0

0 1− ω2
p

ω2 0

0 0 1− ω2
p

ω2

 , (2.4.22)

uma forma de tensor de permissividade típica de meios isotrópicos. O tensor de permissividade (2.4.21)
constitui uma ferramenta fundamental no estudo de propagação de ondas eletromagnéticas em qualquer
meio material (eletrodinâmica de meios contínuos), assim como em plasmas diversos. A permissividade
(2.4.21) é própria para plasmas na presença de campo magnético (plasmas magnetizados), sendo o ponto
de partida para discussão das propriedades destes sistemas.

Como já calculado na Eq. (2.3.20), as equações de Maxwell fornecem uma equação de onda para o
campo elétrico na forma tensorial, reescrita abaixo:

MijE
j = 0, (2.4.23)

onde
Mij = n2δij − ninj −

εij (ω)

ε0
. (2.4.24)
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Tomando a permissividade (2.4.21), a forma explícita da equação matricial acima én2 − n2
x − S iD − nxny −nxnz

−iD − nxny n2 − n2
y − S −nynz

−nxnz −nynz n2 − n2
z − P


ẼxẼy
Ẽz

 = 0, (2.4.25)

na qual definimos os parâmetros

S = 1−
ω2
p

(ω2 − ω2
c )
, P = 1−

ω2
p

ω2
, e D = −

ωcω
2
p

ω (ω2 − ω2
c )
. (2.4.26)

Podemos investigar separadamente os modos de propagação para ondas que se propagam paralela
e ortogonalmente ao campo magnético externo, as chamadas configuração de Faraday e configuração
Voigt, respectivamente.

2.4.1 Propagação paralela ao campo magnético

Iniciamos pela investigação dos modos de propagação do sistema na configuração de Faraday, con-
siderando a propagação da onda ao longo do eixo-z, no qual está disposto o campo magnético externo.
Para isso, adotamos n = nẑ na Eq. (2.4.25), que torna-sen2 − S iD 0

−iD n2 − S 0

0 0 −P


ẼxẼy
Ẽz

 = 0. (2.4.27)

2.4.1.1 Modo longitudinal

Como já dito, no modo longitudinal a onda deve propagar-se na mesma direção do campo elé-
trico, ou seja, k ∥ Ẽ. Com isso, vamos adotar Ẽ = (0, 0, Ẽz), de forma que a Eq. (2.4.27), fornece

−PẼz = 0. (2.4.28)

Para que Ẽz ̸= 0, devemos impor P = 0, resultando, pela definição (2.4.26), em

1−
ω2
p

ω2
= 0 → ω2 = ω2

p. (2.4.29)

Isto mostra que o modo longitudinal em um plasma magnetizado vibra na mesma frequência de um
plasma não magnetizado.

2.4.1.2 Modo transversal

O modo transversal é, por sua vez, caracterizado por apresentar campo E ortogonal à direção de
propagação, ou seja, k ⊥ Ẽ. Deste modo, o campo elétrico deve se dispor na forma Ẽ = (Ẽx, Ẽy, 0) na
Eq. (2.4.27), que reduz-se a um problema matricial 2× 2,
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[
n2 − 1 +

ω2
p

(ω2−ω2
c )

iωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

− iωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

n2 − 1 +
ω2
p

(ω2−ω2
c )

][
Ẽx

Ẽy

]
= 0, (2.4.30)

ou simplesmente,
Λ̃ · Ẽ = 0. (2.4.31)

A matriz Λ̃ é a chamada matriz de dispersão [2], que contém as informações necessárias para en-
contrar as relações de dispersão para os modos transversais da teoria. A Eq. (2.4.30) possui solução não
trivial quando o determinante da matriz de dispersão se anula: det Λ̃ = 0. Com isso, obtemos:{

n2 − 1 +
ω2
p

(ω2 − ω2
c )

}2

−
{

ωcω
2
p

ω (ω2 − ω2
c )

}2

= 0, (2.4.32)

n2 = 1−
[
(ω ∓ ωc)ω

2
p

ω (ω2 − ω2
c )

]
, (2.4.33)

que fornece duas expressões para o índice de refração:

n2 = 1−
ω2
p

ω (ω + ωc)
ou n2 = 1−

ω2
p

ω (ω − ωc)
. (2.4.34)

As expressões acima podem ser agrupadas em apenas uma:

n2
± = 1−

ω2
p

ω (ω ± ωc)
. (2.4.35)

Veremos a seguir que cada expressão para o índice de refração (n+ e n−) está associada a um modo
de propagação transversal de polarização distinta.

2.4.2 Índices de refração n±, propagação e absorção

Nesta seção, vamos destacar os intervalos em que ocorrem propagação e absorção para cara um dos
índices obtidos anteriormente. Observe que a Eq. (2.4.35) na verdade fornece quatro soluções para o
índice de refração n. No entanto, neste momento, levaremos em consideração apenas índices de refração
positivos, uma vez que seus pares negativos correspondem as suas soluções espelhadas (n→ −n). Além
disso, índices de refração negativos, ou que apresentem intervalos de negatividade, estão conectados
com os chamados metamateriais, que não abordaremos neste trabalho, embora sejam oportunamente
mencionados mais adiante. Portanto, quando nos referirmos a n+ e n−, estaremos indicando apenas suas
soluções positivas, o que significa ter

n± =

√
1−

ω2
p

ω (ω ± ωc)
, (2.4.36)

como uma função real.
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Como já comentado, em meios dispersivos podem ocorrer os efeitos de propagação e absorção, obser-
vados quando n ∈ R ou n ∈ C, respectivamente. Logo, ocorre propagação para um plasma magnetizado
nos intervalos de frequência em que n2

± > 0, ao passo que ocorre absorção para intervalos onde n2
± < 0.

O comportamento dos índices quadráticos n2
+ e n2

−, dados na Eq. (2.4.35), está ilustrado nos gráficos
da Figura 2.2, onde também é mostrado o comportamento da frequência ω em função do vetor de onda
k. Os índices n2

+ e n2
− possuem raízes reais diferentes, ou seja, tocam no eixo - ω em posições distintas.

As raízes positivas relativas a n+ e n− estão apresentadas abaixo:

ω+ =
1

2

(√
ω2
c + 4ω2

p − ωc

)
, (2.4.37)

ω− =
1

2

(√
ω2
c + 4ω2

p + ωc

)
, (2.4.38)

sendo chamadas de frequências de corte (cutoff frequencies), pois estabelecem frequências limítrofes
para os efeitos de absorção e propagação. Analisando a expressão (2.4.35), o comportamento do plasma
pode ser descrito de acordo com os intervalos seguintes:

(i) 0 < ω < ω+: ocorre absorção para o modo associado ao índice de refração n+, uma vez que
n2
+ < 0 e n+ ∈ C neste intervalo. O modo relacionado a n− se propaga neste intervalo.

(ii) 0 < ω < ωc: propaga a onda associada ao índice de refração n−, já que temos n2
− > 0.

(iii) ωc < ω < ω−: temos absorção para o modo correspondete a n−, pois temos n2
− < 0.

(iv) ω > ω−: propagam as ondas associadas aos índices n+ e n−, tendendo a 1 (n2
± → 1) no limite em

que ω → ∞.

Na Figura 2.2b as curvas tracejadas (azul) estão associadas ao índice de refração n−, enquanto a linha
sólida (vermelha) está associada ao índice de refração n+. Considerando ωc = ωp, a ressonância de
ciclotron (ω = ωc) também ocorre para a frequência de plasmas ωp.

Embora seja a análise acima comum na literatura de física de plasmas, é possível também investigar
os índices não quadráticos através do comportamento de suas partes reais e imaginárias. Neste caso, a
absorção ocorre quando Im[n] ̸= 0, enquanto a propagação ocorre para Im[n] = 0 e Re[n] ̸= 0. O
comportamento das partes real e imaginária de cada um dos índices n+ e n− está ilustrado na Fig. 2.3,
representado pelas curvas sólidas e tracejadas, respectivamente. Observe que as mesmas observações
listadas acima estão de acordo com os intervalos destacados nas Figs. 2.3, onde as regiões destacadas
representam as zonas de absorção para cada índice, demarcando os intervalos em que Im[n] ̸= 0.

2.4.3 Modos de propagação e polarizações

Nesta seção determinaremos os modos de propagação eletromagnéticos permitidos pelo sistema. Para
isso, retornamos à equação matricial (2.4.30), onde o índice de refração assume dois valores possíveis,
dados pela Eq. (2.4.35). Observe que esta é uma equação compatível com autovalores nulos. Logo,
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Figura 2.2: (a) Gráficos dos índices de refração n2
+ e n2

−, dados em (2.4.35). (b) Gráfico das relações de
dispersão (ω × k) associadas aos indices n+ (linha sólida vermelha) e n− (linha tracejada azul). Aqui,
usamos ω = ωp.

os autoestados que nos interessam são aqueles associados a autovalores nulos. Iniciamos substituindo a
expressão para n+ em (2.4.30),[

n2
+ − 1 +

ω2
p

(ω2−ω2
c )

iωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

− iωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

n2
+ − 1 +

ω2
p

(ω2−ω2
c )

][
Ẽx

Ẽy

]
= 0, (2.4.39)

que fornece os autovalores com seus respectivos autovetores:

λ(1+) = −
2ωcω

2
p

ω (ω2 − ω2
c )

→ Ẽ(1+) =

[
i

1

]
, (2.4.40)

λ(2+) = 0 → Ẽ(2+) =

[
−i
1

]
. (2.4.41)

Deste modo, nota-se que Ẽ(2+) é o autovetor associado ao autovalor nulo, λ(2+), sendo este o campo
elétrico que se propaga com velocidade de fase uph = c/n+. O campo elétrico Ẽ(2+) pode ser escrito
como

Ẽ(2+) = −i

[
1

i

]
, (2.4.42)

e representa uma onda circularmente polarizada à esquerda, ou, do inglês, left-circularly polarized (LCP).
Substituindo a expressão para n− na Eq. (2.4.30), temos a equação matricial[

n2
− − 1 +

ω2
p

(ω2−ω2
c )

iωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

− iωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

n2
− − 1 +

ω2
p

(ω2−ω2
c )

][
Ẽx

Ẽy

]
= 0, (2.4.43)
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Figura 2.3: Gráficos dos índice de refração n+ (a) e n− (b). A linha tracejada corresponde à parte imagi-
nária de n±, enquanto a linha sólida representa a parte real de n±. As regiões sombreadas correspondem
a zonas de absorção para modo associado. Aqui, usamos ω = ωp.

cujos autovalores e autovetores são:

λ(1) =
2ωcω

2
p

ω (ω2 − ω2
c )

→ Ẽ(1−) =

[
−i
1

]
, (2.4.44)

λ(2−) = 0 → Ẽ(2−) =

[
i

1

]
. (2.4.45)

Com isso, vemos que o autovetor Ẽ(2−), associado ao autovalor nulo, é quem representa o campo elétrico
da onda propagante, no caso, uma onda circularmente polarizada à direita, ou do inglês right-circularly
polarized (RCP). Portanto, obtemos dois modos propagantes correspondentes a ondas circularmente po-
larizadas à direita (Ey = −iEx) e à esquerda (Ey = iEx), RCP e LCP, respectivamente [2,88]. Abaixo é
apresentada a polarização relacionada a cada modo transversal encontrado:

ẼLCP =
−i√
2

[
1

i

]
, associado à n+, (2.4.46)

ẼRCP =
i√
2

[
1

−i

]
, associado à n−. (2.4.47)

Algo muito interessante é que neste contexto é possível ocorrer a propagação simultânea dos dois
modos (associados aos índices de refração n+ e n−). Para isso, é necessário que n2

− > 0 e n2
+ > 0 para

um mesmo intervalo de frequência, fato que ocorre quando ω > ω− e para o intervalo ω+ < ω < ωc.
Note que a frequência de corte ω+ pode ser maior que a frequência de ciclotron ωc, como mostrado na
Figura 2.2b. Quando isto ocorre, só ocorre propagação de ambos os modos no intervalo ω > ω−.

A sobreposição destes dois modos gera uma onda linearmente polarizada. O fato de termos n− ̸=
n+ gera uma diferença de velocidade de fase que implica na rotação do vetor campo elétrico da onda
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propagante (rotação da direção de polarização), o fenômeno conhecido por birrefringência, que será
melhor discutido mais adiante.

2.4.4 Propagação ortogonal ao campo magnético

Investigaremos agora a propagação de ondas ortogonais à direção do campo magnético (configuração
Voigt). Para isso, reescrevemos a Eq. (2.4.25) considerando as componentes transversais do índice de
refração (ou vetor de onda), tomando n = (nx, ny, 0):n2 − n2

x − S iD − nxny 0

−iD − nxny n2 − n2
y − S 0

0 0 n2 − P


δExδEy

δEz

 = 0. (2.4.48)

Adotando uma parametrização polar no plano (x, y) na forma n = n (cosϕ, sinϕ, 0), teremos n2 − n2 cos2 ϕ− S iD − n2 sinϕ cosϕ 0

−iD − n2 sinϕ cosϕ n2 − n2 sin2 ϕ− S 0

0 0 n2 − P


δExδEy

δEz

 = 0, (2.4.49)

cujo determinante nulo fornece a seguinte relação de dispersão:

−
(
n2 − P

) (
D2 + S

(
n2 − S

))
= 0, (2.4.50)

que independe do ângulo ϕ. De posse da relação de dispersão, investigamos a seguir os modos de propa-
gação dela derivados.

2.4.4.1 Modo transversal ordinário

Dentro da configuração Voigt, o campo elétrico associado à propagação transversal do campo elétrico
é δE = (0, 0, δEz), que fornece o índice

n2 = P → n2 = 1−
ω2
p

ω2
. (2.4.51)

Note que este é o mesmo índice de refração obtido no estudo de propagação de ondas eletromagnéticas
em plasmas não magnetizados, dado em (2.3.29), cujo comportamento está ilustrado na Fig. 2.1. Assim,
observa-se que o modo transversal não sofre influência do campo magnético externo quando este está
alinhado ortogonalmente à direção de propagação, sendo absorvido para ω < ωp, enquanto propaga-se
no regime em que ω > ωp. Tal modo é comumente chamado na literatura como ordinário.

2.4.4.2 Modo extraordinário

Observe que foram consideradas duas direções de propagação ortogonais ao campo magnético ex-
terno, representadas por n = (nx, ny, 0). Com isso, ao invés de analisarmos configurações de campo
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elétrico longitudinais à cada uma destas direções, adotaremos o procedimento usual da literatura [2],
explorando ambas as direções mutuamente, com δE = (δEx, δEy, 0), obtendo o chamado modo de pro-
pagação extraordinário.

Da relação de dispersão (2.4.50), obtém-se o índice

n2
X =

S2 −D2

S
, (2.4.52)

que, juntamente com Eq. (2.4.49), verifica-se estar relacionado ao seguinte modo de propagação:

EX = iC

S/D−i
0

 , (2.4.53)

sendo C uma constante de normalização a ser determinada. Observe que o modo de propagação extra-
ordinário é elipticamente polarizado, uma vez que o caso S = D implicaria em índice de refração nulo
[vide Eq. (2.4.52)], impedindo a possibilidade de modo propagante circularmente polarizado em (2.4.53).

2.4.5 Índice nX
O índice de refração nX pode ser escrito explicitamente em termos da frequência ω tomando as

relações para S e D, dadas em (2.4.26):

S = 1−
ω2
p

(ω2 − ω2
c )
, D = −

ωcω
2
p

ω (ω2 − ω2
c )
. (2.4.54)

Assim, escreve-se

n2
X =

ω4 − ω2
(
2ω2

p + ω2
c

)
+ ω4

p

ω4 − ω2
(
ω2
p + ω2

c

) . (2.4.55)

Note que, a partir do denominador da expressão acima, podemos inferir uma frequência de ressonân-
cia para a qual nX → ∞, sendo esta

ωcp =
√
ω2
c + ω2

p, (2.4.56)

que depende diretamente da soma das frequências de plasma e ciclotron. Além disso, o numerador
em (2.4.55) fornece duas raízes para índice de refração, que coincidem com aquelas obtidas para os
índices de refração associados à propagação paralela ao campo magnético, ω±, dadas em (2.4.38). O
comportamento do índice de refração nX em função da frequência ω está ilustrado na Fig. (2.4), a partir
da qual destacamos:

(i) Para 0 < ω < ω+, nX é imaginário, correspondendo a uma zona de absorção do modo associado.

(ii) Para ω+ < ω < ωcp, ocorre Re[nX ] > 0 e Im[nX ] = 0, sendo esta uma zona de propagação.

(iii) Para ω → ωcp, ocorre nX → +∞, uma ressonância. Em seguida, para ωcp < ω < ω−, Re[nX ] = 0

e Im[nX ] ̸= 0, e temos uma zona de absorção para o modo extraordinário.
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Figura 2.4: Índice de refração (2.4.55). A linha tracejada corresponde à parte imaginária de nX , enquanto
a linha sólida representa a parte real de nX . As zonas sombreadas correspondem a zonas de absorção
para para o modo extraordinário.

(iv) Para ω > ω−, o índice de refração nx é sempre positivo e real, correspondendo a uma zona de
propagação.

2.5 Modos de baixas frequências

Algo de grande interesse na física de plasmas, assim como na física do estado sólido, é a possível
existência de modos de baixas frequências, chamados hélicons. Para investigar tais modos, considera-se
o regime em que

ω ≪ ωp, ωc ≪ ωp, ω ≪ ωc. (2.5.1)

Para implementar tal regime, os índices em (2.4.35) podem ser reescritos na forma

n2
± = 1−

ω2
p

ω2 (1± 1/x)
, (2.5.2)

onde x = ω/ωc ≪ 1, o que permite reescrevê-los na seguinte forma aproximada:

n2
± ≈ 1∓

ω2
p

ω2
x → n2

± ≈ 1∓
ω2
p

ω2

ω

ωc
. (2.5.3)

Levanto em conta que ω ≪ ωp, os índices acima tornam-se

n+ = i

√
ω2
p

ωωc
e n− =

√
ω2
p

ωωc
, (2.5.4)

revelando que o índice n+, associado à onda LCP não se propaga no regime em questão, uma vez que é
puramente imaginário. Por outro lado, o índice de refração n−, associado à onda RCP que propaga no
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plasma magnetizado, fornece um modo hélicon, descrito por

n− = ωp

√
1

ωωc
. (2.5.5)

No contexto da física de plasmas, o hélicon RCP é conhecido como onda whistler, e se realiza muito
comumente na atmosfera terrestre: quando um relâmpago ocorre no hemisfério sul entre as nuvens e a
Ionosfera, desencadeia-se um pulso de onda (pacote de onda) que se dispersa em ondas de baixa frequên-
cia (entre 100 Hz e 10 kHz), propagando ao longo das linhas do campo magnético terrestre, de acordo
com o índice de refração (2.5.5). Ao atingir o hemisfério norte, a onda é captada na faixa de frequência
audível reproduzindo um som (ruído) que decai lentamente, como um “assobio”, fato que explica o nome
“whistler wave” para tal fenômeno [vide Ref. [3] (Capítulo 9) para mais detalhes].

2.6 Birrefringência

A birrefringência é um fenômeno óptico em que um material apresenta índices de refração distintos
relacionados à da direção de propagação da luz no meio. Tal efeito manifesta-se de duas maneiras: como
dupla refração, ou como birrefringência circular. A dupla refração corre quando a luz incidente se divide
em dois raios refratados em direções diferentes. Um dos raios obedece à Lei de Snell, enquanto o outro
surge devido a um segundo valor do índice de refração. Por sua vez, a birrefringência circular ocorre
quando dois modos (geralmente de polarizações circulares opostas) propagam-se na mesma direção e
com velocidades de fase distintas, associadas a diferentes índices de refração. Neste caso, a defasagem
entre os modos resulta em uma rotação do campo elétrico, ou seja, da polarização da luz.

Em cristais ópticos a birrefringência se manifesta de acordo com o ângulo de incidência em relação
ao eixo óptico, como mostrado na Figura (2.5): No caso (a) a luz incide obliquamente em relação ao
eixo óptico, ocorrendo dupla refração, com raios refratados em direções diferentes. No caso (b) a luz
que incide ortogonalmente ao eixo óptico, ocorrendo birrefringência circular, e os raios refratados na
mesma direção estão defasados. Pra incidência paralela ao eixo óptico, como no caso (c), não ocorre
birrefringência e a luz é refratada como em um cristal isotrópico. Para um tratamento melhor sobre
birrefringência vide a referência [40].

Tal fenômeno pode manifestar-se dentro do contexto de plasmas magnetizados. Como visto nas
seções anteriores, plasmas magnetizados apresentam índices de refração diferentes para ondas que se
propagam numa mesma direção - z, sendo associados a modos de polarização circulares, RCP e LCP.
Neste caso, tais modos propagam-se com velocidades de fase distintas:

uph± =
c

n±
. (2.6.1)

Neste cenário a birrefringência ocasiona a rotação do plano de polarização: quando uma onda li-
nearmente polarizada se propaga dentro de um material birrefringente, emerge do meio também como
uma onda linearmente polarizada, porém com campo elétrico rotacionado (no plano de polarização). Isso
ocorre pelo fato da onda inicial ser decomposta em duas ondas circularmente polarizadas que viajam com
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Figura 2.5: Birrefringência em cristais ópticos.

velocidade de fase diferentes. Tal diferença de fase é responsável por rotacionar o plano de polarização,
como mostraremos a seguir.

2.6.1 Efeito Faraday

Dentre as várias formas de gerar o fenômeno de birrefringência, existe aquela ocasionada pela pre-
sença de campo magnético externo. Tal fenômeno foi observado por Michael Faraday em 1845, um dos
mais importantes cientistas do século XIX, quando este percebeu que o plano de polarização da luz gi-
rava ao passar por um material (vidro) submetido a influência de um campo magnético de um eletroímã.
Esta foi a primeira vez em que se observou uma ligação entre a luz e o magnetismo. Tal fenômeno ficou
conhecido como rotação de Faraday ou efeito Faraday. Neste caso, a birrefringência ocorre graças à pre-
sença de campo magnético B0 externo, que gera velocidades de fase distintas para os modos propagantes
da luz, tal como ocorre no plasma magnetizado. Observe que, se fizermos B0 = 0, teremos ωc = 0 na
Eq. (2.4.35), e por consequência:

n+ = n−, (2.6.2)

levando à igualdade entre as velocidades de fase dadas na Eq. (2.6.1). Portanto, neste caso, só ocorre
birrefringência ou rotação do plano de polarização, quando o meio é submetido a um campo magnético
externo.

2.6.2 Ângulo de rotação do plano de polarização e o poder de rotação

Nesta seção, vamos demonstrar que a diferença entre os índices de refração da Eq. (2.4.35), é res-
ponsável por rotacionar o plano de polarização da onda resultante que emerge do meio. Para ilustrar tal
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rotação, vamos considerar uma onda linearmente polarizada, que se propaga uma distância L ao longo
do plasma. Inicialmente, pode-se decompor sua orientação de polarização em duas ondas circularmente
polarizadas (à direita e à esquerda), não defasadas, como mostrado a seguir:

EInicial =

[
1

0

]
=

1

2

[
1

−i

]
︸ ︷︷ ︸
RCP

+
1

2

[
1

i

]
︸︷︷︸
LCP

. (2.6.3)

Após a propagação ao longo de uma distância L, durante a qual as ondas RCP e LCP passam a ter vetores
de onda distintos (k+ e k−), o campo elétrico resultante é expresso como

ẼFinal =
1

2

[
1

−i

]
eik−L +

1

2

[
1

i

]
eik+L, (2.6.4)

ẼFinal =
1

2
ei(k++k−)L/2

{[
1

−i

]
ei(k−−k+)L/2 +

[
1

i

]
e−i(k−−k+)L/2

}
, (2.6.5)

podendo ser reescrito forma

ẼFinal =
1

2
eiψ

{[
eiθ

−ieiθ

]
+

[
e−iθ

ie−iθ

]}
, (2.6.6)

onde foram usadas as seguintes definições:

ψ =
L

2
(k+ + k−) e θ =

L

2
(k− − k+) . (2.6.7)

Simplificando o resultado (2.6.6), obtemos:

ẼFinal = eiψ

[
cos θ

sin θ

]
. (2.6.8)

O resultado acima mostra que campo elétrico é rotacionado no plano de polarização (plano da frente de
onda) pelo ângulo θ. A fim de melhor ilustrar tal rotação, escrevemos as ondas inicial e final na forma
vetorial:

EInicial = ϵ̂1 e ẼFinal = eiψ [cos θϵ̂1 + sin θϵ̂2] , (2.6.9)

sendo ϵ̂1 e ϵ̂2 os versores que definem o plano de polarização. Quando θ = 0, que só ocorre quando
k+ = k−, as ondas, inicial e final, presentes na Eq. (2.6.9) apresentam a mesma orientação de campo
elétrico:

EInicial = ϵ̂1 e ẼFinal = eiψϵ̂1, (2.6.10)

demonstrando que a polarização linear permanece inalterada quando as relações de dispersão (vetores
de onda) são idênticas para as componentes RCP e LCP. No caso em que θ = π/2, o campo elétrico

51



CAPÍTULO 2. PROPAGAÇÃO DE ONDAS ELETROMAGNÉTICAS EM PLASMAS FRIOS

resultante adquire a orientação ϵ̂2:

EInicial = ϵ̂1 e ẼFinal = eiψϵ̂2, (2.6.11)

evidenciando uma rotação de polarização pelo ângulo θ (neste caso, π/2).
Observe que isto ocorre exclusivamente por conta da diferença entre os vetores de onda (k+ ̸= k−),

ou seja, quando relações de dispersão para os modos RCP e LCP são diferentes, condição essencial para
gerar rotação θ não-nula conforme estabelecido pela Eq. (2.6.7).

O ângulo de rotação pode ser expresso em função dos índices de refração. Substituindo k = nω/c na
Eq. (2.6.7), obtemos:

θ = −ωL
2c

(n+ − n−) , (2.6.12)

O “poder de rotação” (PR) δ = θ/L (diferença de fase por unidade de comprimento), é dado como

δ = − ω

2c
(n+ − n−) . (2.6.13)

Como bem sabemos, os modos eletromagnéticos propagam-se em regiões em que os índices de re-
fração são reais, com Re[nRCP ] > 0 e Im[nLCP ] = 0. Assim, torna-se conveniente reescrever o poder de
rotação em termos das partes reais dos índices:

δ = − ω

2c
(Re[nLCP ]− Re[nRCP ]) . (2.6.14)

O coeficiente PR (2.6.14) faz parte do arcabouço experimental para o estudo do comportamento
óptico de diversos sistemas distintos, como cristais [91, 92], compostos orgânicos [93, 102], fenômenos
em grafeno na banda de terahertz [94], e gases de moléculas em rápida rotação [95].

2.6.3 Birrefringência em plasma magnetizado

Como estudado na seção 2.4, plasmas magnetizados admitem dois índices de refração, n+ e n−, asso-
ciados a dois modos eletromagnéticos propagantes de polarização circular, LCP e RCP, respectivamente.
Tais modos possuem velocidades de fase dadas por:

uph± =
c

1− ω2
p/ω (ω ± ωc)

. (2.6.15)

Neste contexto, podemos calcular também o poder de rotação decorrente, tomando os índices de
refração dados na Eq. (2.4.35), fornecendo:

δ = − ω

2c

π

λ

(√
1− ω2

p/ω (ω + ωc)−
√
1− ω2

p/ω (ω − ωc)
)
. (2.6.16)

O comportamento do PR (2.6.16) em função da frequência ω é ilustrado na Fig. 2.6. Observa-se que
há uma divergência em ωc, sendo positivo para ω < ωc e negativo para ω > ωc. No limite de altas
frequências ω >> (ωp, ωc) [5], onde é garantido que ambos os modos associados aos índices (2.4.35) se
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Figura 2.6: Poder de rotação (2.6.16) em termos
de ω. Aqui, ωc = ωp (curva vermelha) e ωc = 2ωp
(curva azul), adotando ωc = 1 rad s−1.
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Figura 2.7: Coeficiente de dicroísmo (2.6.21) em
função de ω. Aqui, ωc = ωp (linha vermelha) e
ωc = ωp/2 (linha azul), com ωc = 1 rad s−1.

propagam simultaneamente, temos:

n± ≈ 1−
ω2
p

2ω (ω ± ωc)
, (2.6.17)

o que implica no seguinte fator:

δ ≈ − ω

2c

(
ω2
p

2ω (ω − ωc)
−

ω2
p

2ω (ω + ωc)

)
, (2.6.18)

δ ≈ −
ω2
pωc

2cω2
, (2.6.19)

onde vemos que o PR decai com quadrado da frequência em tal regime.

2.6.4 Coeficiente de dicroísmo

Associado à parte imaginária do índice de refração, o dicroísmo é um efeito óptico que ocorre quando
ondas circularmente polarizadas são absorvidas pelo meio em graus diferentes [96, 97]. Assim, o coefi-
ciente de dicroísmo refere-se à diferença de absorção das ondas LCP e RCP, sendo dado por:

δd = − ω

2c
(Im[nLCP ]− Im[nRCP ]) . (2.6.20)

Para os índices de refração (2.4.35), escreve-se

δd = − ω

2c
Im

(√
1−

ω2
p

ω (ω + ωc)
−

√
1−

ω2
p

ω (ω − ωc)

)
. (2.6.21)

O comportamento do coeficiente acima esta ilustrado na Fig. 2.7, que mostra singularidade na frequência
de ciclotron ωc. Para ωc = ωp (curva vermelha), o coeficiente de dicroísmo (2.6.21) é negativo para
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ω < ωred+ , positivo para 2ωc < ω < ωred− e nulo para outras frequências. O caso para ωc = ωp/2 (curva
azul) difere no fato de que ωblue+ é maior que ωc, mostrando que (2.6.21) é agora negativo para ω < ωc.

O dicroísmo é também uma ferramenta útil para a caracterização óptica de materiais, e tem sido
utilizado para distinguir semimetais de Dirac e Weyl [98], realizar discriminação enantiomérica [99,100],
e para desenvolver dispositivos baseados em grafeno em frequências na faixa do terahertz [101].

2.7 Oscilações de densidade

Até aqui abordamos apenas os fenômenos relacionados a ondas eletromagnéticas, tais como absorção,
propagação e birrefringência, decorrentes da interação das ondas com o plasma. No entanto, quando sub-
metidas aos campos perturbativos da onda eletromagnética, as partículas do plasma entram em vibração,
que podem ser investigadas através das oscilações de densidade do meio. Tais oscilações da densidade
de carga podem ser analisadas a partir do conjunto de equações já em suas versões linearizadas,

∂n1

∂t
+∇ · (n0u1) = 0, (2.7.1)

∂u1

∂t
=

q

m
(E1 + u1 ×B0)−

1

mn
∇P, (2.7.2)

onde n é a densidade numérica de elétrons, u é a velocidade, q e m são a carga e massa das partículas,
respectivamente. Além disso, P é a pressão, que descreve os efeitos da energia cinética térmica dos
elétrons. Para plasmas frios, pode-se desprezar o termo de pressão em Eq. (2.7.2) [3], mas manteremos
tal termo nesta descrição, uma vez que desempenhará um papel interessante neste contexto. Por sim-
plicidade, consideraremos um plasma não magnetizado, fazendo B0 = 0, na Eq. (2.7.2), que reduz-se
a

∂u1

∂t
=

q

m
E1 −

1

mn
∇P. (2.7.3)

Derivando no tempo a Eq. (2.7.1) e substituindo ∂u/∂t da equação acima, obtemos que perturbação de
densidade é governada pela seguinte equação diferencial:

∂2t n1 +
qn0

m
∇ · E− 1

m

(
∂P

∂n

)
0

∇2n1 = 0, (2.7.4)

onde o termo de pressão em (2.7.2) passou a ser escrito como [vide Apêndice A]

1

n
∇P =

1

n0

(
∂P

∂n

)
0

∇n1. (2.7.5)

Usando a lei de Gauss, (∇ · E) = qn1/ϵ0, a Eq. (2.7.4) torna-se

∂2t n1 + ω2
pn1 −

1

m

(
∂P

∂n

)
0

∇2n1 = 0, (2.7.6)
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onde usamos a definição da frequência de plasma ω2
p = n0q

2/ϵ0m. Assumindo uma solução do tipo onda
plana para a perturbação de densidade n1, somos levados a(

−ω2 + ω2
p +

1

m

(
∂P

∂n

)
0

k2
)
n1 = 0, (2.7.7)

obtendo

ω2 = ω2
p +

1

m

(
∂P

∂n

)
0

k2, (2.7.8)

que é a relação de dispersão para as oscilações de densidade, conhecidas como ondas de Langmuir
(plásmons). Note que, devido à presença do termo de pressão, a relação de dispersão acima indica que
tais perturbações densidade se propagam através do plasma, enquanto as partículas oscilam coletivamente
na frequência ωp. Na ausência do termo de pressão, como ocorre no caso de plasmas frios, esta se
reduz às oscilações estacionárias na frequência de plasma, ω2 = ω2

p , que são chamadas de oscilações
de Langmuir. Portanto, plasmas frios não apresentam oscilações propagantes de densidade, suportando
apenas oscilações de langmuir.

Podemos mostrar que tais oscilações são longitudinais em relação ao campo elétrico. Da Eq. (2.7.3),
usando soluções de onda plana para u1 e E1, tem-se

u =
iq

mω
E− i

mn0ω

(
∂P

∂n

)
0

∇n1. (2.7.9)

Usando agora a lei de Gauss, é possível escrever

∇ · E =
q

ϵ0
n1 → ∇n1 =

ϵ0
q
∇(∇ · E). (2.7.10)

Substituindo Eq. (2.7.10) em Eq. (2.7.9), temos

u =
iq

mω
E− iϵ0

mn0qω

(
∂P

∂n

)
0

∇(∇ · E). (2.7.11)

Assim, observa-se dois cenários:

i) Para E perpendicular ao vetor de onda k, tem-se ∇ · E = ik · E = 0. Então, Eq. (2.7.11) fornece

u =
ie

mω
E, (2.7.12)

o que significa que as oscilações do plasma ocorrem na mesma direção do campo elétrico. Vale
mencionar que o movimento coletivo (ou deslocamento) da densidade de cargas, n1, é descrito pela
velocidade u.

ii) Para E longitudinal a k, escreve-se E = Ek̂. Então, ∇(∇ · E) = (ik)(ikE) = −(kk̂)(kE) =
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−k2(Ek̂) = −k2E. Assim, a Eq. (2.7.11) torna-se

u =

[
iq

mω
+

iϵ0k
2

mn0ωq

(
∂P

∂n

)
0

]
E, (2.7.13)

o que também indica que as oscilações do plasma ocorrem na mesma direção do campo elétrico.
No entanto, neste cenário, as oscilações do plasma e o campo elétrico estão na mesma direção do
vetor de onda k.

Além disso, as oscilações plasmáticas derivadas de Eq. (2.7.1), até primeira ordem nas equações
linearizadas, fornecem a seguinte relação para as flutuações da densidade de carga:

n1 =
n0

ω
(k · u1), (2.7.14)

que, combinada com (2.7.13), garante que as perturbações de densidade (n1 ̸= 0) ocorrem apenas para
ondas longitudinais, quando k ∥ E1.
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Meios quirais consistem de materiais opticamente ativos (circularmente birrefringentes), dotados de
violação de paridade [96, 97, 102, 103], que são descritos por modelos de paridade-ímpar, tais como a
eletrodinâmica bi-isotrópica [104] e bi-anisotrópica [105–110]. Em tais meios, as relações constitutivas
são do tipo

D = ϵ̂E+ α̂B, (3.0.1a)

H = β̂ E+ ˆ(µ)−1B, (3.0.1b)

onde ϵ̂ ≡ [ϵij], ˆ(µ)−1 ≡ [µ−1
ij ], α̂ ≡ [αij] e β̂ ≡ [βij] representam, em princípio, matrizes comple-

xas 3 × 3, que descrevem a permissividade elétrica, permeabilidade magnética e os tensores magneto-
elétricos. Neste cenário, α̂ e β̂ atuam como funções respostas à aplicação dos campos magnético e
elétrico, contribuindo para o deslocamento elétrico e magnetização no meio, respectivamente. Tais quan-
tidades satisfazem as seguintes condições de hermiticidade:

ϵ̂ = ϵ̂†, µ̂−1 =
(
µ̂−1
)†
, α̂ = −β̂†, (3.0.2)
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uma consequência da conservação de energia em meios contínuos [106,111]. Por exemplo, meios quirais
bi-isotrópicos envolvem tensores isotrópicos diagonais, na forma ϵij = ϵδij , αij = αδij , βij = βδij , que
descrevem o mais geral meio linear, homogêneo e isotrópico com coeficientes magneto-elétricos. Neste
caso, as condições de conservaçao da energia em (3.0.2) conduzem a α = −β∗. Por serem complexos,
os parâmetros quirais podem ser decompostos em termos de suas partes reais e imaginárias,

α = α′ + iα′′, (3.0.3)

β = β′ + iβ′′. (3.0.4)

Para α e β puramente reais, a condição α = −β∗ conduz à α′ = −β′, o que leva as relações constitutivas
do meio a serem escritas como

D = ϵE− β′ B, (3.0.5a)

H = β′ E+ µ−1B, (3.0.5b)

uma forma típica na descrição bi-isotrópica dos chamados isolantes topológicos [112–118].
Outra característica de sistemas quirais, associado à parâmetros quirais puramente imaginários, é a

possível ocorrência de refração negativa (meios dotados com índices de refração negativos), efeito pro-
posto inicialmente por Veselago em 1968 [119] e observado experimentalmente em 2000 [120, 121].
Posteriormente, outros experimentos confirmaram tal fenômeno usando a lei de Snell [122, 123]. Esta
propriedade incomum foi alcançada em metamateriais construídos com permissividade elétrica e perme-
abilidade magnética negativas [124, 125]. No entanto, índices de refração negativos também surgem em
outros vários cenários, como em plasmas de quarks-glúons [126,127], materiais magnetoelétricos [128],
metasuperfícies [129], metamateriais bi-anisotrópicos quirais [130, 131] e novos materiais como semi-
metais de Dirac [132, 133]. Em plasmas quirais descritos por relações constitutivas bi-isotrópicas ge-
neralizadas [38, 39], o índice de refração negativo pode ocorrer em certas faixas de frequência e não
está necessariamente associado à permissividade elétrica e permeabilidade magnética simultaneamente
negativas, sendo atribuído ao parâmetro de quiralidade introduzido nas relações constitutivas,

Di = εijE
j + iξcB

i, H i = µ−1Bi + iξcE
i, (3.0.6)

onde εij , µ e ξc são o tensor de permissividade elétrica do plasma, a permeabilidade magnética e o parâ-
metro de quiralidade constante. As relações acima derivam da Eq. (3.0.1), considerando os parâmetros
(3.0.3) e (3.0.4) como sendo puramente imaginários, com α′′ = ξc. Tais meios, chamados metamate-
riais de plasma, têm sido investigados como novos meios dotados de propriedades interessantes, como
refração negativa e não-linearidades [134, 135].

Efeitos quirais em plasmas também ganham espaço no cenário astrofísico, onde têm sido investigados
em pulsares e buracos negros [29], objetos cercados por magnetosferas compostas de plasma. Nessas
regiões, plasmas quirais mostram-se relevantes em conexão com processos anômalos quirais [24], onde
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a chamada corrente magnética quiral
JB = µ5B, (3.0.7)

é suposta existir, com repercussões na propagação de modos helicoidais. A densidade de corrente acima,
proporcional ao campo magnético, decorre do efeito magnético quiral (CME), cujo papel na geração de
fortes campos magnéticos em estrelas de nêutrons pode justificar suas magnitudes elevadas [28]. Sua
relevância em sistemas astrofísicos tem sido um tópico atual, ver Ref. [136].

Correntes quirais anômalas, tal como em (3.0.7), podem ser descritas por eletrodinâmicas estendidas,
como as eletrodinâmicas de áxion e de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw, modelos que fornecem uma cone-
xão direta entre as correntes extras que surgem na lei de Ampère modificada e correntes anômalas que
ocorrem em meios quirais. Neste capítulo, são apresentados os aspectos básicos destes dois modelos,
derivando as equações de Maxwell modificadas e suas equações de onda, além de verificar suas simetrias
e conexões com a descrição de efeitos quirais.

3.1 A eletrodinâmica de áxions

Entre os possíveis candidatos para matéria escura fria, está o áxion [52,57], uma partícula pseudoesca-
lar que surge como uma solução para o problema do CP forte na Quantum chromodynamics (QCD) [53].
O acoplamento do áxion com o campo eletromagnético é descrito pelo termo Laxion = a(E · B), onde
a representa o campo do áxion [67, 137]. De maneira mais abrangente, não restrito ao âmbito da QCD,
tem sido argumentado que partículas do tipo áxion (ALPs, na sigla em inglês), que apresentam acopla-
mentos semelhantes, são candidatas principais a compor a matéria escura fria no Universo [138–140].
Isto decorre do fato das ALPs apresentarem valores mais abrangentes para a relação entre a massa de tais
partículas e a constante de acoplamento, não sendo limitados àqueles propostos na solução do problema
CP forte.

A eletrodinâmica de áxions em unidades naturais (c = ℏ = 1) é descrita pela Lagrangiana a seguir:

L = −1

4
FµνF

µν − gaγ
4
aFµνF̃

µν + AµJ
µ +

1

2
(∂µa)(∂

µa)− V (a) , (3.1.1)

onde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ é o tensor eletromagnético, F̃ µν = ϵµναβFαβ/2 é o tensor eletromagnético
dual e a é o campo pseudoescalar do áxion. Além disso, gaγ é a contante de acoplamento da interação
com dimensão de 1/energia. Na Lagrangiana acima, o termo de interação acopla o campo axiônico
ao invariante relativístico FµνF̃ µν , que é ímpar sob operação conjunta dos operadores de conjugação de
carga e paridade. Para compreender melhor isso, vamos analisar a Lagrangiana (3.1.1) com maiores
detalhes a seguir.

A Lagrangiana (3.1.1) pode ser reescrita explicitamente em termos do campos E e B. Para isso,
considere apenas os termos que envolvam os campos eletromagnéticos, abrindo a soma ímplicita dos
índices gregos em termos das componentes espaciais e temporal,

L = −1

4

(
2F0iF

0i + FijF
ij
)
− 1

4

[
gaγaF0iF̃

0i + gaγaFi0F̃
i0 + gaγaFijF̃

ij
]
, (3.1.2)
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onde foi utilizada a antissimetria do tensor eletromagnético: Fµν = −Fνµ. Sabemos que as componentes
do tensor eletromagnético podem ser expressas em termos dos campos E e B1:

F0i = ∂0Ai − ∂iA0 = −∂0Ai − ∂iA0 = Ei, (3.1.3)

Fij = F ij = −ϵijkBk. (3.1.4)

Da mesma forma para o tensor eletromagnético dual:

F̃ 0i =
1

2
ϵ0ijkFjk = −1

2
ϵ0ijkϵjklB

l = −Bi, (3.1.5)

F̃ ij =
1

2
ϵij0kF0k = ϵijkE

k, (3.1.6)

onde foi utilizada a relação

ϵilmϵlmk = ϵlmiϵlmk = (δmmδik − δmkδim) = (3δik − δik) = 2δik. (3.1.7)

Além disso, foram usadas as propriedades do tensor de Levi-Civita 4-dimensional: ϵ0123 = −ϵ1023 =

ϵ1203 = −ϵ1230 = +1. Com isso, reescrevemos (3.1.2) na forma

4L = −
(
−2EiEi + 2δpqB

pBq
)
+
gaγa

4

[
2EiBi + 2BkEk

]
, (3.1.8)

que pode ser lida na forma

L =
1

2

(
E2 −B2

)
+ gaγa (E ·B) . (3.1.9)

Esta é a Lagrangiana que representa a eletrodinâmica de áxions em termos dos campos eletromagnéticos
E e B.

3.1.1 Simetrias discretas

Operações que não são reprodutíveis por uma sucessão de transformações infinitesimais são cha-
madas de operações discretas. Tais transformações não podem ser descridas por elementos dos grupos de
Lie, associados às transformações contínuas. Aqui trabalharemos três operações de grande importância
na Física: Conjugação de carga, Paridade e Inversão temporal.

A operação de paridade (P), em termos das coordenadas do espaço-tempo, é dada por r′ = −r,
podendo ser compreendida como uma inversão espacial, capaz de tornar um sistema de eixos dextrógiro
(onde vale a regra de mão direita) em um sistema levógiro (onde vale a regra de mão esquerda). A inva-
riância de um sistema físico sob reversão espacial, significa que as leis físicas são igualmente expressas
em sistema de coordenadas dextrógiro e levógiro.

Inversão temporal (T ) é a transformação que leva t em −t, não atuando sobre as coordenadas espa-
ciais (r → r). Quando sistema físico temporalmente invertido apresenta-se como uma opção realizável,
dizemos que T é uma operação de simetria.

1Aqui adotamos a métrica g ≡ (+,−,−,−).

60



CAPÍTULO 3. ELETRODINÂMICA DE MEIOS QUIRAIS

Tabela 3.1: Efeito dos operadores C, P , T e CPT sobre quantidades habituais do eletromagnetismo.

∂µ q j Jµ A0 A Aµ Fµν E B

C ∂µ −q −j −Jµ −A0 −A −Aµ −Fµν −E −B

T −∂µ +q −j +Jµ +A0 −A Aµ −Fµν +E −B

P ∂µ +q −j +Jµ +A0 −A Aµ Fµν −E +B

CPT −∂µ −q −j −Jµ −A0 −A −Aµ Fµν +E +B

Diferentemente das demais operações, a conjugação de carga (C) não atua sobre coordenadas do
espaço-tempo, mas atua sobre a carga das partículas, fazendo q → −q, ρ → −ρ, alterando propriedades
intrínsecas da partícula descrita através de números quânticos. Esta transformação é de grande relevância
no cenário quântico-relativístico, onde é utilizada para transformar um estado quântico de uma partícula
em um estado quântico de anti-partícula, como tratado na teoria de Dirac. Uma exposição detalhada
sobre tais operações pode ser encontrada nas referências [141–144].

Podemos analisar a Lagrangiana de (3.1.9) sob as operações de paridade, inversão temporal e con-
jugação de carga separadamente. Para isso, é necessário considerar o efeito de tais operações sobre
quantidades habituais da eletrodinâmica, que está sumarizado na Tabela 3.1 (vide ApêndiceB).

Sob Paridade, o campo de áxion também sofre a ação do operador paridade e comporta-se como um
pseudoescalar, ou seja, é ímpar sob ação de P:

a
P→ −a, (3.1.10)

de modo que, de acordo com a Tabela 3.1, a Lagrangiana (3.1.9) transforma-se da seguinte forma sob
paridade:

L P→ L =
1

2

(
E2 −B2

)︸ ︷︷ ︸
+(E2−B2)

+ gaγ a (E ·B)︸ ︷︷ ︸
(−a)(−E·B)

. (3.1.11)

Logo, percebe-se que o termo a (E ·B) tem paridade par, não trocando de sinal após a operação. Sob a
operação de conjugação de carga, vale:

a
C→ +a, (3.1.12)

de forma que a Lagrangiana de áxions fica

L C→ L =
1

2

(
E2 −B2

)︸ ︷︷ ︸
+(E2−B2)

+ gaγ a (E ·B)︸ ︷︷ ︸
(+a)(+E·B)

, (3.1.13)

revelando-se C-par, pois não inverte sinal algum em nenhum dos termos.
A operação CP conjunta resulta, portanto, na seguinte transformação para o termo de interação:

a (E ·B)
CP−→ +a (E ·B) . (3.1.14)

Desta forma, vemos que os 2 termos da Lagrangiana (3.1.9) são CP-pares.
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Sob reversão temporal, temos:
a

T→ −a, (3.1.15)

de maneira que a Lagrangiana (3.1.9), de acordo com a Tabela 3.1, transforma-se como

L T→ L =
1

2

(
E2 −B2

)︸ ︷︷ ︸
+(E2−B2)

+ gaγ a (E ·B)︸ ︷︷ ︸
(−a)(−E·B)

, (3.1.16)

mostrando que o termo de interação é T-par. Com isso, é fácil concluir que a atuação conjunta das
operações C, P e T, resulta

a (E ·B)
CPT−→ +a (E ·B) , (3.1.17)

revelando que a Lagrangiana da teoria não inverte o sinal, sendo invariante sob ação do operador CPT.
Um outro tipo de acoplamento entre o áxion e o campo eletromagnético pode ser construído com o

invariante CP-par FµνF µν , para o qual o termo de interação será

L ⊃ aFµνF
µν = a

(
E2 −B2

)
. (3.1.18)

Neste caso, o campo a descreve ALPs representadas por um campo escalar real (invariante sob ação de
P), o que mantém o termo acima invariante sob a operação CP:

L CP→ L ⊃ a
(
E2 −B2

)︸ ︷︷ ︸
+a(E2−B2)

. (3.1.19)

Neste capítulo, daremos ênfase à eletrodinâmica de áxions pseudoescalares, descrita pela Lagrangiana
(3.1.1), que é frequentemente utilizada na descrição de efeitos eletromagnéticos na matéria quiral, como
veremos mais adiante.

3.2 Equações de movimento da eletrodinâmica de áxions

As equações de Maxwell podem ser derivadas a partir da Lagrangiana (3.1.1), usando a equação de
Euler-Lagrange

∂ρ
∂L

∂ (∂ρAα)
=

∂L
∂Aα

, (3.2.1)

que fornece a seguinte equação de movimento para a teoria

∂ρF
ρα + gaγ (∂ρa) F̃

ρα = Jα. (3.2.2)
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Os detalhes da obtenção da equação acima estão detalhados no Apêndice C. A partir da equação de
movimento, obtém-se as equações de Maxwell da eletrodinâmica de áxions, que são

∇ · E = ρ+ gaγB · ∇a, (3.2.3)

∇×B− ∂tE = J+ gaγ (∂ta)B+ gaγ∇a× E, (3.2.4)

∇× E+ ∂tB = 0, (3.2.5)

∇ ·B = 0. (3.2.6)

A equação dinâmica para o campo do áxion pode ser também obtida a partir da Lagrangiana (3.1.1).
Neste caso, deve-se lançar mão da equação de Euler-Lagrange para o campo escalar, que é

∂ρ
∂L

∂ (∂ρa)
=
∂L
∂a

. (3.2.7)

Considerando V (a) = maa
2/2, a Lagrangiana (3.1.1), juntamente com a Eq. (3.2.7), fornecem a seguinte

equação para o campo escalar

∂ρ∂
ρa+m2

aa = −1

4
gaγγFµνF̃

µν , (3.2.8)

ou também (
□+m2

a

)
a = gaγγ (E ·B) . (3.2.9)

A equação de onda da teoria pode ser obtida a partir da Eq. (3.2.2), que pode ser reescrita como

∂ρF
ρα + gaγ (∂ρa) F̃

ρα = Jα, (3.2.10)

ou
□Aα + gaγ (∂ρa) F̃

ρα = Jα, (3.2.11)

onde usamos o gauge de Lorentz ∂ρAρ = 0. Esta última é equação de onda para o quadri-potencial Aα,
que condensa as equações de onda para suas 4 componentes. Podemos expressar as equações de onda
para as componentes α = 0 e α = i da Eq. (3.2.11), que correspondem às equações para os potencias
escalar e vetor, respectivamente. Teremos, para a componente α = 0,

□A0 + gaγ (∂ia) F̃
i0 = J0 → □A0 − gaγ (∇a) ·B = J0, (3.2.12)

onde usamos as relações (3.1.5) e (3.1.6). Da mesma forma, para α = i, obtém-se

□Ai + gaγ (∂0a) F̃
0i + gaγ (∂ja) F̃

ji = J i → □A− gaγ (∂ta)B+ gaγ (∇a)× E = J. (3.2.13)

3.3 A eletrodinâmica de áxions na descrição de meios quirais

Meios quirais suportam fenômenos que envolvem correntes e densidade de carga não convencionais,
definidas em propriedades particulares de sistema quânticos. Neste sentido, fenômenos de transporte
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Figura 3.1: Ilustração simplificada para efeito magnético quiral (CME). Aqui θ = ∆µ, a diferença de
potencial químico.

baseados ou induzidos por anomalias quânticas constituem uma janela de novidades e oportunidades,
que vêm atraindo atenção na Física. Neste contexto, podemos mencionar os semi-metais de Weyl e Di-
rac [145, 146] e o efeito quiral magnético (chiral magnetic effect - CME) [24], um fenômeno quântico
macroscópico mensurável, no qual uma corrente elétrica é produzida na presença de um campo mag-
nético, devido a assimetria entre o número de densidade de férmions de quiralidade esquerda e direita
(left-handed e right-handed), o que é representado pelo desequilíbrio entre o potencial químico left e
right, vide Figura (3.1). Tal corrente é dada por:

JCME =
e2

4π2
∆µB. (3.3.1)

onde e é a carga elétrica, ∆µ = µR − µL é a diferença de potencial químico entre os férmions de quirali-
dade esquerda e direita, e B é o campo magnético. Outro efeito anômalo é produzido pela separação entre
os pontos de fluxo de energia no espaço dos momentos (∆p) para os férmions de quiralidade esquerda
e direita, chamado de anomalous Hall effect (AHE) (efeito Hall anômalo) [147], que gera densidade de
corrente dada pela relação:

JHall =
e2

4π2
∆p× E , (3.3.2)

sendo E é o campo elétrico aplicado. Tal separação também gera uma densidade de carga extra quando
há campo magnético, que é expressa por:

J0
Anom =

e2

4π2
∆p ·B. (3.3.3)

Estes são efeitos anômalos induzidos em matéria quiral que não estão compreendidos dentro da teoria de
Maxwell, sugerindo o uso de uma eletrodinâmica modificada.

A eletrodinâmica axiônica cumpre papel na descrição efetiva dos efeitos comentados acima, uma vez
que os termos adicionais presentes nas equações de Maxwell não homogêneas, dadas em (3.2.3) e (3.2.4),
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podem ser associados ao CME e AHE. Neste contexto, o campo escalar é redefinido como

θ̃ ≡ gaγa = bµx
µ = b0t− b · r, (3.3.4)

o que leva as Eqs. (3.2.3) e (3.2.4) a serem escritas como

∇ · E = ρ+ b ·B, (3.3.5)

∇×B− ∂tE = J+ b0B+ b× E, (3.3.6)

onde bµ é um vetor constante cujas componentes desenpenham o papel das condutividades anômalas,
com b0 = e2∆µ/ (4π2) e b = e2∆p/ (4π2) nas Eqs. (3.3.5) - (3.3.6).

É importante notar que a parametrização (3.3.4) tem implicações na eletrodinâmica de áxions, permi-
tindo esta ser representada por uma Lagrangiana como a de MCFJ. Para visualizar isso, vejamos o termo
de interação em (3.1.1), que será reescrito como

L ⊃ −1

4
θ̃FµνF̃

µν = −2

8
ϵµναβ θ̃Fµν (∂αAβ) , (3.3.7)

onde usamos a definição do tensor eletromagnetico dual F̃ µν = ϵµναβFαβ/2. Após algumas manipulações
e desprezando termos de derivadas totais, mostra-se que a equação acima pode ser lida como um termo
do tipo Chern-Simons:

L ⊃ −1

4
θ̃FµνF̃

µν =
1

4
ϵαβµνbαAβFµν , (3.3.8)

onde usamos ∂αθ̃ = bα, em conformidade com a parametrização (3.3.4). Este é justamente o termo
de CFJ, revelando que a Lagrangiana de áxions conecta-se com a teoria de MCFJ quando a primeira
derivada do campo do áxion é um quadri-vetor constante. Como veremos nas seções seguintes, a eletro-
dinâmica de MCFJ também é utilizada na descrição de meios quirais e será também considerada dentro
da proposta da presente tese.

3.4 A eletrodinâmica de MCFJ

Em 1990, Carroll, Field e Jackiw (CFJ) [71] propuseram uma modificação para eletrodinâmica de
Maxwell através da adição de um termo do tipo Chern-Simons (CS) à Lagrangiana de Maxwell (ele-
trodinâmica de Maxwell) em 4 dimensões (1 + 3): L = LEM + LCS . Nesta proposta, era preservada a
simetria de calibre, mas a simetria de Lorentz era violada. Importante aqui distinguir o termo tipo Chern-
Simons, quadridimensional, do termo original de CS [72–74], tipicamente definido em (1+2) dimensões,
ϵµναA

µ∂νAα, conhecido por gerar um termo de massa (topológica) para fóton planar. O termo CFJ,
ϵµναβV

µAν∂αAβ , é dito ser do tipo Chern-Simons por ser constituído de uma estrutura similar ao termo
CS, envolvendo o símbolo de Levi-Civita 4-dimensional ϵµναβ , o 4-potencial Aµ e um campo de fundo
fixo, V µ. Este 4-vetor funciona como um campo de fundo que não se transforma como 4-vetor usual,
sendo responsável pela quebra da simetria de Lorentz. Esta foi a primeira investigação da eletrodinâmica
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clássica de Maxwell sob efeito da quebra da simetria de Lorentz.
Veremos neste capítulo que a modificação mencionada acima altera as equações de Maxwell (nas

leis de Gauss e Ampère), gerando novas relações de dispersão, que descreve a propagação das ondas
eletromagnéticas neste vácuo alterado pelo campo de fundo. Novas propriedades são então percebidas,
como a birrefringência do vácuo.

3.5 A teoria de MCFJ e o Modelo Padrão Estendido

O modelo de Carroll-Field-Jackiw representa a parte CPT-ímpar do setor de fótons do chamado Mo-
delo Padrão Estendido [79, 80], uma grande extensão do Modelo Padrão construída por Colladay e Kos-
telecky nos anos 90, que acopla tensores fixos (termos de violação da simetria de Lorentz) a todos os
campos físicos do Modelo Padrão. Tais tensores emergem como valores esperados no vácuo após uma
quebra espontânea da simetria de Lorentz ocorrer numa teoria primordial definida em escalas de altíssi-
mas energias, próximo da energia de Planck [75–78].

Além do setor CPT-ímpar, existe o setor CPT-par, representado originalmente por um tensor de rank-
4, com as simetrias do tensor de Riemann. A lagrangena deste setor, em unidades naturais, escreve-se na
forma:

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
(kF )κλµν F

κλF µν , (3.5.1)

onde F µν é o tensor eletromagnético e (kF )κλµν é o tensor de rank-4 responsável pela quebra de simetria
de Lorentz. Os detalhes desta eletrodinâmica foram apresentados por Kostelecky e Mewes [148].

3.6 Setor de gauge CPT-ímpar do MPE

Apresentamos abaixo a Lagrangiana da eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw:

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
ϵµναβ (KAF )

µAνFαβ, (3.6.1)

onde ϵµναβ é o simbolo de Levi-Civita 4-dimensional e (KAF )
µ = ((KAF )0 , (KAF )

i) é o campo de
fundo responsável pela quebra da simetria de Lorentz [71]. A Lagrangiana (3.6.1) é também chamada de
CPT-ímpar, pois, como veremos posteriormente, este modelo é ímpar sob a ação conjunta das operações
C,P e T.

É possível expressar a Lagrangiana (3.6.1) explicitamente em termos dos campos elétrico e magné-
tico (E e B). Para isso, abrimos a soma implícita sobre os índices gregos em termos das componentes
espaciais e temporal,

4L = −
(
2F0iF

0i + FijF
ij
)
−
[
ϵ0ilm (KAF )

0AiF lm + ϵi0lm (KAF )
iA0F lm + 2ϵil0m (KAF )

iAlF 0m
]
,

(3.6.2)
onde usamos a antissimetria do tensor eletromagnético: Fµν = −Fνµ. Sabemos que as componentes do
tensor eletromagnético podem ser expressas em termos dos campos E e B, como visto nas Eqs. (3.1.3) e
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(3.1.4). Com isso, reescrevemos a Lagrangiana como

L =
1

2

(
E2 −B2

)
+

1

2

[
(KAF )

0AkBk − A0 (KAF )
k Bk + ϵilm (KAF )

iAlEm
]
, (3.6.3)

que também pode ser lida na forma:

L =
1

2

(
E2 −B2

)
+

1

2

[
(KAF )

0 (A ·B)− A0 (KAF ·B) +KAF· (A× E)
]
. (3.6.4)

Esta é a Lagrangiana que representa a eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw. A seguir estu-
daremos o comportamento desta eletrodinâmica sob as operações discretas C, P e T.

3.7 Análise das simetrias discretas: Operador CPT

Podemos analisar a Lagrangiana de MCFJ sob as operações de paridade, inversão temporal e conju-
gação de carga separadamente. Sob Paridade, usando a Tabela 3.1, a Lagrangiana (3.6.4) transforma-se
da seguinte forma:

L P→ L =
1

2

(
E2 −B2

)︸ ︷︷ ︸
+(E2−B2)

+
1

2

(KAF )
0 (A ·B)︸ ︷︷ ︸

−(KAF )0(A·B)

− A0 (KAF ·B)︸ ︷︷ ︸
A0(KAF·B)

+KAF· (A× E)︸ ︷︷ ︸
KAF·(A×E)

 . (3.7.1)

Logo, percebe-se que apenas o termo (KAF )
0 (A ·B) tem paridade ímpar, trocando de sinal após a

operação. Concluímos então que (KAF )
0 é coeficiente paridade-ímpar, enquanto KAF é paridade-par.

Sob reversão temporal, a Lagrangiana transforma-se como

L T→ L =
1

2

(
E2 −B2

)︸ ︷︷ ︸
+(E2−B2)

+
1

2

(KAF )
0 (A ·B)︸ ︷︷ ︸

(KAF )0(A·B)

− A0 (KAF ·B)︸ ︷︷ ︸
−A0(KAF·B)

+KAF· (A× E)︸ ︷︷ ︸
−KAF·(A×E)

 . (3.7.2)

Agora, vemos que apenas o termo (KAF )
0 (A ·B) não troca de sinal, sendo T-par, enquanto os demais

são T-ímpares. Dizemos, portanto, que o coeficiente (KAF )
0 é T-par e KAF é T-ímpar. Sob a operação

de conjugação de carga, a Lagrangiana de MCFJ fica

L C→ L =
1

2

(
E2 −B2

)︸ ︷︷ ︸
+(E2−B2)

+
1

2

(KAF )
0 (A ·B)︸ ︷︷ ︸

(KAF )0(A·B)

− A0 (KAF ·B)︸ ︷︷ ︸
A0(KAF·B)

+KAF· (A× E)︸ ︷︷ ︸
KAF·(A×E)

 , (3.7.3)

revelando-se C-par, pois não inverte sinal algum em nenhum dos termos.
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Tabela 3.2: Classificação dos coeficientes de Carroll-Field-Jackiw sob simetrias discretas.

P T C PT CPT

(KAF )
0 − + + − −

KAF + − + − −

A operação PT conjunta resulta, em cada um dos termos de CFJ, nas seguintes transformações:

(KAF )
0 (A ·B)

PT→ − (KAF )
0 (A ·B) , (3.7.4)

A0 (KAF ·B)
PT→ −A0 (KAF ·B) , (3.7.5)

KAF· (A× E)
PT→ −KAF· (A× E) . (3.7.6)

Desta forma, vemos que os 3 termos da Lagrangiana (3.6.4) são PT-ímpares, além de C-pares. Podemos
prever o efeito da operação CPT, que consiste na aplicação conjunta dos operadores C, P e T . Como
todos os termos da Lagrangiana são C-pares e PT-ímpares, serão CPT-ímpares, por consequência, ou
seja:

(KAF )
0 (A ·B)

CPT→ − (KAF )
0 (A ·B) , (3.7.7)

A0 (KAF ·B)
CPT→ −A0 (KAF ·B) , (3.7.8)

KAF· (A× E)
CPT→ −KAF· (A× E) . (3.7.9)

Tal resultado pode também ser obtido se examinarmos o comportamento das grandezas eletromagnéticas
sob ação direta do operador CPT, como também está apresentado na Tabela 3.1. Assim, a Lagrangiana
(3.6.4) sob operação CPT se transforma como

L CPT→ L =
1

2

(
E2 −B2

)︸ ︷︷ ︸
+(E2−B2)

+
1

2

(KAF )
0 (A ·B)︸ ︷︷ ︸

−(KAF )0(A·B)

− A0 (KAF ·B)︸ ︷︷ ︸
−A0(KAF·B)

+KAF· (A× E)︸ ︷︷ ︸
−KAF·(A×E)

 , (3.7.10)

onde supomos que o campo de fundo ((KAF )0 , (KAF )
i) não é afetado pelo operador CPT . Vemos

que os termos advindos da teoria de Carroll-Field-Jackiw invertem de sinal, sob operação CPT, sendo
assim classificados como CPT-ímpares, denotando a violação da simetria CPT. Aqui observamos que o
termo inserido por CFJ implica não apenas na quebra da simetria de Lorentz, mas também na violação
da simetria CPT (ambas preservadas no contexto da eletrodinâmica de Maxwell usual).

Finalizamos apresentando a Tabela 3.2, que resume a classificação dos coeficientes (KAF )
0 e KAF

sob ação das operações discretas discutidas neste capítulo.
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3.8 Equações de movimento

As equações de movimento da eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw são fornecidas pela
equação de Euler-Lagrange:

∂L
∂Aλ

− ∂σ
∂L

∂ (∂σAλ)
= 0. (3.8.1)

Reescrevendo a Eq.(3.6.1) com termo de fonte,

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
ϵµναβ (KAF )

µAνFαβ − JαA
α, (3.8.2)

calculamos o primeiro termo da Eq.(3.8.1):

∂L
∂Aλ

= −Jλ + 1

4
ϵλµαβ (KAF )

µ Fαβ. (3.8.3)

O segundo termo de (3.8.1) será:

∂L
∂ (∂σAλ)

= −F σλ − 1

2
ϵ σλ
µν (KAF )

µAν . (3.8.4)

Substituindo (3.8.3) e (3.8.4) na Eq.(3.8.1), teremos a equação de movimento:

∂σF
σ
λ + ϵλµαβ (KAF )

µ ∂αAβ = Jλ. (3.8.5)

As demais equações de movimento são obtidas a partir da identidade de Bianchi,

∂νFαβ + ∂αFβν + ∂βFνα = 0, (3.8.6)

que fornece a lei de Gauss para o campo magnético, ∂iBi = 0, assim como a lei de Faraday,

∂tBa + ϵabc∂bEc = 0. (3.8.7)

Assim, a partir das Eqs. (3.8.5) e (3.8.6), podemos escrever as equações para eletrodinâmica de MCFJ
(Vide Apêndice D):

∇ · E−KAF ·B = ρ, (3.8.8)

∇×B− ∂tE− (KAF )0B+KAF × E = j , (3.8.9)

∇ ·B =0, (3.8.10)

∂tB+∇× E = 0 . (3.8.11)

Neste cenário, observa-se que, na ausência de fontes (ρ = 0 e j = 0), os campos elétrico e magnético
atuam como fontes: Na Eq. (3.8.8), o termo KAF ·B produz campo elétrico, desempenhando um papel
análogo a densidade de carga. Da mesma forma, os termos contendo (KAF )0 e KAF desempenham um
papel similar à densidade de corrente na Eq. (3.8.9).
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As densidades de correntes e carga de CFJ podem também se conectar com o CME e AHE, efei-
tos quirais que geram correntes anômalas, como mencionado na Seção 3.3. Tais anomalias violam as
simetrias de paridade e inversão temporal, assim como o termo de CFJ, tal como percebido por Qiu,
Cao e Huang [81], ao traçar a correspondência entre tais efeitos e os termos da teoria de CFJ. De
fato, os autores associaram tais efeitos ao campo de fundo (KAF )

µ = ((KAF )0 ,KAF), considerando
(KAF )0 = e2∆µ/ (4π2) e KAF= e2∆p/ (4π2) nas Eqs. (3.8.8) - (3.8.11). Assim, abriram uma janela de
oportunidades para usar a eletrodinâmica de MCFJ na descrição de fenômenos de transporte da física da
matéria condensada.

3.9 Equação de onda e relações de dispersão

Podemos manipular as equações de MCFJ e obter as equações de onda para os campos. Tomando
o rotacional da Eq. (3.8.9),

∇×∇×B− ∂t (∇× E)− (KAF )0 (∇×B) +∇× (KAF × E) = ∇× j, (3.9.1)

que junto a Eq. (3.8.11), fornece

−∇2B+ ∂2tB− (KAF )0 (∇×B) +∇× (KAF × E) = ∇× j, (3.9.2)

□B+ (KAF)0 (∇×B) = ∇× (KAF × E)−∇× j. (3.9.3)

Tomando agora o rotacional da Eq. (3.8.11), temos

∂t (∇×B) +∇×∇× E = 0. (3.9.4)

O primeiro termo, ∂t (∇×B), pode ser reescrito usando-se a Eq. (3.8.9),

∂t (∇×B) = ∂2tE+ (KAF )0 ∂tB− ∂t (KAF × E) + ∂tj , (3.9.5)

o que nos leva a

∇ (∇ · E)−∇2E+ ∂2tE+ (KAF )0 ∂tB− ∂t (KAF × E) + ∂tj = 0, (3.9.6)

□E+ ∂t (KAF × E) = −∂t (KAF × E) + (KAF )0 ∂tB+∇ρ+ ∂tj. (3.9.7)

Também é possível escrever a equação de onda para o 4-vetor potencial Aλ, partindo da equação da
Eq. (3.8.5) e usando a definição do tensor eletromagnético:

∂σ (∂σAλ − ∂λAσ) +
1

2
ϵλµαβ (KAF )

µ Fαβ = Jλ, (3.9.8)

□Aλ +
1

2
ϵλµαβ (KAF )

µ Fαβ = Jλ, (3.9.9)
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onde usamos a condição de calibre de Lorentz, ∂σAσ = 0.
Escolhendo λ = 0, encontramos a equação para o potencial escalar:

□A0 +
1

2
ϵ0ijk (KAF )

i F jk = ρ → □A0 +
1

2
ϵijk (KAF )

i ϵjkpBp = ρ, (3.9.10)

□A0 + (KAF )
iBi = ρ → □A0 −KAF ·B = ρ, (3.9.11)

Tomando λ = i na Eq. (3.9.9), lidamos com a equação de onda para as componentes do potencial vetor:

□Ai +
1

2
ϵi0jk (KAF )

0 F jk +
1

2
2ϵij0k (KAF )

j F 0k = Ji → □Ai − (KAF )
0Bi + (KAF × E)i = J i,

(3.9.12)
que fornece:

□A− (KAF )
0B+ (KAF × E) = J, (3.9.13)

a equação de onda para o potencial A.
A equação de onda (3.9.9) é um dos pontos de partida para obtermos a relação de dispersão da teoria.

Podemos reescrevê-la como
□Aλ + ϵλµαβ (KAF )

µ ∂αAβ = Jλ, (3.9.14)

ou simplesmente
MλβA

β = 0, (3.9.15)

onde, fazendo Jλ = 0, definimos

Mλβ = □gλβ + ϵλβµα (KAF )
µ ∂α, (3.9.16)

cujo determinante fornece a relação de dispersão da teoria.

3.9.1 Relações de dispersão

Nesta seção realizaremos a análise da relação de dispersão geral da teoria de Carroll-Field-Jackiw,
que é dada por (vide Apêndice E)

p4 + (KAF )
2 p2 − (KAF · p)2 = 0, (3.9.17)

onde pµ = (p0,p) é o 4-vetor de onda. Resolvendo a Eq. (3.9.17) para p2, obtém-se:

p2 =
−K2

AF ±
√
K4
AF + 4 (KAF · p)2

2
,
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que pode ser reduzida, desprezando o termo de ordem 4 no background, à expressão:

p2 =
−K2

AF

2
± (KAF · p) . (3.9.18)

Lembrando que p2 = (p20 − p2) e KAF · p = (KAF )0 p0 − (KAF · p), a relação acima conduz à seguinte
solução:

p0 ≃ ±(KAF )0
2

± |p|
√

1∓ KAF · p
|p|2

. (3.9.19)

Supondo que a onda se propaga formando um ângulo θ com o campo de fundo (KAF ), temos: p·KAF=

|p| |KAF| cos θ. A relação (3.9.19) assume a forma:

p0 ≃ ± |p|+ 1

2
(± (KAF )0 ∓ |KAF| cos θ) , (3.9.20)

que pode ser lida como

p0 ≃ ± |p| ± 1

2
((KAF )0 − |KAF| cos θ) . (3.9.21)

A equação acima apresenta dois modos propagantes, codificados na dualidade de sinais ±, que por con-
venção, designa uma onda propagante para a direta (+) e outra para a esquerda (−).

Esta é a relação de dispersão da eletrodinâmica de Carroll-Field-Jackiw, que pode ser escrita nas
formas equivalentes

ω ≃
[
|p| ± 1

2
((KAF )0 − |KAF| cos θ)

]
→ |p| ≃ ω ∓ 1

2
((KAF )0 − |KAF| cos θ) , (3.9.22)

onde adotamos pµ = (ω,p, uma outra notação para o 4-momento (em unidades naturais).

3.10 Birrefringência na eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-
Jackiw

O fenômeno de birrefringência é formalmente descrido como dupla propagação da luz um meio
anisotrópico, onde a luz é decomposta em duas componentes (modos) que se propagam com polarização
e velocidade diferentes [40]. Como consequência da diferença de velocidade, ocorre o efeito de rotação
do plano de polarização. São conhecidos vários fatores distintos que geram birrefringência, sendo uma
delas o campo magnético, via efeito Faraday, já comentado no Capítulo 2. Tal fenômeno também pode
se manifestar em materiais naturalmente birrefringentes (dielétricos anisotrópicos), o que é chamado de
birrefringência intrínseca. Uma possível birrefringência intrínseca ao vácuo surge em teorias de Gravi-
tação Quântica, sendo também comuns em teorias de violação de simetria de Lorentz [149]. Veremos a
seguir que a teoria de Carroll-Field-Jackiw é uma teoria birrefringente, onde o acoplamento do campoAµ

com o background violador determina a rotação do plano de polarização. Além disso, dados da rotação
de polarização da luz advinda de galáxias muito distantes serão utilizados para obtermos limites para a
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magnitude dos parâmetros de violação. Para verificarmos a birrefringência de uma teoria, é preciso anali-
sar os modos de propagação, que podem ser associados às suas respectivas velocidades de fase. Como já
mencionado, a birrefringência se manifesta quando os modos viajam com velocidades de fase distintas.
Logo, precisamos constatar tal diferença de fase. Partiremos das velocidades relacionadas a cada modo:

uph+ =
ω

|p+|
, uph− =

ω

|p−|
. (3.10.1)

O tempo de trânsito de cada modo ao longo de uma distância L pode ser escrito como

t+ =
L

uph+
=

|p+|
ω

L, t− =
L

uph−
=

|p−|
ω

L, (3.10.2)

que nos leva à diferença de tempo de trânsito,

∆t = (t+ − t−) =
L

ω
(|p+| − |p−|) . (3.10.3)

A diferença de caminho óptico é escrita como ∆x = c∆t. Assim,

∆x =
cL

ω
(|p+| − |p−|) . (3.10.4)

Se não houver diferença de fase, decorre ∆x = 0. Se a diferença de fase for igual a um comprimento de
onda, ou seja, ∆x = λ, a diferença de fase será δ = 2π. Assim, podemos inferir a seguinte expressão
para a diferença de fase:

δ =
2πLc

λω
(|p+| − |p−|) → δ = L (|p+| − |p−|) , (3.10.5)

bem como a diferença de fase por unidade de comprimento,

δ

L
= (|p+| − |p−|) , (3.10.6)

onde usamos a frequência ν = ω/2π e c = 1.
Vemos que a diferença de fase está diretamente ligada à diferença entre os momentos ou vetores de

onda. Se tais momentos fossem iguais, |p+| = |p−|, não haveria defasagem entre eles, o que caracteri-
zaria uma teoria não birrefringente. Porém, este não é o caso da eletrodinâmica de Carroll-Field-Jackiw,
pois os modos dados pela Eq. (3.9.22) reproduzidos a seguir,

|p+| ≃ ω +
1

2
((KAF )0 − |KAF| cos θ) , |p−| ≃ ω − 1

2
((KAF )0 − |KAF| cos θ) , (3.10.7)

apresentam defasagem dada por:

|p+| − |p−| = (KAF )0 − |KAF| cos θ,
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que substituída na Eq. (3.10.6), fornece a diferença de fase por unidade de comprimento para a teoria de
CFJ:

δ

L
= ((KAF )0 − |KAF| cos θ) , (3.10.8)

Sabendo que o ângulo de rotação do plano de polarização é dado pela metade da diferença de fase,
α = δ/2, vide Eq. (2.6.7):

α =
δ

2
→ α =

L

2
(|p+| − |p−|) → α =

L

2
((KAF )0 − |KAF| cos θ) . (3.10.9)

A rotação do plano de polarização é, em outras palavras, a rotação do campo elétrico da onda, com-
posta pela superposição dos dois modos da teoria, após percorrer uma distância L. Verificamos, portanto,
a birrefringência na teoria de CFJ.

Mesmo assumido que o background KAF possui diminuta magnitude, uma rotação do plano de po-
larização seria mensurável para grandes distâncias L, a exemplo do que ocorre com a luz que chega na
Terra advinda de galáxias distântes. E, de fato, Carroll, Field e Jackiw utilizaram dados sobre luz advinda
de galáxias muito distantes (L = 1010 anos-luz → L = 9.46×1025m) e concluíram que a variação média
de fase é menor que 6° (δ ≤ 0.104 rad) [71].

Este dado observacional foi então usado para impor severa restrição sobre a magnitude do tensor de
fundo:

L

2
|(KAF )0 − |KAF| cos θ| < 0.104 (3.10.10)

|(KAF )0 − |KAF| cos θ| <
2× 0.104

9.46× 1025m
= 2.2× 10−27m−1, (3.10.11)

Sabendo que, em unidades naturais vale a conversão,

1m−1 = 1.977× 10−7eV, (3.10.12)

obtemos
|(KAF )0 − |KAF| cos θ| < 4.4× 10−33eV. (3.10.13)

Esta é uma condição restritiva para a magnitude do parâmetro de violação, que chamamos comumente
de upper bound (limite superior) para o background. O efeito de birrefringência e a análise dos modos de
propagação em plasmas também serão realizados no capítulo seguinte, onde será verificada a influência
do termo violador sobre as relações de dispersão em plasmas magnetizados.
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CAPÍTULO 4
PLASMAS FRIOS NO CONTEXTO DE MCFJ COM FATOR QUIRAL

TIPO-TEMPO

Neste capítulo, iremos examinar a propagação de ondas em plasmas frios magnetizados regidos pelo
eletrodinâmica de MCFJ, considerando a componente temporal do vetor de violação - vetor de violação
tipo-tempo (setor timelike), que desempenha o papel de condutividade magnética quiral, como visto no
capítulo anterior. É investigada a propagação ao longo da direção do campo magnético (configuração de
Faraday), para a qual os índices de refração e as relações de dispersão são obtidos, bem como os modos
eletromagnéticos associados. No limite de baixa frequência, estudaremos o surgimento de hélicons RCP e
LCP devido à presença do fator quiral V0. Efeitos ópticos, como birrefringência e dicroísmo, são também
examinados, onde o fator quiral tem implicações significativas em faixas de frequência específicas. Os
resultados deste capítulo estão apresentados conforme a abordagem original realizada na Ref. [82].

Sumário
4.1 Eletrodinâmica de MCFJ em meios contínuos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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4.2.8 Comportamento das relações de dispersão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.3 Birrefringencia em plasmas quirais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3.1 Poder de rotação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3.2 Coeficiente de dicroísmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.1 Eletrodinâmica de MCFJ em meios contínuos

Com intuito de estudar a propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas dentro do contexto de
uma eletrodinâmica estendida, devemos primeiro obter a equação de onda da teoria para meios contínuos.
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Isto pode ser realizado através de uma adaptação do modelo apresentado no capítulo 3, que consiste em
escrever o termo cinético na forma

Lkinetic = −1

4
GµνFµν , (4.1.1)

onde Gµν é o tensor field-strength em meios materiais [150], definido por

Gµν =
1

2
χµναβFαβ, (4.1.2)

onde χµναβ é chamado de tensor constitutivo, por definir a estrutura das relações constitutivas do meio.
As principais propriedades do tensor χµναβ estão brevemente comentadas no Apêndice F.

Adotando a configuração

χ0imn = 0, χ0i0j = εij,
1

2
χijmnϵijlϵmnk = µ−1

lk , (4.1.3)

é possível reproduzir as relações constitutivas usuais para um meio material. Por exemplo, para o setor
elétrico:

G0i = χ0i0jF0j → G0i = −εijEj → G0i = −Di, (4.1.4)

obtemos a componente (i) do vetor deslocamento elétrico D. Da mesma forma para o setor magnético,
que fornece:

Gji = −ϵjikHk, (4.1.5)

onde consideramos também as relações para as componentes do tensor eletromagnético, F0i = Ei e
Fij = −ϵijkBk. A Lagrangiana de MCFJ em meios materiais, no SI, é dada na seguinte forma:

L = −1

4
GµνFµν −

1

4
ϵµναβ (KAF )µAνFαβ − AµJ

µ, (4.1.6)

onde adotamos (KAF )
µ =

(
(KAF )

0 ,KAF

)
para representar o campo de fundo da teoria de CFJ. A

Lagrangiana (4.1.6) nos leva à seguinte equação de movimento, expressa na forma tensorial:

∂ρG
ρκ +

1

2
ϵκβµν (KAF )β Fµν = Jκ, (4.1.7)

da qual, juntamente com a identidade de Bianchi, obtemos as equações de MCFJ num meio contínuo:

∇ ·D = J0 −KAF ·B, (4.1.8)

∇×H− ∂D

∂t
= J+ (KAF )0B+ b× E, (4.1.9)

∇ ·B = 0, (4.1.10)

∇× E+
∂B

∂t
= 0. (4.1.11)

Observe que estas equações são distintas das equações de MCFJ escritas no vácuo [71], sendo agora es-
pressas em termos dos campos auxiliares D e H. Faremos uso destas equações para estudar a propagação
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de ondas eletromagnéticas em plasmas, realizando um processo similar ao do capítulo 2.
Tratando as equações de MCFJ no espaço de Fourier (vide Apêndice G), obtemos a seguinte equação

de onda para o campo elétrico:

ki
(
kjEj

)
− k2Ei = −ω2µ0ε̄ij (ω)E

j, (4.1.12)

onde definimos o tensor de permissividade,

ε̄ij(ω) = εij(ω) + i
k0AF
ω2

ϵikjk
k + iϵikj

kkAF
ω
. (4.1.13)

Usando a definição para o índice de refração n = ck/ω, a equação de onda modificada pode ser expressa
na forma

MijE
j = 0, (4.1.14)

com Mij dado por

Mij = n2δij − ninj −
εij (ω)

ε0
− i

ω

(
V0ϵikjn

k + ϵikjV
k
)
, (4.1.15)

onde
V0 = k0AF/cε0, V k = kkAF/ε0, (4.1.16)

são redefinições para as componentes do background, agora representado por V µ = (V0, V
i). Como visto

no Capítulo 2, a matriz da permissividade,

ε̃ij = ε0


1− ω2

p

(ω2−ω2
c )

− iωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

0
iωcω2

p

ω(ω2−ω2
c )

1− ω2
p

(ω2−ω2
c )

0

0 0 1− ω2
p

ω2

 , (4.1.17)

contém as informações relevantes para a descrição de plasmas frios magnetizados.
Nosso estudo prosseguirá através da relação (4.1.14), onde temos a presença das componentes tempo-

ral e espacial de (KAF )
µ. Como já dito, trataremos neste capítulo o caso de vetor de violação tipo-tempo,

onde é levado em consideração apenas a contribuição da componente temporal do campo de fundo, ou
seja, V µ = (V0,0) (componente espacial nula). Dedicaremos o capítulo seguinte exclusivamente ao
caso de vetor de violação tipo-espaço, no qual levaremos em conta apenas a contribuição da componente
espacial, ou seja, V µ = (0,V).

4.2 Propagação de ondas em plasmas quirais

Nesta seção, derivamos os modos eletromagnéticos coletivos do plasma frio quiral regido pela per-
missividade (4.1.13) para a configuração de Faraday, ou seja, k ∥ B0. Considerando o caso de vetor de
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violação tipo-tempo, implementamos KAF = 0 na Eq. (4.1.14), que torna-se[
n2δij − ninj − εij

ε0
− i

V0
ω
ϵikjn

k

]
Ej = 0. (4.2.1)

Tomando a expressão da permissividade elétrica do plasma magnetizado, dada em Eq. (4.1.17), obtemos
um sistema linear homogêneo, n2 − n2

x − S iD − nxny + i (V0/ω)nz −nxnz − i (V0/ω)ny

−iD − nxny − i (V0/ω)nz n2 − n2
y − S −nynz + i (V0/ω)nx

−nxnz + i (V0/ω)ny −nynz − i (V0/ω)nx n2 − n2
z − P


δExδEy

δEz

 = 0. (4.2.2)

Consideremos, por simplicidade, o caso em que o índice de refração é paralelo ao campo magnético,
n = nẑ, de modo que (4.2.2) reduz-se a n2 − S iD + i (V0/ω)n 0

−iD − i (V0/ω)n n2 − S 0

0 0 −P


δExδEy

δEz

 = 0, (4.2.3)

para o qual det[Mij] = 0 fornece as relações de dispersão

P
(
ω2
(
n2 − S

)2 − (ωD + nV0)
2
)
= 0. (4.2.4)

4.2.1 Modo longitudinal

Ondas longitudinais, com n ∥ δE ou δE = (0, 0, δEz), podem surgir quando P = 0, com vibração
não propagante na frequência de plasma, ω = ωp, o mesmo resultado obtido dentro desta configuração
para o caso usual, abordado no Capítulo 2. Portanto, a presença do fator quiral V0 não acarreta em
modificação para o modo longitudinal.

4.2.2 Modo transversal

Para ondas transversais, tem-se n ⊥ δE ou δE = (δEx, δEy, 0), e a relação de dispersão (4.2.4)
fornece (

n2 − S
)2 − (D + n (V0/ω))

2 = 0, (4.2.5)

que pode também ser escrita como uma equação de quarta ordem em n,

n4 −
(
2S + (V0/ω)

2)n2 − 2D (V0/ω)n+
(
S2 −D2

)
= 0. (4.2.6)
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Considerando as definições para os parâmetros S e D, dadas em (2.4.26), a equação (4.2.6) fornece os
seguintes quatro índices de refração:

nR,M = − V0
2ω

±

√
1 +

(
V0
2ω

)2

−
ω2
p

ω(ω − ωc)
, (4.2.7)

nL,E =
V0
2ω

±

√
1 +

(
V0
2ω

)2

−
ω2
p

ω(ω + ωc)
. (4.2.8)

Observa-se que os índices nR, nL, nE, nM podem ser reais ou complexos (apresentando partes real
e imaginária) em algumas faixas de frequência. Como bem sabemos, a parte real está associada à pro-
pagação, enquanto a parte imaginária está relacionada à absorção. Nota-se também que esses índices
podem ter partes reais positivas ou negativas. Os índices nL e nM são sempre positivos e negativos,
respectivamente. Por outro lado, os índices nR e nE podem ser positivos ou negativos, dependendo da
faixa de frequência examinada. Vale mencionar novamente que os modos associados aos índices negati-
vos provocam refração negativa (em uma faixa de frequência adequada), efeito típicamente relacionado
à metamateriais.

Assim como realizado na Subseção 2.4.3, os modos propagantes associados aos índices de refração
em (4.2.7) e (4.2.8) são obtidos inserindo cada um na Eq. (4.2.3) e calculando o autovetor correspondente
(relacionado ao autovalor nulo). Os campos elétricos emergentes correspondem a ondas RCP e LCP,
estando associados aos índices nR,M e nL,E , respectivamente:

nR, nM 7→ ERCP =
i√
2

[
1

−i

]
. (4.2.9)

nL, nE 7→ ELCP =
i√
2

[
1

i

]
, (4.2.10)

Apesar da presença do fator quiral V0 nos índices nR, nE , dados pelas Eqs. (4.2.7) e (4.2.8), obtemos
as mesmas raízes do caso usual, ω±, dadas em (2.4.38). De fato, ω− está relacionado ao índice de refração
nR, enquanto ω+ está associado ao índice de refração nE . Por outro lado, os índices de refração nL e nM
não possuem raiz real.

A seguir, examinamos o comportamento de cada um dos quatro índices de refração obtidos, desta-
cando suas zonas de absorção e propagação.

4.2.3 Sobre o índice nR
Iniciamos discutindo algumas propriedades do índice de refração nR. O comportamento de nR em

termos do parâmetro adimensional ω/ωc está ilustrado na Fig. 4.1, que mostra as partes real e imaginária
do índice de refração nR. Destacamos:
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ω
=
ω

-

ω
=
ω
r

ω
=
ω
c
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-2
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0

1

2

3

4

ω/ωc

n

Figura 4.1: Índice de refração nR em função da frequência ω. A linha azul tracejada (preta) corresponde
à parte imaginária de nR (n−), enquanto a linha azul sólida (preta) representa a parte real de nR (n−).
Aqui, ωc = ωp, V0 = 2ωp e ωc = 1 rad s−1.

(i) O índice nR assume um valor finito quando ω → 0, dado por

nR (0) =
1

V0

(
ω2
p

ωc

)
, (4.2.11)

diferentemente do índice usual n−, que tende a infinito próximo à origem.

(ii) Para 0 < ω < ωc, nR é positivo, pois a raiz quadrada em (4.2.7) é real, positiva e maior que o termo
negativo que a precede. Essa positividade também ocorre para o índice usual n−. Veja a linha preta
nessa faixa de frequência na Fig. 4.1.

(iii) Para ω → ωc, nR → ∞, e ocorre uma ressonância na frequência de ciclotron.

(iv) Para ωc < ω < ωr, aparece uma zona de índice de refração negativo com absorção, onde Re[nR] <
0 e Im[nR] ̸= 0, como mostrado na Fig. 4.1. A frequência ωr é a raiz do radicando na Eq. (4.2.7),

R− (ω) = 1 +
V 2
0

4ω2
−

ω2
p

ω (ω − ωc)
, (4.2.12)

que fornece uma equação cúbica em ω.

(v) Para ωr < ω < ω−, encontra-se uma zona de índice de refração negativo sem absorção, ou seja,
Re[nR] < 0 e Im[nR] = 0.

(vi) Para ω > ω−, a quantidade nR é sempre positiva, correspondendo a uma zona de propagação, com
nR → 1 no limite de altas frequências.

A faixa de frequência em que Im[nR] ̸= 0, ou seja, ωc < ω < ωr, corresponde à zona de absorção para
a onda RCP do metamaterial (índice de refração negativo). As faixas de frequência em que Im[nR] = 0

definem a zona de propagação para a onda RCP.
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4.2.4 Sobre o índice nL
O índice nL, dado na Eq. (4.2.8), não possui raiz real, apresentando as seguintes características:

(i) Para ω → 0, nL → +∞. Assim, a presença do termo V0 torna o índice de refração real e positi-
vamente divergente na origem, diferindo do comportamento usual do índice n+, veja Eq. (2.4.35),
que é complexo e divergente, Im[n+] → ∞, na origem (vide Fig. 2.3a).

(ii) Para ω > 0, é necessário analisar o radicando na Eq. (4.2.8),

R+ (ω) = 1 +
V 2
0

4ω2
−

ω2
p

ω (ω + ωc)
, (4.2.13)

pois ele pode ser positivo ou negativo, o que determina a ausência ou presença de uma zona de
absorção, respectivamente. Note que para ω > ω+ o termo 1 − ω2

p/ω (ω + ωc) é maior que zero
(ω+ é a raiz desse termo), de modo que R+ é positivo. Portanto, a possibilidade de R+ ser negativo
ocorre apenas no intervalo 0 < ω < ω+, para o qual o termo 1− ω2

p/ω (ω + ωc) é menor que zero.
Assim, a positividade para R+ é estabelecida pela condição,

V 2
0

4ω2
>

∣∣∣∣1− 4ω2
p

ω(ω + ωc)

∣∣∣∣
ω<ω+

, (4.2.14)

para a qual R+ é sempre positivo e o índice de refração nL é real para qualquer ω > 0. Isso
corresponde a um modo de propagação para todo o domínio de frequência. O comportamento
de nL em termos do parâmetro adimensional ω/ωc, considerando a condição (4.2.14), ou seja,
R+ > 0, é mostrado na Fig. 4.2.

(iii) Por outro lado, para
V 2
0

4ω2
<

∣∣∣∣1− 4ω2
p

ω(ω + ωc)

∣∣∣∣
ω<ω+

, (4.2.15)

tem-se R+ < 0 e nL torna-se complexo, com Im[nL] ̸= 0, determinando a abertura de uma zona
de absorção localizada no intervalo ωi < ω < ωf , como mostrado na Fig. 4.3. As frequências ωi e
ωf são raízes positivas e reais de R+, uma equação cúbica na frequência.

4.2.5 Sobre o índice nE
A quantidade nE é um índice de refração que só existe como uma grandeza positiva devido à presença

do termo quiral de violação de Lorentz. No caso em que V0 = 0, a segunda relação na Eq. (4.2.8) fornece
Re[nE] < 0 (índice de refração negativo). Para V0 ̸= 0, o índice nE apresenta uma pequena faixa de
positividade, Re[nE] > 0, que fornece propagação para a onda LCP associada. Apresentamos abaixo
alguns aspectos de nE:
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Figura 4.2: Linhas azuis: índice de refração nL
para a condição (4.2.14), R+ > 0. Linhas pretas:
índice de refração n+, dado em Eq. (2.4.35). As
linhas tracejadas (sólidas) correspondem às partes
imaginárias (reais) de nL e n+. Aqui, ωc = ωp,
V0 = 2ωp e ωc = 1 rad s−1.
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Figura 4.3: Linhas azuis: índice de refração nL
para a condição (4.2.15), R+ < 0. Linhas pretas:
índice de refração n+, dado em Eq. (2.4.35). As
linhas tracejadas (sólidas) correspondem às partes
imaginárias (reais) de nL e n+. Aqui, ωc = ωp,
V0 = 0.7ωp e ωc = 1 rad s−1.

(i) Para ω → 0, o índice nE tende a um valor finito na origem,

nE (0) =
1

V0

[
ω2
p

ωc

]
, (4.2.16)

que é inversamente proporcional à magnitude do fator quiral, V0. Esse comportamento distinto para
o regime de baixas frequências também implica em um helicon LCP, inexistente no caso usual.

(ii) Como o radicando de nE é o mesmo de nL, veja Eq. (4.2.8), aplica-se aqui o mesmo procedimento
usado para nL. Para valores de V0 que satisfazem a condição (4.2.14), R+ > 0, nE é sempre
real, Im[nE] = 0, sendo positivo no intervalo 0 < ω < ω+ e negativo para ω > ω+, já que
√
R+ > V0/2ω nessa faixa. As partes real e imaginária de nE são representadas na Fig. 4.4.

(iii) Considerando a condição (4.2.15), nE torna-se complexo e exibe uma zona de absorção, Im[nE] ̸=
0, no intervalo ωi < ω < ωf , com ωi, ωf < ω+, como mostrado na Fig. 4.5. Essa figura mostra as
partes real e imaginária de nE sob a condição (4.2.15).

4.2.6 Sobre o índice nM
O índice adicional nM , dado na Eq. (6.1.4), é sempre negativo (refração negativa) e não possui raiz

real. O comportamento de nM em termos do parâmetro adimensional ω/ωc é mostrado na Fig. 4.6.
Observamos as seguintes características:

(i) Para 0 < ω < ωc, nM é real e negativo, pois a raiz quadrada em (4.2.7) é real. Este é o mesmo
comportamento do índice −n−. Veja a linha preta na Fig. (4.6).
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Figura 4.4: Linha vermelha: gráfico do índice nE
para a condição (4.2.14), R+ > 0. Linha preta:
gráfico do índice −n+, dado em Eq. (2.4.35). Li-
nhas tracejadas (sólidas) representam as partes
imaginárias (reais) de nE e −n+. Aqui, usamos
ωc = ωp e V0 = 2ωp, com ωc = 1 rad s−1.
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Figura 4.5: Linha vermelha: gráfico do índice nE
para a condição (4.2.15), R+ < 0. Linha preta:
gráfico do índice −n+, dado em Eq. (2.4.35). Li-
nhas tracejadas (sólidas) representam as partes
imaginárias (reais) de nE e −n+. Aqui, definimos
ωc = ωp, V0 = 0.7ωp e ωc = 1 rad s−1.

(ii) Para ω → ωc, nM → −∞, e ocorre uma ressonância na frequência de ciclotron.

(iii) Para ωc < ω < ωr, aparece uma zona de absorção para o metamaterial, Re[nM ] < 0 e Im[nM ] ̸= 0,
enquanto o índice −n− é puramente imaginário, com Re[nM ] = 0 e Im[nM ] ̸= 0, como mostrado
na Fig. 4.6. A frequência ωr é a raiz de R−.

(iv) Para ω > ωr, a quantidade nM é sempre negativa, correspondendo a uma zona de propagação
negativa, com nM → −1 no limite de alta frequência.
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Figura 4.6: Linha azul: gráfico do índice nM . Linha preta: gráfico da parte real de −n−, dado em
Eq. (2.4.35). Linhas tracejadas (sólidas) representam as partes imaginárias (reais) de nM e −n−. Aqui,
usamos: ωc = ωp, V0 = 2ωp e ωc = 1 rad s−1.
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4.2.7 Modos de baixa frequência

Nesta seção, investigaremos o regime para baixa frequência para os índices obtidos nas seções ante-
riores. Neste regime, vale:

ω ≪ ωp, ωc ≪ ωp, ω ≪ ωc, (4.2.17)

que quando implementados nos índices Eq. (4.2.7) e Eq. (4.2.8), resultam nos índices

n̄R,E =
ω2
p

ωcV0
, (4.2.18)

n̄L,M = −
ω2
p

ωcV0
± V0
ω
, (4.2.19)

onde usamos a notação "barra"para indicar as grandezas relacionadas ao hélicon.
Como visto na Seção 2.5, no contexto usual de plasmas magnetizados ocorrem hélicons RCP, co-

nhecidos como whistlers. Neste contexto quiral, observamos a existência de hélicons RCP e LCP, que
propagam-se neste regime de baixa frequência devido à presença da componente temporal, V0. Os mo-
dos helicon dados por n̄R,E têm índices constantes, não dispersivos, que dependem do inverso de V0.
Por outro lado, hélicons dispersivos de refração negativa estão associados a n̄M , e também a n̄L para
ω < ωcV

2
0 /ω

2
p . Note que o termo V0/ω aparece como um canal de distinção entre os hélicons associados

a n̄R,E e n̄L,M .
O modo hélicon usual do plasma frio é recuperado se considerarmos, além das relações (4.2.17), a

condição V0 ≪ ω. Com isso, a expansão de nR,E em Eq. (4.2.7) e nL,M em Eq. (4.2.8) fornecem

n̄R,M = ±ωp
√

1

ωωc
, (4.2.20)

que é o mesmo resultado do caso usual [vide Eq. (2.5.5)], e n̄L,E sendo puramente imaginário (não
propagante).

4.2.8 Comportamento das relações de dispersão

Usualmente, as relações de dispersão associadas aos índices de refração são visualizadas em gráficos
ω×k. A seguir, apresentamos gráficos adimensionais, (ω/ωc)×(k/ωc), para cada um dos índices obtidos
neste capítulo.

As relações de dispersão associadas a nR e nM são ilustradas na Fig. 4.7 para ωc = ωp. A propagação
ocorre para 0 < ω < ωc e ω > ω−, enquanto a absorção acontece em ωc < ω < ωr. O intervalo
ωr < ω < ω− corresponde à zona de propagação com refração negativa (k < 0) para nR. O índice de
refração nM é negativo para k < 0 e ω > 0.

Na Figura 4.8 são ilustradas as relações de dispersão relacionadas a nL e nE . A onda associada a
nL se propaga para todas as frequências. Para nE , a zona de propagação não convencional ocorre em
0 < ω < ω+. Para ω > ω+, ocorre uma zona de propagação com refração negativa. Para os índices
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Figura 4.7: Gráfico das relações de dispersão relacionadas aos índices de refração nR (linha vermelha
sólida) e nM (linha azul sólida). A linha preta tracejada corresponde aos índices do caso usual (±n−). A
área destacada em vermelho (cinza) indica a zona de absorção para nR,M (±n−). Aqui, usamos ωc = ωp
e V0 = 2ωp, com ωc = 1 rad s−1.

usuais, ±n+, a zona de absorção é 0 < ω < ω+.
Por fim, a Fig. 4.9 mostra as relações de dispersão para nL e nE no caso em que ocorre uma zona de

absorção modificada para ωi < ω < ωf , enquanto a propagação livre ocorre para 0 < ω < ωi e ω > ωf .
As frequências ωi, ωf e ωr definem os limites para zonas de propagação incomuns. Como já discutido,
essas frequências são obtidas a partir dos radicandos (4.2.12) e (4.2.13).

4.3 Birrefringencia em plasmas quirais

Nesta seção investigaremos o efeito de birrefringência para o sistema quiral em questão, no qual, de
acordo com a análise anterior dos índices de refração, os modos RCP e LCP se propagam com velocidades
de fase diferentes para cada valor de frequência gerando birrefringência circular na banda de propagação,
expressa em termos do poder de rotação (2.6.14). Neste caso, as velocidades de fase associadas são
vR = c/ (nR), vL = c/ (nL), vE = c/ (nE), vM = c/ (nM), definidas definidas com os índices nR, nL,
nE , nM dados nas Eqs. (4.2.7) e (4.2.8).

4.3.1 Poder de rotação

Como já comentado, meios quirais possuem atividade óptica, o que também pode ser investigado
através do coeficiente PR, como realizado para metamateriais quirais [151–153], semimetais quirais
[154, 155], e na determinação da direção de rotação de pulsares [156]. De posse de quatro índices de
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Figura 4.8: Gráfico das relações de dispersão re-
lacionadas aos índices de refração nL (linha ver-
melha sólida) e nE (linha azul sólida). A linha
tracejada corresponde aos índices ±n+ do caso
usual. A área destacada em cinza indica a zona
de absorção para ±n+, onde também ocorre pro-
pagação. Aqui, usamos ωc = ωp e V0 = ωp, com
ωc = 1 rad s−1.
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Figura 4.9: Gráfico das relações de dispersão rela-
cionadas aos índices de refração nL (linha verme-
lha sólida) e nE (linha azul sólida). A linha trace-
jada corresponde ao caso usual com índices ±n+.
As áreas destacadas em vermelho (cinza) indicam
a zona de absorção para nL,E (±n+). Aqui, usa-
mos ωc = ωp e V0 = 0.7ωc, com ωc = 1 rad s−1.

refração, precisamos considerar os índices de refração nL, nE , associados à onda LCP, e os índices nR,
nM , associados à onda RCP. Isso permite, em princípio, determinar quatro RPs distintos nas zonas de
propagação, alguns dos quais iremos examinar nesta seção, como realizado na abordagem original (vide
Ref. [82].)

Iniciamos escrevendo o poder de rotação definido em termos dos índices de refração nL e nR,

δLR = −ω
2
(Re[nL]− Re[nR]) , (4.3.1)

ou explicitamente,
δLR = −ω

2
Re
[
V0/ω +

√
R+ −

√
R−

]
, (4.3.2)

onde R+ e R− são dados nas Eqs. (4.2.12) e (4.2.13), respectivamente. Calculando a raiz do PR acima,
encontra-se uma frequência positiva, dada por

ω̂ =

√
ω2
c + ω2

p/2−
ω2
p

√
4ω2

c + V 2
0

2V0
, (4.3.3)

onde o PR (4.3.2) sofre uma inversão de sinal. Na Fig. 4.10, ilustramos o comportamento do PR para a
condição (4.2.14). Para o intervalo 0 < ω < ω̂, o δLR é negativo, e para ω̂ < ω < ωc, é positivo. Em
ω = ω̂, o poder de rotação sofre uma inversão (troca de sinal). Para ω > ωc, o PR é sempre negativo. No
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Figura 4.10: A linha azul sólida representa o poder de rotação (4.3.2) definido pelos índices de refração
nL e nR, para a condição (4.2.14). A linha preta tracejada corresponde ao poder de rotação usual (2.6.16).
Aqui, usamos ωc = ωp, V0 = ωp, e ωc = 1 rad s−1.

entanto, é necessário estar atento ao intervalo ωc < ω < ωr, onde o índice de refração nR tem uma parte
imaginária e a onda RCP é absorvida. Em ω = ωr, a parte real de nR sofre uma mudança abrupta (vide
Fig. 4.1), que também aparece no perfil do PR da Fig. 4.10.

Destaca-se aqui a inversão do RP, que ocorre em ω = ω̂, algo não usual na teoria de plasmas frios.
No entanto, inversão de PR foi reportada em sistemas de grafeno [94], metais e semimetais de Weyl com
baixa densidade de elétrons e condutividade quiral [154, 155], plasmas em rotação [157], e dielétricos
bi-isotrópicos suportando corrente magnética quiral [158].

Podemos afirmar com segurança que ambos os modos associados a nL e nR se propagam para ω >

ω−, faixa na qual a magnitude do PR diminui monotonicamente com ω, aproximando-se de seu valor
assintótico, −V0/2 (ver Fig. 4.10). Assumindo o limite onde ω >> (ωp, ωc), podemos escrever

nL,R ≈ 1± V0
2ω

+
V 2
0

8ω2
−

ω2
p

2ω (ω ± ωc)
, (4.3.4)

de modo que o PR é

δLR ≈ −V0
2

−
ω2
pωc

2ω2
. (4.3.5)

Note que tomando o limite V0 → 0, o PR usual do efeito Faraday (2.6.19) é recuperado para o regime
de alta frequência. Também é interessante destacar que o efeito Faraday desaparece para um campo
magnético nulo, ωc = 0. No entanto, a birrefringência ainda permanece, devido à presença do termo
quiral, que produz o seguinte RP:

δ ≈ −V0/2. (4.3.6)

Para a condição (4.2.15), o PR (4.3.2) também exibe uma inversão de sinal e um perfil muito seme-
lhante ao da Fig. 4.10, de modo que não será mostrado aqui.
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Figura 4.11: Linhas azuis sólidas: gráfico do po-
der de rotação (4.3.8) associado aos índices de re-
fração nE e nR para a condição (4.2.14). A li-
nha tracejada representa o poder de rotação usual
(2.6.16). Aqui, usamos ωc = ωp, V0 = ωp, e
ωc = 1 rad s−1. O gráfico em destaque mostra
o comportamento de δ em torno de ω = ω′′.
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Figura 4.12: Linhas vermelhas sólidas: poder de
rotação (4.3.8) associado aos índices de refração
nE e nR para a condição (4.2.15). A linha trace-
jada representa o poder de rotação usual (2.6.16).
Aqui, usamos ωc = ωp, V0 = 0.7ωp, e ωc =
1 rad s−1. O gráfico em destaque mostra o com-
portamento de δ em torno de ω = ω′′.

Considerando agora os índices de refração nE e nR, o poder de rotação é

δER = −ω
2
(Re[nE]− Re[nR]) , (4.3.7)

ou,
δER = −ω

2
Re
[
V0/ω −

√
R+ −

√
R−

]
. (4.3.8)

Lembrando que a onda LCP associada a nE tem uma propagação livre convencional para ω < ω+ e
propagação com índice de refração negativo (nE < 0) para ω > ω+ (com ω+ < ωc), a magnitude do PR
é amplificada nesta última zona. Este comportamento é mostrado na Fig. 4.11, que mostra o PR (4.3.8)
para nE dado pela condição (4.2.14),R+ > 0. O PR é positivo para ω < ωc e negativo para ωc < ω < ω′′,
tornando-se positivo novamente para ω > ω′′, onde ω′′ é a frequência de inversão.

Para nE dado pela condição (4.2.15), o PR é mostrado na Fig. 4.12, revelando uma pequena in-
versão em ω′′ < ωc. Note que o aumento do PR com ω, mostrado nas Figs. 4.11 e 4.12, é devido ao
comportamento negativo do índice nE para ω > ω+, ou seja, amplificação associada à refração negativa.

No limite assintótico, onde ω >> (ωp, ωc), o PR (4.3.8) se comporta como

δER ≈ ω − V0
2
, (4.3.9)

apresentando um comportamento linear predominante em ω, como aparece nas Figs. 4.11 e 4.12. Tam-
bém vale mencionar que o limite V0 → 0, implicando δ ≈ ω, não representa um resultado válido para
plasmas magnetizados usuais, onde o PR (4.3.8) não é definido.
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Figura 4.13: Gráfico do coeficiente de dicro-
ísmo (4.3.11) (linhas vermelhas sólidas) associ-
ado aos índices de refração nL e nR, sob a con-
dição (4.2.14). A linha preta tracejada representa
o coeficiente de dicroísmo usual (2.6.21). Aqui
ωc = ωp, V0 = (3/2)ωc, e ωc = 1 rad s−1.
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Figura 4.14: Gráfico do coeficiente de dicroísmo
(4.3.12) (linhas vermelhas sólidas) associado aos
índices de refração nL e nR, sob a condição
(4.2.15). A linha tracejada representa o coefici-
ente de dicroísmo usual (2.6.21). Aqui, definimos
ωc = ωp, V0 = 0.7ωp, e ωc = 1 rad s−1.

4.3.2 Coeficiente de dicroísmo

Como já sabemos, a absorção depende da magnitude das partes imaginárias dos índices de refração.
Quando um modo é mais absorvido que o outro, ocorre dicroísmo. Considerando os índices de refração
nL e nR, o coeficiente de dicroísmo circular é

δdLR = −ω
2
(Im[nL]− Im[nR]) . (4.3.10)

Sob a condição (4.2.14), apenas nR tem parte imaginária (localizada no intervalo ωc < ω < ω−), en-
quanto nL é real para ω > 0. Neste caso, o coeficiente de dicroísmo é dado por

δdLR =


0, para 0 < ω < ωc,
√
R−, para ωc < ω < ωr,

0, para ω > ωr,

(4.3.11)

sendo não nulo apenas no intervalo ωc < ω < ω−, como mostrado na Fig 4.13.
Considerando a condição (4.2.15), tanto nR quanto nL têm partes imaginárias não nulas nos intervalos

ωc < ω < ωr e ωi < ω < ωf , respectivamente. O coeficiente de dicroísmo é nulo para 0 < ω < ωi,
ωf < ω < ωc, e ω > ωr, sendo não nulo apenas para dois intervalos,

δdLR =

−ω
2

√
R+, para ωi < ω < ωf ,

+ω
2

√
R−, para ωc < ω < ωr,

(4.3.12)

cujo comportamento geral é exibido na Fig. 4.14.
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Tabela 4.1: Propriedades de propagação de plasmas frios em distintos contextos.

Propriedade Plasma frio na eletrodinâmica usual Plasma frio na teoria MCFJ com JB =
k0AFB

Modos de propagação RCP e LCP RCP para nR,M , LCP para nL,E ; (Eqs.
(4.2.7) e (4.2.8))

Birrefringência PR (Eq. (2.6.16)) PR δLR e δER

Inversão de PR Não Sim

Absorção Sim (dicroísmo) Sim (dicroísmo)

Hélicons RCP RCP e LCP, habilitados pela corrente mag-
nética (Eqs. (4.2.18) e (4.2.19))

Para os índices de refração nE e nR, o coeficiente de dicroísmo circular é

δdER = −ω
2
(Im[nE]− Im[nR]) . (4.3.13)

Se considerarmos nE sob a condição (4.2.14), obtemos o mesmo comportamento da Fig. 4.13, pois nE é
sempre real, não contribuindo para o dicroísmo. Por outro lado, em relação à condição (4.2.15), tanto nR
quanto nE têm partes imaginárias não nulas nos intervalos ωc < ω < ωr e ωi < ω < ωf , respectivamente.
Neste caso, temos

δdER =



0, para 0 < ω < ωi,

+ω
2

√
R+, para ωi < ω < ωf ,

0, para ωf < ω < ωc,

+ω
2

√
R−, para ωc < ω < ωr,

0, para ω > ωr.

(4.3.14)

O comportamento geral do coeficiente de dicroísmo (4.3.14) está ilustrado na Fig. 4.15.
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Figura 4.15: Gráfico dos coeficientes de dicroísmo (4.3.14) associados aos índices de refração nE e nR
[para a condição (4.2.15)]. A linha tracejada representa o coeficiente de dicroísmo usual (2.6.21). Aqui,
usamos ωc = ωp, V0 = 0.7ωp, e ωc = 1 rad s−1.

A Tabela 4.1 compara os principais resultados obtidos neste capítulo com o caso de plasma frio
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magnetizado usual: modos de propagação, rotatory power, dicroísmo e modos de baixa frequência. Nela
a ocorrência de inversão de PR também é comparada.
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CAPÍTULO 5
PLASMAS FRIOS NO CONTEXTO DE MCFJ COM VETOR QUIRAL

TIPO-ESPAÇO

Neste capítulo, estudamos a propagação e absorção em plasmas frios no contexto da eletrodinâmica
de MCFJ, considerando um vetor de violação tipo-espaço (setor spacelike), que atua como condutividade
Hall anômala. Partindo da equação de onda previamente obtida a partir das equações de MCFJ em
meios materiais, determinamos os novos índices de refração e modos de propagação. Analisamos a
propagação ao longo do eixo magnético, examinando os casos de vetor quiral paralelo e ortogonal ao
campo magnético. Para os modos circulares, examinamos efeitos de birrefringência e dicroísmo, como
também os modos hélicons, associado a modos de polarização circulares. Os resultados discutidos no
presente capítulo estão apresentados conforme a abordagem original realizada na Ref. [83].

Sumário
5.1 Propagação de onda ao longo do eixo do campo magnético . . . . . . . . . . . . . . 92

5.1.1 Vetor quiral paralelo ao campo magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.1.1.1 Sobre o índice nR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.1.1.2 Sobre o índice nL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

5.1.1.3 Modos de baixa frequência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.1.1.4 Comportamento das relações de dispersão . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.1.1.5 Poder de rotação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.1.1.6 Coeficiente de dicroísmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.1.2 Vetor quiral ortogonal ao campo magnético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.1.2.1 Sobre o índice nA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.1.2.2 Sobre o índice nB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.1.2.3 Efeitos ópticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.1 Propagação de onda ao longo do eixo do campo magnético

No Capítulo 4 derivamos a equação de onda para meio material na teoria de MCFJ, dada em (4.1.14),
que para o caso de vetor de violação tipo-espaço, ou seja, V µ =

(
0, V k

)
, torna-se[

n2δij − ninj − εij
ε0

− i
V k

ω
ϵikj

]
Ej = 0, (5.1.1)
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onde εij (ω) é o tensor de permissividade elétrica do plasma, escrito a seguir:

ε̃ij = ε0

 S −iD 0

iD S 0

0 0 P

 , (5.1.2)

com S = 1−ω2
p/ (ω

2 − ω2
c ), D = ωcω

2
p/ω (ω2 − ω2

c ), e P = 1−ω2
p/ω

2. Implementando o tensor (5.1.2)
na equação de onda (5.1.1), obtemos o sistema n2 − n2

x − S −nxny + iD + i (Vz/ω) −nxnz − i (Vy/ω)

−nxny − iD − i (Vz/ω) n2 − n2
y − S −nynz + i (Vx/ω)

−nxnz + i (Vy/ω) −nynz − i (Vx/ω) n2 − n2
z − P


δExδEy

δEz

 = 0. (5.1.3)

Prosseguiremos nossa análise para propagação da onda ao longo da direção do campo magnético,
disposto no eixo z. Para isso, toma-se n = nẑ na Eq. (5.1.3), que torna-se n2 − S +iD + i (|V| /ω) cos β −i (|V|/ω) sinϕ sin β

−iD − i (|V| /ω) cos β n2 − S +i (|V| /ω) sin β cosϕ
i (|V|/ω) sinϕ sin β −i (|V| /ω) sin β cosϕ −P


δExδEy

δEz

 = 0 , (5.1.4)

onde utilizamos, sem perda de generalidade, a parametrização esférica

V = |V| (sin β cosϕ, sin β sinϕ, cos β) , (5.1.5)

com o ângulo β definido entre o campo magnético externo B0 e o vetor de fundo V.
Exigindo det[Mij] = 0 em Eq. (5.1.4), obtém-se

2P
[
D2 −

(
n2 − S

)2]
+

|V|2

ω2

(
P + S − n2

)
+ Γβ = 0, (5.1.6)

onde

Γβ =
|V|2

ω2
cos(2β)

(
n2 + P − S

)
+ 4DP

|V|
ω

cos(β). (5.1.7)

Observa-se que a relação de dispersão (5.1.6) depende apenas do ângulo β. Assim, podemos orga-
nizar a análise da relação de dispersão (5.1.6) considerando dois cenários principais: (i) um vetor quiral
paralelo ao campo magnético e (ii) um vetor quiral ortogonal ao campo magnético.

5.1.1 Vetor quiral paralelo ao campo magnético

Para o caso em que o vetor quiral é paralelo ao campo magnético, V ∥ B0, toma-se β → 0 em
Eq. (5.1.6), que reduz-se a

P
((
n2 − S

)2 − (D + |V|/ω)2
)
= 0. (5.1.8)

A partir da Eq. (5.1.4), vemos que ondas longitudinais, com n ∥ δE ou δE = (0, 0, δEz), podem
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ocorrer quando P = 0, com vibração não propagante na frequência do plasma, ω = ωp.
Para ondas transversais, n ⊥ δE ou δE = (δEx, δEy, 0), a relação de dispersão (5.1.8) se simplifica

para (
n2 − S

)2 − (D + |V|/ω)2 = 0 (5.1.9)

que, com as relações (2.4.26), fornece os seguintes índices de refração:

(nR)
2 = 1−

ω2
p

ω (ω − ωc)
− |V|

ω
, (5.1.10)

(nL)
2 = 1−

ω2
p

ω (ω + ωc)
+

|V|
ω
. (5.1.11)

Pode-se notar que índices acima podem ser reais ou complexos em alguns intervalos de frequência,
enriquecendo seu comportamento em comparação com o habitual plasma frio. Como será mostrado a
seguir, tais zonas de propagação e absorção são modificadas pela presença do vetor quiral V.

Além disso, os campos elétricos resultantes (os modos de propagação), associados aos índices nR e
nL, são derivados da Eq. (5.1.4), resultando em ondas LCP e RCP:

nL → ELCP =
1√
2

 1

+i

0

 , (5.1.12)

nR → ERCP =
1√
2

 1

−i
0

 . (5.1.13)

Pontuamos também que ocorrem duas frequências de corte (raízes) para o índice de refração nR em
(5.1.10), sendo estas

ω±
R =

1

2

(
(ωc + |V|)±

√
(ωc − |V|)2 + 4ω2

p

)
. (5.1.14)

Enquanto a frequência de corte ω+
R é sempre positiva, ω−

R é positiva somente sob a condição

|V| > ω2
p/ωc, (5.1.15)

para a qual o índice nR apresenta duas raízes (positivas). Por sua vez, o índice de refração nL (5.1.11)
possui uma única frequência de corte,

ωL = −1

2
ωc −

1

2
|V|+ 1

2

√
(ωc − |V|)2 + 4ω2

p, (5.1.16)

que é positiva apenas sob a condição,
|V| < ω2

p/ωc. (5.1.17)

Para examinar o comportamento dos índices de refração (5.1.10) e (5.1.11), consideramos dois cená-
rios distintos, seguindo as condições (5.1.15) e (5.1.17):
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1. Para |V| > ω2
p/ωc, o índice nL não apresenta raiz positiva (sem corte), enquanto o índice nR possui

duas raízes positivas.

2. Para |V| < ω2
p/ωc, ambos os índices nL e nR apresentam uma frequência corte positivo.

5.1.1.1 Sobre o índice nR

O comportamento geral do índice nR está representado na Fig. 5.1 em termos do parâmetro adimen-
sional ω/ωc, sob a condição (5.1.15), conforme detalhado abaixo.

(i) Para ω → 0, nR → +i∞, que é complexo e divergente neste limite, diferenciando-se do compor-
tamento do índice de plasma magnetizado habitual n−, que fornece n→ ∞ próximo da origem.

(ii) Para 0 < ω < ω−
R , uma zona de absorção aparece, onde Im [nR] ̸= 0. Essa característica não se

manifesta no índice de plasma frio usual n−, que é real e positivo nessa faixa. Veja a linha preta
nesta zona de frequência na Fig. 5.1.

(iii) Para ω−
R < ω < ωc, nR é real, com Re [nR] > 0, revelando uma zona de propagação.

(iv) Para ω → ωc, nR → ∞, ocorre uma ressonância na frequência de ciclotron.

(v) Para ωc < ω < ω+
R , há uma zona de absorção, onde nR é imaginário, Im [nR] ̸= 0. Tal zona de

absorção é maior do que a zona usual mostrada pela linha preta tracejada na Fig. 5.1, uma vez que
ω+
R > ω−.

(vi) Para ω > ω+
R , o índice nR é real e positivo, resultando em uma zona de propagação sem atenuação,

e recuperando nR → 1 no limite de alta frequência.

Por outro lado, sob a condição (5.1.17), ω−
R < 0, portanto há apenas uma frequência de corte e uma

única zona de absorção, definida para ωc < ω < ω+
R . A primeira zona de absorção é substituída por

uma região de propagação, agora definida para 0 < ω < ωc, semelhante ao caso habitual. Para ω > ωc,
o comportamento é semelhante àquele apontado nos itens (v) e (vi) acima. Este cenário para nR está
ilustrado na Fig. 5.2.

5.1.1.2 Sobre o índice nL

O índice nL, dado em Eq. (5.1.11), não possui raiz positiva sob a condição (5.1.15) (sem frequência
de corte) e uma frequência de corte sob a condição (5.1.17). Suas características são descritas abaixo.

(i) Para ω → 0, sob a condição (5.1.15), a presença de |V| torna o índice de refração real e positi-
vamente divergente na origem, nL → +∞, diferenciando-se do índice usual n+ (2.4.35), que é
complexo e divergente, Im[n+] → ∞, na origem. Esse comportamento é semelhante ao observado
no índice nL para o caso timelike, ilustrado na Fig. 4.2.

(ii) Para ω > 0, o índice nL é sempre real, Im[nL] = 0. Assim, a propagação da onda ocorre para
qualquer frequência. As partes real e imaginária de nL estão representadas na Fig. 5.3.
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Figura 5.1: Índice de refração nR, sob a condi-
ção (5.1.15). A linha tracejada azul (preta) cor-
responde à parte imaginária de nR (n−), enquanto
a linha sólida azul (preta) representa a parte real
de nR (n−). Note que o fator quiral abre uma
nova janela de perda próxima da origem e am-
plia a segunda zona de absorção. Aqui, ωc = ωp,
|V| = 2ωp, e ωc = 1 rad s−1. As linhas (traceja-
das e sólidas) azuis que representam nR são mais
grossas do que a linha preta para n−.
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Figura 5.2: Índice de refração nR, sob a condi-
ção (5.1.17). A linha tracejada azul (preta) cor-
responde à parte imaginária de nR (n−), enquanto
a linha sólida azul (preta) representa a parte real
de nR (n−). O fator quiral aumenta a zona de ab-
sorção próxima à ressonância. Aqui, ωc = ωp,
|V| = 0.5ωp, e ωc = 1 rad s−1. As linhas (traceja-
das e sólidas) azuis que representam nR são mais
grossas do que a linha preta para n−.

(iii) Sob a condição (5.1.17), nL apresenta uma frequência de corte, ωL, dada pela Eq. (5.1.16). Por-
tanto, aparece uma zona de absorção para 0 < ω < ωL, onde Im [nL] ̸= 0, como ilustrado na
Fig. 5.4.

Os resultados desta subseção podem ser comparados com o caso de propagação de ondas ao longo do
campo magnético na presença de vetor de violação tipo-tempo, examinado no Capítulo 4, cujo cenário
foi mais rico devido à obtenção de quatro índices distintos e do surgimento de refração negativa, que
tipicamente ocorre em meios bi-isotrópicos [38, 39]. No presente caso, no entanto, existem apenas dois
índices positivos (sem refração negativa).1 Em relação às propriedades de propagação e absorção, o caso
atual do vetor quiral é mais envolvido, pois duas zonas de absorção são abertas sob a condição (5.1.15),
enquanto na situação análoga do Capítulo 4 apenas uma zona de absorção foi relatada.

1Note que índices negativos também podem existir no caso em que se toma as raízes negativas das Eqs. (5.1.10) e (5.1.11),
isto é, −nL e −nR, que correspondem à imagem espelhada exata dos índices positivos (em relação ao eixo da frequência).
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Figura 5.3: Índice de refração nL (linhas verme-
lhas) para a condição (5.1.15) e índice n+ (linhas
pretas) da Eq. (2.4.35). As linhas tracejadas (sóli-
das) correspondem às partes imaginária (real) de nL
e n+. O fator quiral suprime a janela de absorção.
Aqui, ωc = ωp, |V| = 2ωp, e ωc = 1 rad s−1. A li-
nha (tracejada e sólida) vermelha representando nL
é mais grossa do que a linha preta para n+.
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Figura 5.4: Índice de refração nL (linhas verme-
lhas) para a condição (5.1.17) e índice de refração
n+ (linhas pretas) da Eq. (2.4.35). As linhas trace-
jadas (sólidas) correspondem às partes imaginária
(real) de nL e n+. O fator quiral estreita a zona
de absorção e aumenta o regime de propagação li-
vre de atenuação. Aqui, ωc = ωp, |V| = 0.5ωp, e
ωc = 1 rad s−1. A linha (tracejada e sólida) verme-
lha representando nL é mais grossa do que a linha
preta para n+.

5.1.1.3 Modos de baixa frequência

Considerando os modos eletromagnéticos circulares associados aos índices (5.1.10) e (5.1.11), os
índices hélicons correspondentes são

n̄R =

√
ω2
p

ωωc
− |V|

ω
, (5.1.18a)

n̄L =

√
|V|
ω

−
ω2
p

ωωc
, (5.1.18b)

onde usamos a notação "barra"para indicar as quantidades hélicons, obtidos no regime de baixa frequên-
cia, ω ≪ ωp, ωc ≪ ωp, ω ≪ ωc. Observe que, devido à presença do vetor quiral |V|, obtém-se expressões
para hélicons tanto RCP quanto LCP, indicando a propagação de ambos os modos nesse regime. No en-
tanto, note também que n̄2

R = −n̄2
L, o que nos leva à conclusão de que um desses índices é imaginário

quando o outro é real. De fato, n̄R torna-se imaginário para |V| > ω2
p/ωc, enquanto n̄L é imaginário

para |V| < ω2
p/ωc. Isso significa que os hélicons RCP e LCP não se propagam simultaneamente. Por-

tanto, apenas um dos modos em Eq. (5.1.18) pode se propagar para cada valor de |V| adotado. Neste
contexto, note que o modo hélicon de plasma frio usual é recuperado no limite |V| → 0, para o qual o ín-
dice hélicon n̄R fornece o resultado habitual da Eq. (2.5.5), enquanto n̄L torna-se puramente imaginário,
indicando a ausência de propagação.
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Figura 5.5: Relações de dispersão relacionadas
aos índices de refração nR (linha azul sólida) e
−nR (linha preta sólida), sob a condição (5.1.15).
A linha preta tracejada representa os índices do
caso padrão, ±n−. A área destacada em verme-
lho indica a ampliação da zona de absorção para
nR em comparação com a zona de absorção cinza
dos índices usuais (±n−). Aqui usamos ωc = ωp e
|V| = 2ωp, com ωc = 1 rad s−1.
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Figura 5.6: Gráfico das relações de dispersão re-
lacionadas aos índices de refração nR (linha azul
sólida) e −nR (linha preta sólida), sob a condição
(5.1.17). A linha preta tracejada corresponde aos
índices do caso usual (±n−). A área destacada em
vermelho indica a ampliação da zona de absorção
para nR em comparação com a de ±n−. Aqui usa-
mos ωc = ωp e |V| = 0.5ωp, com ωc = 1 rad s−1.

5.1.1.4 Comportamento das relações de dispersão

Nesta subseção, as relações de dispersão associadas aos modos circulares, conectados aos índices nR
e nL, são apresentadas em gráficos adimensionais de (ω/ωc)×(k/ωc). A relação de dispersão associada a
±nR, sob a condição (5.1.15), é ilustrada na Fig. 5.5. Neste caso, a propagação ocorre para ω−

R < ω < ωc

e ω > ω+
R , enquanto duas janelas de absorção aparecem: ωc < ω < ω+

R e 0 < ω < ω−
R . Por outro

lado, o comportamento para a condição (5.1.17) é mostrado na Fig. 5.6, onde a propagação ocorre para
0 < ω < ωc e ω > ω+

R e a absorção acontece para ωc < ω < ω+
R . As Figuras 5.5 e 5.6 ilustram zonas de

absorção aumentadas.
A Fig. 5.7 ilustra as relações de dispersão associadas a ±nL para a condição (5.1.15), onde a pro-

pagação ocorre para ω > 0, sendo compatível com a ausência de zona de absorção; veja a Fig. 5.3. A
relação de dispersão para a condição (5.1.17) é representada na Fig. 5.8, onde existe uma zona de absor-
ção incomum em 0 < ω < ωL, enquanto a propagação aparece para ω > ωL. Nestes dois últimos casos,
a zona de absorção é reduzida em comparação com a zona dos índices usuais, ±n+, 0 < ω < ω+.

Um ponto interessante é que os índices de refração nR,L, representados por linhas azuis nas Figs. 5.5–
5.8, não se tornam negativos sob a influência do vetor quiral V, permitindo que os gráficos de ω × k

permaneçam centralizados em k = 0. Isso não ocorre para o caso de vetor de violação tipo-tempo,
ilustrado nas Figs. 4.7–4.9, onde o parâmetro quiral escalar V0 induz zonas de refração negativa (índices
de refração negativos), descentralizando as curvas de ω × k.
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Figura 5.7: Relações de dispersão associadas aos
índices de refração nL (linha azul sólida) e −nL
(linha preta sólida), sob a condição (5.1.15). A
linha preta tracejada corresponde aos índices do
caso usual (±n+). A área destacada em cinza in-
dica a zona de absorção para os índices ±n+, onde
se nota a ausência de absorção para nL. Aqui usa-
mos ωc = ωp e |V| = 2ωp, com ωc = 1 rad s−1.
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Figura 5.8: Relações de dispersão associadas aos
índices de refração nL (linha azul sólida) e −nL
(linha preta sólida), sob a condição (5.1.17). A
linha preta tracejada corresponde aos índices do
caso usual (±n+). A área destacada em vermelho
indica a zona de absorção para nL, estreitada em
comparação com a zona de absorção associada a
±n+. Aqui usamos ωc = ωp e |V| = 0.5ωp, com
ωc = 1 rad s−1.

5.1.1.5 Poder de rotação

Como visto, foram obtidos apenas dois índices de refração para plasmas magnetizados sob a influên-
cia do vetor quiral V. Com isso, o PR é definido como

δ = −ω
2
(Re[nL]− Re[nR]) , (5.1.19)

onde nL e nR são os índices de refração para diferentes polarizações circulares, dados pelas Eqs. (5.1.10)
e (5.1.11). Neste caso, o PR resulta

δ = −ω
2
Re
[√

R+ −
√
R−

]
, (5.1.20)

onde R± é dado por

R± = 1−
ω2
p

ω (ω ± ωc)
± |V|

ω
. (5.1.21)

O comportamento do PR (5.1.20) é mostrado na Fig. 5.9, onde apresenta-se como negativo para o
intervalo 0 < ω < ω̂ e positivo para ω̂ < ω < ωc. Para ω > ωc, o PR é sempre negativo, exibindo
um comportamento brusco em ω = ωR, o ponto em que a parte real de nR assume valores não nulos
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novamente (veja a Fig. 5.1). A frequência ω̂,

ω̂ =
√
ωc
(
ωc − ω2

p/|V|
)
, (5.1.22)

obtida a partir das Eqs. (5.1.20) e (5.1.21), indica onde o PR muda de sinal, como também mostrado na
Fig. 5.9. Note que ω̂ é real apenas sob a condição (5.1.15). Portanto, a reversão do PR ocorre apenas neste
caso, como confirmado na Fig. 5.9. De fato, sob a condição (5.1.17), o PR correspondente é retratado
na Fig. 5.10, não apresentando reversão de sinal, um comportamento análogo ao PR padrão em plasmas.
Estes são resultados de destaque da abordagem original realizada na Ref. [83].

No capítulo anterior também apontamos o surgimento da inversão de PR para plasmas sob a influência
do fator quiral V0 (veja a Seção 4.3.1). Portanto, tal reversão pode ser considerada uma assinatura de
plasmas frios quirais regidos pela eletrodinâmica de MCFJ, um contexto diferente de plasma em rotação.

Além disso, é importante prestar atenção aos intervalos 0 < ω < ω−
R e ωc < ω < ω+

R , onde o índice
de refração nR é imaginário e o PR recebe contribuição apenas do índice nL, exibindo um magnitude
crescente de forma aproximadamente linear, oposta ao perfil de nL, que decresce nesses intervalos sob a
condição (5.1.15).

Para ω > ω+
R , os modos associados a nL e nR se propagam e contribuem para o RP, cuja magnitude

diminui monotonamente com ω, tendendo ao valor assintótico, −|V|/2, como mostrado na Fig. 5.9. De
fato, no limite de altas frequências, ω >> ωp, ωc, os índices de refração nL e nR fornecem (em primeira
ordem)

nL,R ≃ 1± |V|
2ω

, (5.1.23)

portanto o valor assintótico do PR é

δ ≃ −|V|
2
, (5.1.24)

um resultado que se mantém mesmo na ausência do campo magnético. Este limite assintótico difere do
comportamento de um plasma frio usual, cujo PR decai como 1/ω2 para altas frequências, tendendo a
zero para ω >> ωp, ωc. Veja a linha tracejada na Fig. 5.9.

5.1.1.6 Coeficiente de dicroísmo

O coeficiente de dicroísmo associado aos índices de refração nL e nR é expresso como

δd = −ω
2
(Im[nL]− Im[nR]) . (5.1.25)
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Figura 5.9: A linha azul sólida representa o PR
(5.1.20) definido pelos índices de refração nL e
nR para a condição (5.1.15). A linha preta trace-
jada corresponde ao PR usual para um plasma frio
convencional. O fator quiral determina a reversão
do sinal do PR em ω < ω̂ e um valor assintótico
constante, −|V|/2, para altas frequências. Aqui
usamos ωc = ωp, |V| = 2ωp, e ωc = 1 rad s−1.
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Figura 5.10: Linhas azuis sólidas: PR (5.1.20) as-
sociada aos índices de refração nL e nR para a
condição (5.1.17). A linha tracejada representa o
PR usual para um plasma frio convencional. Pe-
quenas desvios do PR são originados do fator qui-
ral. A principal diferença em comparação com o
caso usual é o valor assintótico não nulo, −|V|/2,
para altas frequências. Aqui usamos ωc = ωp,
|V| = 0.5ωp, e ωc = 1 rad s−1.

Para a condição (5.1.15), nR possui partes imaginárias não nulas nos intervalos 0 < ω < ω−
R e ωc < ω <

ω+
R , enquanto nL é sempre real (para ω > 0). Nesse caso, o coeficiente de dicroísmo é escrito como

δd =



ω
2

√
R−, para 0 < ω < ω−

R ,

0, para ω−
R < ω < ωc,

ω
2

√
R−, para ωc < ω < ω+

R ,

0, para ω > ω+
R ,

(5.1.26)

com R− da Eq. (5.1.21). Tal coeficiente é retratado na Fig. 5.11.
Considerando a condição (5.1.17), tanto nR quanto nL possuem partes imaginárias não nulas nos

intervalos ωc < ω < ω+
R e 0 < ω < ωL, respectivamente, nos quais o coeficiente de dicroísmo é não

nulo,

δd =

−ω
2

√
R+, para 0 < ω < ωL,

+ω
2

√
R−, para ωc < ω < ω+

R .
(5.1.27)

O comportamento geral de (5.1.27) é exibido na Fig. 5.12.
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Figura 5.11: Coeficiente de dicroísmo da
Eq. (5.1.26) (linhas vermelhas sólidas) associado
a nL e nR, sob a condição (5.1.15). A linha preta
tracejada representa o coeficiente de dicroísmo de
um plasma frio usual. Aqui, ωc = ωp, |V| = 2ωp,
e ωc = 1 rad s−1.
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Figura 5.12: Coeficiente de dicroísmo da
Eq. (5.1.27) (linhas vermelhas sólidas) associado
a nL e nR, sob a condição (5.1.17). A linha tra-
cejada representa o coeficiente de dicroísmo para
um plasma frio convencional. Aqui, definimos
ωc = ωp, |V| = 0.5ωp, e ωc = 1 rad s−1.

5.1.2 Vetor quiral ortogonal ao campo magnético

No cenário onde o vetor de fundo é ortogonal ao campo magnético, vale β → π/2, e a relação de
dispersão (5.1.6) torna-se

P
[
D2 −

(
n2 − S

)2]
+
(
|V|2/ω2

) (
S − n2

)
= 0. (5.1.28)

A solução da equação acima resulta em dois índices de refração:

(nA)
2 = S − |V|2

2Pω2
+

1

P

√
P 2D2 +

|V|4
4ω4

, (5.1.29)

(nB)
2 = S − |V|2

2Pω2
− 1

P

√
P 2D2 +

|V|4
4ω4

, (5.1.30)

com os parâmetros S, D e P dados em (2.4.26). A partir da equação matricial (5.1.4), polarizações
elípticas mistas são relacionadas aos modos de propagação, sendo expressas na forma

nA,B → EA,B = C

 −ζ
1

−i|V|
(
n2
A,B − S

)
/(ωκ̄P )

 , (5.1.31a)

onde
C =

|κ̄|√
(n2 − S)2

[
(|V|/ωP )2 + sin2 ϕ

]
+D2 cos2 ϕ+ |κ̄|2

, (5.1.31b)

ζ =

(
(n2 − S)

2 −D2
)
cosϕ sinϕ+ iD (n2 − S)

|κ̄|2
, (5.1.31c)
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κ̄ =
(
n2 − S

)
cosϕ− iD sinϕ. (5.1.31d)

Analisando a Eq. (5.1.31a), observa-se uma componente longitudinal (em relação à direção de pro-
pagação) imaginária. Por sua vez, o setor transversal é, em geral, elipticamente polarizado, uma vez
que ζ é uma quantidade complexa. Nota-se também que, partindo da Eq. (5.1.31a) e fazendo |V| → 0,
recuperam-se os modos usuais de polarização circular direita (RCP) e esquerda (LCP), o que é uma
correspondência esperada.

Os índices de refração dados em (5.1.29) e (5.1.30) possuem raízes reais positivas dadas por

ωA1,B =
1

6

√
8ω2

c ∓ 2
3

√
∓2

U
f1 + (∓2)2/3

3
√
U + 2 |V|2, (5.1.32)

ωA2 =
1

6

√
8ω2

c +
(2)4/3(−1)2/3f1

3
√
U

− f4, (5.1.33)

onde

U = 11ω6
c + f2 + 3

√
3
√

−c4 (5ω8
c + f3), (5.1.34a)

f1 = 4ω4
c + 2ω2

c |V|2 + |V|4 , (5.1.34b)

f2 = −12ω4
c |V|2 + 6ω2

c |V|4 + 2 |V|6 , (5.1.34c)

f3 = 24ω6
c |V|2 + 4ω4

c |V|4 + 12ω2
c |V|6 + 4 |V|8 , (5.1.34d)

f4 =
3
√
−1 (2)2/3

3
√
U + 2 |V|2 , (5.1.34e)

sendo ωA1,2 associada ao índice nA e ωB associada ao índice nB.

5.1.2.1 Sobre o índice nA

O índice de refração nA, dado na Eq. (5.1.29), possui duas raízes positivas, ωA1 e ωA2, como ilustrado
na Fig. 5.13, onde observamos o seguinte:

(i) Para ω → 0, o índice é imaginário e tende a infinito, nA → +i∞, que é o mesmo comportamento
do índice usual de plasma magnetizado n+ próximo à origem.

(ii) Para 0 < ω < ωA1, tem-se Re [nA] = 0, Im [nA] ̸= 0, definindo uma zona de absorção.

(iii) Para ωA1 < ω < ωc, nA é real, Re [nA] > 0 e Im [nA] = 0, abrindo uma zona de propagação
intermediária que não aparece no caso usual (compare as linhas pretas e vermelhas na Fig. 5.13).

(iv) Para ω → ωc, há uma ressonância, nA → ∞, na frequência ciclotron, um comportamento que não
é observado no caso convencional. Para ωc < ω < ωA2, nA é imaginário, ou seja, Im [nA] ̸= 0,
Re [nA] = 0, e assim outra zona de absorção é permitida.

(v) Para ω > ωA2, há uma zona de propagação na qual o índice nA é sempre positivo e real, com
nA → 1 no limite de altas frequências. Veja a Fig. 5.13.
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Figura 5.13: Índice de refração nA (linhas verme-
lhas) e n+ (linhas pretas), dado na Eq. (2.4.35). As
linhas tracejadas (sólidas) correspondem às partes
imaginárias (reais) de nA e n+. Há uma zona de
propagação intermediária no intervalo ωA1 < ω <
ωc e um novo intervalo de absorção definido para
ωc < ω < ωA2. Aqui, ωc = ωp, |V| = 2ωp, e
ωc = 1 rad s−1. As curvas vermelhas (sólidas e
tracejadas) são mais espessas que as linhas pretas
(sólidas e tracejadas).
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Figura 5.14: Índice de refração nB (linhas azuis)
e n− (linhas pretas) de Eq. (2.4.35). As linhas tra-
cejadas (sólidas) correspondem às partes imaginá-
rias (reais) de nB e n−. A zona de absorção inter-
mediária, ωc < ω < ωB, tem agora um compri-
mento amplificado. Aqui, ωc = ωp, |V| = 2ωp, e
ωc = 1 rad s−1. As curvas azuis (sólidas e traceja-
das) são mais espessas que as linhas pretas (sólidas
e tracejadas).

5.1.2.2 Sobre o índice nB

O índice nB na Eq. (5.1.30) possui apenas uma frequência de corte, representada por ωB. Suas partes
real e imaginária essão ilustradas na Fig. 5.14.

(i) No limite ω → 0, o índice nB é real e tende a infinito, nB → +∞. Para 0 < ω < ωc, o índice nB é
real, com Im[nB] = 0, um comportamento próximo ao do convencional de plasmas magnetizados.

(ii) Para ω → ωc, nB → ∞, e há uma ressonância na frequência ciclotrônica. Este comportamento
também ocorre no caso usual. Para ωc < ω < ωB, o índice é imaginário, Re[nB] = 0, Im[nB] ̸= 0,
descrevendo uma zona de absorção, que é maior que a usual, pois ωB > ω−. Veja a Fig. 5.14.

(iii) Para ω > ωB, tem-se uma zona de propagação, onde nB é sempre real e positivo, com nB → 1 no
limite de alta frequência.

Vale mencionar que os resultados desta seção não podem ser comparados com os do Capítulo 4, pois
a condição definidora desta seção – um vetor quiral ortogonal ao campo magnético – não é possível no
cenário de um fator quiral escalar.

5.1.2.3 Efeitos ópticos

Considerando a configuração do vetor de fundo ortogonal ao campo magnético, os índices de refração
(5.1.29) e (5.1.30) não estão associados a modos de polarização circular [veja Eq. (5.1.31a)]. Neste
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Tabela 5.1: Propriedades de propagação de plasmas frios em distintos contextos. O símbolo “−” significa
que a entrada não se aplica ao modelo de plasma mencionado.

Propriedade Plasma frio na eletrodinâ-
mica usual

Plasma frio na teoria MCFJ
com JB = k0

AFB
Plasma frio na teoria MCFJ com cor-
rente Hall anômala (AHE)

Modos de propagação RCP e LCP RCP para nR,M , LCP para
nL,E

V ∥ B V ⊥ B

LCP e RCP Elíptico

Birrefringência PR PR δLR e δER
RP (6.1.15) Deslocamento

de fase (5.1.36)

Inversão de PR Não Sim Sim, sob a condição
(5.1.17)

–

Absorção Sim (dicroísmo) Sim (dicroísmo)

Sim (dicroísmo)
(Eq. (5.1.26))

Coeficientes
(5.1.40)
e
(5.1.41)

Hélicons RCP RCP e LCP; (Eqs. (4.2.18) e
(4.2.19))

RCP ou LCP
(não simultâneos);
ver Eq. (5.1.18)

–

panorama, a birrefringência é melhor caracterizada em termos do deslocamento de fase (phase shift) por
unidade de comprimento, dado por

∆

d
=

2π

λ0
(Re[nA]− Re[nB]) , (5.1.35)

ou explicitamente

∆

d
=

2π

λ0

(√
S − |V|2

2Pω2
+ ΞAB −

√
S − |V|2

2Pω2
− ΞAB

)
, (5.1.36)

onde

ΞAB (ω, |V|) =
√
D2 +

|V|4
4P 2ω4

. (5.1.37)

No limite de alta frequência ω >> (ωc, ωp), o deslocamento de fase torna-se

∆

d
≃ −2π

λ0

√
2ωcω2

p

(2ω2 − |V|2)ω
. (5.1.38)

Também é possível definir uma quantidade análoga associada ao efeito de absorção para modos de
propagação não circulares. Neste caso, defini-se a diferença de absorção entre os dois modos por unidade
de comprimento, escrita como

∆Im

d
=

2π

λ0
(Im[nA]− Im[nB]) . (5.1.39)

Para ωc < ω < ωA2, os índices nA e nB são puramente imaginários; veja as linhas tracejadas correspon-
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dentes nas Fig. 5.13 e 5.14. Neste intervalo, o fator de absorção (5.1.39) é

∆Im

d
=

2π

λ0

[√
|V|2
2Pω2

− ΞAB − S −
√

|V|2
2Pω2

+ ΞAB − S

]
. (5.1.40)

Para ω < ωA1, apenas o modo associado a nA é absorvido. Neste caso, podemos escrever o coeficiente
de absorção γ = 2ωIm[n], que é dado explicitamente por

γ = 2ω

√
|V|2
2Pω2

− ΞAB − S. (5.1.41)

A Tabela 5.1 compara os resultados deste capítulo para as configurações de vetor quiral paralelo e
ortogonal ao campo magnético, com aqueles obtidos nos capítulos anteriores, para plasma frio quiral sob
influência do fator escalar V0 e o caso de plasma magnetizado usual.
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Nos capítulos anteriores, foi investigada a propagação de ondas eletromagnéticas e propriedades óp-
ticas de plasmas quirais magnetizados. Embora, de fato, a maioria das investigações na literatura ocorra
na presença de um campo magnético externo, plasmas não magnetizados também são explorados em
alguma extensão, incluindo tópicos como propagação de feixes de vórtice [159–162], sistemas de plasma
empoeirado [163–168], propagação não linear de ondas [169–173] e feixes de autofocalização [174,175].
No contexto astrofísico, a eletrodinâmica de plasma não magnetizado foi investigada em um cenário de
Universo em expansão [176]. Recentemente, plasmas não magnetizados foram considerados em torno de
buracos negros rotativos para estudar as propriedades de suas sombras [177–181].

Plasmas frios convencionais não exibem atividade óptica na ausência de um campo magnético ex-
terno sob condições mais simples. No entanto, modos quirais incomuns para ondas de ionização (chiral
streamers) em um plasma não magnetizado, em condições de pressão subatmosférica, foram relatados
em 2015 [182]. Tais chiral streamers e suas diferentes orientações, RCP e LCP, foram recentemente
explicadas por meio da teoria de ondas eletromagnéticas estacionárias superficiais [183]. Plumas de
plasma quiral (jatos de gás ionizado) também foram estudadas na ausência de um campo magnético
externo [184, 185].

Neste capítulo, estudamos a propagação de ondas eletromagnéticas em um plasma quiral não magne-
tizado, regido pela eletrodinâmica de MCFJ dotada do fator quiral puramente temporal (setor timelike).
Aqui, as relações de dispersão e os índices de refração são determinados. Efeitos ópticos, como birre-
fringência e dicroísmo, são discutidos e usados para comparar diferentes cenários de plasma frio quiral
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com o comportamento convencional magnetizado. O fator quiral aparece trazendo novas propriedades
para o panorama não magnetizado, como atividade óptica, refração negativa e reversão do sinal do RP.
Os resultados deste capítulo estão expostos conforme a abordagem original realizada na Ref. [84].

6.1 Propagação de ondas em plasmas quirais não magnetizados

Para iniciar o estudo da propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas quirais não magnetizados,
pode-se assumir B0 = 0 na relação (4.2.4), obtida para o caso magnetizado. Neste caso, tem-se D = 0

(vide Eq. (2.4.26)), o que leva a

P
[
ω2
(
n2 − P

)2 − n2V 2
0

]
= 0, (6.1.1)

a equação de dispersão do sistema. A configuração de onda longitudinal, com δE = (0, 0, δEz), perma-
nece inalterada, como obtida no caso magnetizado: um modo não propagante na frequência de plasma,
ω = ωp, associado a P = 0.

Para ondas transversais, n ⊥ δE ou δE = (δEx, δEy, 0), a relação de dispersão (6.1.1) fornece(
n2 − P

)2 − n2 (V0/ω)
2 = 0, (6.1.2)

também escrita como,

n2 ± V0
ω
n− P = 0, (6.1.3)

que fornece, usando a deifinição de P em (2.4.26), os seguintes índices de refração:

nR,M = − V0
2ω

±

√
1 +

(
V0
2ω

)2

−
ω2
p

ω2
, (6.1.4)

nL,E =
V0
2ω

±

√
1 +

(
V0
2ω

)2

−
ω2
p

ω2
. (6.1.5)

Os índices de refração acima estão associadas a modos de polarização circulares. Obtém-se um modo
LCP, associado aos índices nL e nE , e um modo RCP conectado aos índices nR e nM .

É fácil notar que os índices nR, nE , dados pelas Eqs. (6.1.4) e (6.1.5), compartilham a mesma fre-
quência de corte padrão, ωp, enquanto os índices de refração nL e nM não possuem raiz real. É importante
observar que o radicando,

R (ω) = 1 +

(
V0
2ω

)2

−
ω2
p

ω2
, (6.1.6)

nas Eqs. (6.1.4) e (6.1.5), possui uma única raiz positiva, dada por

ωrad =
√
ω2
p − V 2

0 /4. (6.1.7)

Quando tal raiz é real ou imaginária, define-se dois cenários principais, apresentados a seguir.
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• Cenário 1: para
V 2
0 /4 < ω2

p, (6.1.8)

a raiz ωrad é real, e o fator R (ω) pode ser negativo para ω < ωrad ou positivo para ω > ωrad . Neste
caso, os índices (6.1.4) e (6.1.5) são complexos para ω < ωrad e reais para ω > ωrad .

• Cenário 2: para
V 2
0 /4 > ω2

p, (6.1.9)

a raiz ωrad é imaginária, e o fator R (ω) é sempre positivo, implicando índices reais para qualquer
frequência.

A seguir, o comportamento dos índices de refração (6.1.4) e (6.1.5) é examinado e ilustrado, consi-
derando as condições (6.1.8) e (6.1.9). Na ausência do fator quiral, V0 = 0, os índices (6.1.4) e (6.1.5) se
reduzem às expressões convencionais não magnetizadas,

ñ± = ±
√

1−
ω2
p

ω2
, (6.1.10)

que serão usadas como comparação padrão para indicar os efeitos do fator quiral.

6.1.1 Sobre o índice nR
O comportamento do índice nR, que possui uma raiz em ω = ωp, é ilustrado nas Figs. 6.1 e 6.2 em

termos do parâmetro adimensional ω/ωc, que mostram as partes real e imaginária do índice de refração
nR sob as condições (6.1.8) e (6.1.9), respectivamente.

Para a condição (6.1.8), destacamos:

(i) Para ω → 0, a parte real de nR tende ao infinito (negativamente), Re[nR] → −∞, enquanto sua
parte imaginária tende ao infinito (positivamente), Im[nR] → ∞. Este comportamento difere do
caso usual, onde Re[ñ+] = 0 e Im[ñ+] → ∞ quando ω → 0. Veja as linhas pretas na Fig. 6.1.

(ii) Para 0 < ω < ωrad , ocorre uma zona de índice de refração negativo com absorção, onde Re[nR] <

0 e Im[nR] ̸= 0, como mostrado na Fig. 6.1. No caso usual, esta região de refração negativa não
existe.

(iii) Para ωrad < ω < ωp, uma zona de propagação sem atenuação com refração negativa é aberta, ou
seja, Re[nR] < 0 e Im[nR] = 0.

(iv) Para ω > ωp, nR é sempre real e positivo, Re[nR] > 0 e Im[nR] = 0, correspondendo a uma zona
de propagação, com nR → 1 no limite de alta frequência.

Por outro lado, sob a condição (6.1.9), apenas zonas de propagação são reportadas. A primeira ocorre
para a faixa 0 < ω < ωp e é marcada por refração negativa (Re[nR] < 0 e Im[nR] = 0). A segunda
é definida para ω > ωp, onde Re[nR] aumenta monotonicamente no limite de alta frequência, como
ilustrado na Fig. 6.2.
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Figura 6.1: Índice de refração nR sob a condi-
ção (6.1.8). A linha tracejada vermelha (preta)
corresponde à parte imaginária de nR (ñ+), en-
quanto a linha sólida vermelha (preta) representa
a parte real de nR (ñ+), onde o índice ñ+ é dado
em (6.1.10). O parâmetro quiral escalar induz
uma nova janela de propagação com refração ne-
gativa próxima à frequência de plasma. Aqui,
V0 = (3/2)ωp, e ωp = 1 rad s−1.
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Figura 6.2: Índice de refração nR sob a condição
(6.1.9). A linha tracejada vermelha (preta) cor-
responde à parte imaginária de nR (ñ+), enquanto
a linha sólida vermelha (preta) representa a parte
real de nR (ñ+). O parâmetro quiral escalar in-
duz uma janela de propagação com refração nega-
tiva para 0 < ω < ωp. Aqui, V0 = (5/2)ωp, e
ωp = 1 rad s−1.

6.1.2 Sobre o índice nM
O índice nM , dado na Eq. (6.1.4) e plotado na Fig. 6.3, é sempre negativo, não possuindo raiz real,

como também ocorre no plasma quiral magnetizado (ver Ref. [82]). Sob a condição (6.1.8), temos

(i) Para ω → 0, as partes real e imaginária de nM divergem (negativamente), Re[nM ], Im[nM ] → −∞.
Para 0 < ω < ωrad , o índice nM apresenta uma zona de refração negativa com absorção, ou seja,
Re[nM ] < 0 e Im[nM ] ̸= 0, como mostrado na Fig. 6.3. Este comportamento contrasta com o
do índice convencional não magnetizado, ñ−, cuja parte real é nula (não propaga). Veja a linha
tracejada preta na Fig. 6.3.

(ii) Para ω > ωrad , ocorre uma zona de propagação com refração negativa, Re[nM ] < 0 e Im[nM ] = 0,
expandindo a zona de propagação completa que, no caso usual, é definida para ω > ωp.

(iii) Para ω → ∞, nM → −1, o mesmo comportamento do caso usual no limite de alta frequência.

Considerando a condição (6.1.9), o índice nM é sempre real e negativo para ω > 0, com magnitude
monotonicamente decrescente, como mostrado na Fig. 6.4, que representa uma zona de propagação com
refração negativa para todas as frequências.

6.1.3 Sobre o índice nL
O índice nL é sempre positivo e não possui raiz real. É a imagem espelhada do índice nM em relação

ao eixo das abscissas. Sob a condição (6.1.8), seu comportamento geral é representado na Fig. 6.5 e
detalhado a seguir.
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Figura 6.3: Índice de refração nM sob a condi-
ção (6.1.8). A linha tracejada vermelha (preta)
corresponde à parte imaginária de nM (ñ−), en-
quanto a linha sólida vermelha (preta) representa
a parte real de nM (ñ−). Aqui, V0 = (3/2)ωp, e
ωp = 1 rad s−1.

ω
=
ω
p

0 1 2 3 4

-6

-4

-2

0

ω/ωp

n

Figura 6.4: Índice de refração nM sob a condi-
ção (6.1.9). A linha tracejada vermelha (preta)
corresponde à parte imaginária de nM (ñ−), en-
quanto a linha sólida vermelha (preta) representa
a parte real de nM (ñ−). Aqui, V0 = (5/2)ωp, e
ωp = 1 rad s−1.

(i) Para ω → 0, Re[nL], Im[nL] → +∞. Para 0 < ω < ωrad , o índice é complexo, Re[nL] > 0 e
Im[nL] ̸= 0, como destacado na Fig. 6.5. Este comportamento de propagação parcial difere do
caso padrão não magnetizado, onde há apenas absorção nesta faixa.

(ii) Para ω > ωrad , aparece uma zona de propagação completa, com Re[nL] > 0 e Im[nL] = 0,
ampliada em comparação com o caso usual, que começa para ω > ωp.

(iii) Para ω → ∞, nL → 1, comportamento semelhante ao caso usual neste limite.

Sob a condição (6.1.9) o índice de refração nL é mostrado na Fig. 6.6, sendo sempre positivo para
ω > 0, com Re[nL] > 0 e Im[nL] = 0. É a imagem espelhada do índice nM em relação ao eixo de
frequência, veja Fig. 6.4, correspondendo a um modo propagante para todas as frequências.

6.1.4 Sobre o índice nE
O índice nE , dado na Eq. (6.1.5), tem raiz em ω = ωp. Sob a condição (6.1.9), apresenta as seguintes

características:

(i) Para ω → 0, tem-se Re[nE] → ∞ e Im[nE] → −∞, o que difere do caso usual, Re[ñ−] = 0

quando ω → 0. Para 0 < ω < ωrad , o índice nE é complexo, como destacado na Fig. 6.7.

(ii) Para ωrad < ω < ωp, o índice é real, positivo e decrescente com ω, representando uma zona de
propagação que não existe no caso padrão. Veja Fig. 6.7

(iii) Para ω > ωp, o índice nE se torna negativo, definindo uma zona de propagação com refração
negativa, onde sua magnitude aumenta progressivamente para o valor assintótico, nE → −1, de
maneira muito semelhante ao caso usual.
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Figura 6.5: Índice de refração nL sob a condi-
ção (6.1.8). A linha tracejada vermelha (preta)
corresponde à parte imaginária de nL (ñ+), en-
quanto a linha sólida vermelha (preta) representa
a parte real de nL (ñ+). Aqui, V0 = (3/2)ωp, e
ωp = 1 rad s−1.
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Figura 6.6: Índice de refração nL sob a condi-
ção (6.1.9). A linha tracejada vermelha (preta)
corresponde à parte imaginária de nL (ñ+), en-
quanto a linha sólida vermelha (preta) representa
a parte real de nL (ñ+). Aqui, V0 = (5/2)ωp, e
ωp = 1 rad s−1.

Por outro lado, para a condição (6.1.9), não há absorção, pois nE é real para qualquer frequência, veja
Fig. 6.8. Neste caso, Re[nE] > 0 para ω < ωp, correspondendo a uma zona de propagação que aparece
no lugar da zona de absorção completa usual. Além disso, para ω > ωp, Re[nE] < 0 e há uma zona de
propagação com refração negativa, apresentando comportamento semelhante ao caso usual.

6.1.5 Modos de baixa frequência

Como visto anteriormente, modos hélicons de baixa frequência ocorrem para modos propagantes
de polarização circular, usualmente associados ao modo RCP (Vide Seção 2.5). Neste contexto quiral,
embora na ausência de campo magnético, modos circularmente polarizados estão associados aos índices
de refração (6.1.4) e (6.1.5), o que nos permite investigar a propagação de hélicons no presente caso. Em
um plasma não magnetizado, o limite de baixa frequência é definido por apenas uma condição,

ω ≪ ωp, (6.1.11)

que implementada nos índices de refração (6.1.4) e (6.1.5), fornece

n̄R,M = − V0
2ω

± 1

2ω

√
V 2
0 − 4ω2

p, (6.1.12)

n̄L,E =
V0
2ω

± 1

2ω

√
V 2
0 − 4ω2

p, (6.1.13)

onde usamos novamente a notação "barra"para indicar as quantidades hélicon. Os índices (6.1.12) e
(6.1.13) indicam a existência de ambos os hélicons RCP e LCP, que se propagam no regime de baixa
energia devido à presença do fator quiral, V0. Estes modos são dispersivos, com magnitude que depende
do inverso da frequência. Vale pontuar que,

• Sob a condição (6.1.8), V 2
0 /4 < ω2

p , os índices (6.1.12) e (6.1.13) tornam-se complexos implicando
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Figura 6.7: Índice de refração nE sob a condi-
ção (6.1.8). A linha tracejada vermelha (preta)
corresponde à parte imaginária de nE (ñ−), en-
quanto a linha sólida vermelha (preta) representa
a parte real de nE (ñ−). Aqui, V0 = (3/2)ωp, e
ωp = 1 rad s−1.
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Figura 6.8: Índice de refração nE sob a condi-
ção (6.1.9). A linha tracejada vermelha (preta)
corresponde à parte imaginária de nE (ñ−), en-
quanto a linha sólida vermelha (preta) representa
a parte real de nE (ñ−). Aqui, V0 = (5/2)ωp, e
ωp = 1 rad s−1.

comportamento com perdas.

• Sob a condição (6.1.9), V 2
0 /4 > ω2

p , os índices n̄R,M e n̄L,E são reais, sendo associados a modos
hélicon propagantes dispersivos. Além disso, ocorre refração negativa, associada a n̄R, n̄M e n̄E .

No contexto de plasma magnetizado na eletrodinâmica MCFJ, abordado na Seção 4.2.7, os índices
hélicon n̄R,E exibem um comportamento constante e não dispersivo, diferentemente dos índices (6.1.12)
e (6.1.13). Outro ponto importante é que os índices (6.1.12) e (6.1.13) representam modos propagantes
de baixa frequência (RCP e LCP) com diferentes índices de refração. Este cenário difere da teoria dos
plasmas quirais magnetizados, onde diferentes modos de baixa frequência associados ao mesmo índice
n̄R,E ocorrem, como visto na Seção 4.2.7.

6.1.6 Comportamento das relações de dispersão

Partindo dos índices nR e nM , sob a condição (6.1.8), as relações de dispersão são ilustradas na
Fig. 6.9. Neste caso, a propagação ocorre para ω > ωrad , enquanto a absorção ocorre para ω < ωrad .
Como ωrad < ωp, observa-se uma zona de absorção reduzida para nR e nM (a zona rosa clara) em relação
à dos índices usuais (ñ±). Para ωrad < ω < ωp, a região incomum de refração negativa (k < 0) de
nR torna-se evidente. Sob a condição (6.1.9), os índices nR e nM são inteiramente reais, e os modos
associados se propagam para quaisquer frequências, como mostrado na Fig. 6.10. Como claramente
mostrado, o índice nR (linha azul) torna-se negativo para 0 < ω < ωp.

A refração negativa também surge no caso de plasma quiral magnetizado, devido à presença do fator
quiral V0, como visto no Capítulo 4, enquanto não é observada no presença do vetor quiral V, estudado
no Capítulo 5. Assim, a dispersão negativa é uma característica do setor tipo-tempo da eletrodinâmica
MCFJ.
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Figura 6.9: Relações de dispersão relacionadas
aos índices de refração nR (linha sólida azul) e nM
(linha sólida preta), sob a condição (6.1.8). A li-
nha tracejada preta representa os índices do caso
padrão, ñ±. A área destacada em nR,M vermelho
(cinza mais vermelho) indica a zona de absorção
para nR,M (ñ±). Aqui, usamos V0 = (3/2)ωp, com
ωp = 1 rad s−1.
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Figura 6.10: Relações de dispersão relacionadas
aos índices de refração nR (linha sólida azul) e nM
(linha sólida preta), sob a condição (6.1.9). A li-
nha tracejada preta representa os índices do caso
padrão, ñ±. A área destacada em cinza indica a
zona de absorção para ñ±. O gráfico também re-
vela a ausência de região com perdas para nR,M .
Aqui, usamos V0 = (5/2)ωp, com ωp = 1 rad s−1.

As relações de dispersão associadas a nL e nE , sob a condição (6.1.8), são mostradas na Fig. 6.11.
Zonas de absorção e propagação ocorrem para ω < ωrad e ω > ωrad , respectivamente. O cenário da zona
de absorção reduzida é semelhante ao da Fig. 6.9, mas com o índice nE exibindo refração negativa no
lugar de nR. Por outro lado, sob a condição (6.1.9), não há absorção, e a propagação ocorre para ω > 0,
como ilustrado na Fig. 6.12, que encontra similaridade com o gráfico da Fig. 6.10.

6.1.7 Poder de rotação

Os índices (6.1.4) e (6.1.5) estão associados a ondas RCP e LCP, respectivamente, que propagam
com velocidades de fase distintas, vR = 1/nR, vL = 1/nL, vE = 1/nE e vM = 1/nM , o que implica em
birrefringência para plasma quiral não magnetizado. O RP, considerando os índices de refração nL e nR,
é escrito como

δLR = −ω
2
(Re[nL]− Re[nR]) , (6.1.14)

fornecendo simplesmente um PR constante (não dispersivo), a saber

δLR = −ω
2
Re [V0/ω] = −V0

2
, (6.1.15)

induzido pela presença do parâmetro quiral V0.
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Figura 6.11: Relações de dispersão relacionadas
aos índices de refração nL (linha sólida azul) e
nE (linha sólida preta) sob a condição (6.1.8).
A linha tracejada preta representa os índices do
caso padrão, ñ±. A área destacada em vermelho
(cinza e vermelho) indica a zona de absorção para
nR,M (ñ±). Aqui, usamos V0 = (3/2)ωp, com
ωp = 1 rad s−1.
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Figura 6.12: Relações de dispersão relacionadas
aos índices de refração nL (linha sólida azul) e nE
(linha sólida preta) sob a condição (6.1.9). A li-
nha tracejada preta representa os índices do caso
padrão, ñ±. A área destacada em cinza repre-
senta a zona de absorção para ñ±. O gráfico tam-
bém revela a ausência de uma região com perdas
para nL,E . Aqui, usamos V0 = (5/2)ωp, com
ωp = 1 rad s−1.

Considerando agora os índices de refração nE e nR, o PR é escrito como

δER = −ω
2
(Re[nE]− Re[nR]) , (6.1.16)

δER = −ω
2
Re
[
V0/ω − 2

√
R (ω)

]
, (6.1.17)

que é mostrado na Fig. 6.13. Sob a condição (6.1.8), tem-se R (ω) < 0 para ω < ωrad , de modo que
o termo

√
R (ω) é puramente imaginário neste regime. O PR (6.1.17) então coincide com (6.1.15) para

ω < ωrad . Para ω > ωrad o termo
√
R (ω) torna-se real e começa a contribuir (positivamente) para o

RP, como visto na Fig. 6.13. Também vale mencionar que o PR (6.1.17) sofre uma inversão de sinal
na frequência de plasma ωp. Além disso, observe que tal PR crescente é uma consequência da zona de
refração negativa de nE .
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Figura 6.13: Poder de rotação (6.1.17) definido para os índices de refração nE e nR. Ele é representado
pela linha sólida azul para a condição (6.1.8) e V0 = (3/2)ωp, e pela linha marrom para a condição (6.1.9)
e V0 = (5/2)ωp. Aqui, usamos ωp = 1 rad s−1.

O comportamento do PR (6.1.17) sob a condição (6.1.9) é ilustrado pela linha marrom na Fig. 6.13.
Neste caso, tem-se R (ω) > 0 para qualquer frequência, então a raiz quadrada

√
R (ω) contribui para o

PR para ω > 0, produzindo o perfil suavemente crescente da Fig. 6.13. O comportamento de inversão de
sinal em ωp não é alterado, ocorrendo em ω = ωp.

Uma inversão do poder de rotação não é usual na teoria de plasmas, nem mesmo para o caso magneti-
zado. Portanto, observa-se que o fator quiral não apenas induz birrefringência, como também a inversão
de PR em plasma não magnetizado.

O PR também pode ser avaliado para os índices de refração nL e nM , fornecendo

δLM = −ω
2
Re
[
V0/ω + 2

√
R (ω)

]
. (6.1.18)

que está plotado na Fig. 6.14, para as condições (6.1.8) e (6.1.9). Como observado, o PR é sempre
negativo, sem inversão de sinal.

6.1.8 Coeficiente de dicroísmo

Como já visto, sob a condição (6.1.8) os índices de refração nL e nR são complexos para ω < ωrad e
ocorre absorção. O coeficiente de dicroísmo, no entanto,

δdLR = −ω
2
(Im[nL]− Im[nR]) = −1

2
Im [V0] = 0, (6.1.19)

é nulo neste regime, δdLR = 0, já que o parâmetro quiral V0 é considerado real. Fisicamente, isso
significa que ambas as ondas RCP e LCP são absorvidas no mesmo grau na janela ω < ωrad , onde os
índices associados são complexos. Este comportamento difere do cenário do plasma quiral magnetizado,
onde o coeficiente δdLR é não nulo para diferentes faixas de frequência; veja Seção 4.3.2.

Para os índices nE e nR, sob a condição (6.1.8), o coeficiente de dicroísmo circular é
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Figura 6.14: Poder de rotação (6.1.18) definido
para os índices de refração nL e nM . Ele é re-
presentado pela linha sólida azul para a condição
(6.1.8) e V0 = (3/2)ωp, e pela linha marrom para
a condição (6.1.9) e V0 = (5/2)ωp. Aqui, usamos
ωp = 1 rad s−1.
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Figura 6.15: Linha vermelha: coeficiente de dicro-
ísmo (6.1.20), definido pelos índices de refração
nE e nR sob a condição (6.1.8). Linha azul: co-
eficiente de dicroísmo (6.1.21), definido pelos ín-
dices de refração nL e nM sob a condição (6.1.8).
Aqui, usamos V0 = (3/2)ωp, e ωp = 1 rad s−1.

δdER =

ω
√
R (ω), para 0 < ω < ωrad,

0, para ω > ωrad.
(6.1.20)

Tal coeficiente é não nulo apenas para ω < ωrad, sendo ilustrado na Fig. 6.15. Ele também é diferente
daquele de um plasma quiral magnetizado, que pode ser não nulo para um ou mais intervalos, como
discutido na Seção 4.3.2.

Finalmente, escrevemos o coeficiente de dicroísmo circular para os índices de refração nL e nM , sob
a condição (6.1.8),

δdLM =

−ω
√
R (ω), para 0 < ω < ωrad,

0, para ω > ωrad,
(6.1.21)

que apresenta dicroísmo não nulo e negativo apenas para ω < ωrad, como mostrado pela linha azul na
Fig. 6.15, que corresponde ao comportamento espelhado (sinal oposto) do coeficiente (6.1.20).

Na Tabela 6.1 estão comparados os principais resultados obtidos neste capítulo com o contexto usual
de plasma frio, magnetizado e não magnetizado, e com o caso quiral magnetizado na presença do fator
quiral V0, abordado no Capítulo 4.
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Tabela 6.1: Propriedades de propagação de quatro cenários distintos de plasmas frios. O símbolo
“..."significa que a entrada não se aplica à característica e ao modelo de plasma mencionados.

Propriedade Plasma não magne-
tizado (eletrodinâ-
mica usual)

Plasma magnetizado
(eletrodinâmica usual)

Plasma quiral MCFJ
não magnetizado com
JB = k0AFB

Plasma quiral MCFJ
magnetizado com JB =

k0AFB

Modos de pro-
pagação

Modo linear RCP para n−, LCP para
n+

RCP para nR,M , LCP
para nL,E

RCP para nR,M , LCP
para nL,E

Birrefringência ... PR PR (6.1.15) e (6.1.17) PR δLR e δER

Inversão de PR ... Não Sim Sim

Absorção Sim (convencional) Sim (dicroísmo) Sim, δdER (6.1.20) Sim (dicroísmo)

Hélicons ... RCP RCP e LCP (fator quiral) RCP e LCP
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CAPÍTULO 7
PLASMA FRIO BI-ISOTRÓPICO
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Nos capítulos anteriores investigamos plasmas frios quirais, considerando a presença da corrente
magnética quiral e da corrente Hall anômala, regidas pela eletrodinâmica de MCFJ. No entanto, como
comentado no Capítulo 3, efeitos quirais podem ser também investigados a partir das relações constitu-
tivas bi-isotrópicas e bi-anisotrópicas. No contexto da física de plasmas, relações bi-isotrópicos foram
utilizadas na investigação dos modos de propagação e relações de dispersões quirais, voltados à análise
da refração negativa [38,39]. Neste capítulo, revisitamos esse sistema quiral para uma investigação mais
detalhada de suas propriedades, como o comportamento dos índices de refração, estudo dos modos de
baixa frequência e efeitos de birrefringência, realizando os mesmos procedimentos desenvolvido ao longo
desta tese. Os desenvolvimentos e resultados deste capítulo estão apresentados conforme a abordagem
original realizada na Ref. [84].

7.1 Propagação de ondas em plasma quiral do tipo bi-isotrópico

Examinamos um plasma quiral descrito pelas relações constitutivas do tipo bi-isotrópicas,

Di = ϵij(ω)E
j + iξcB

i, (7.1.1a)

H i = iξcE
i + µ−1

0 Bi, (7.1.1b)

que substituídas nas equações de Maxwell, fornecem a equação de onda modificada[
n2δik − nink − 2iξ̃cϵijkn

j − εik (ω) /ε0

]
Ek = 0, (7.1.2)

onde ξ̃c = ξc/(cε0) é o parâmetro quiral redefinido, e εik (ω) é o tensor de permissividade do plasma,
dado em Eq. (2.4.21).

É oportuno comentar sobre a possibilidade de comparar o cenário quiral bi-isotrópico com o caso de
vetor de violação tipo-tempo de CFJ, abordado no Capítulo 4. Para isso, basta observar a similaridade
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das Eqs. (7.1.2) e (4.2.1), das quais, por comparação, pode-se estabelecer uma conexão entre ξ̃c e o vetor
tipo-tempo V 0:

2ξ̃cω = V 0. (7.1.3)

Uma correspondência similar foi apontada na Ref. [186]. Desta forma, pode-se interpretar que o fa-
tor tipo-tempo do CFJ pode efetivamente descrever uma resposta eletromagnética quiral dispersiva de
sistemas bi-isotrópicos.

A Eq. 7.1.2 pode ser lida em forma matricial, n2 − n2
x − S −nxny + 2iξ̃cnz + iD −nxnz − 2iξ̃cny

−nxny − 2iξ̃cnz − iD n2 − n2
y − S −nynz + 2iξ̃cnx

−nxnz + 2iξ̃cny −nynz − 2iξ̃cnx n2 − n2
z − P


ExEy
Ez

 = 0, (7.1.4)

que para n = nẑ, lê-se  n2 − S 2iξ̃cn+ iD 0

−2iξ̃cn− iD n2 − S 0

0 0 −P


ExEy
Ez

 = 0, (7.1.5)

cujas soluções não triviais surgem da condição de determinante nulo para a matriz de coeficientes. Assim,
obtém-se

P

[(
n2 − S

)2 − (2ξ̃cn+D
)2]

= 0. (7.1.6)

Como sabemos, A relação de dispersão acima descreve as propriedades dispersivas do sistema e deter-
mina seus modos de propagação. Para a configuração de onda longitudinal, E = (0, 0, Ez), o modo não
propagante padrão decorre de P = 0 e ocorre na frequência de plasma, ω = ωp. Modo longitudinais não
alterados foram também constatados nos sistemas quirais estudados anteriormente.

Para ondas transversais, com n ⊥ E e E = (δEx, δEy, 0), a Eq. (7.1.6) fornece

n2 ±
(
2ξ̃cn+D

)
− S = 0, (7.1.7)

com D e S definidos na Eq. (2.4.26). Tal equação permite obter os seguintes índices de refração

nR± = −ξ̃c ±

√
1 + ξ̃2c −

ω2
p

ω (ω − ωc)
, (7.1.8)

nL± = ξ̃c ±

√
1 + ξ̃2c −

ω2
p

ω (ω + ωc)
, (7.1.9)

associados a modos de propagação RCP e LCP, respectivamente.
As raízes dos índices de refração são frequências de corte padrão, a saber

ω± =
1

2

(√
4ω2

p + ω2
c ∓ ωc

)
, (7.1.10)
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Figura 7.1: Índice de refração nR+ para ωp = ωc.
A linha vermelha sólida (tracejada) corresponde
à parte real (imaginária) de nR+ . O mesmo pa-
drão vale para o índice n− de Eq. (2.4.35), mos-
trado aqui para comparação. Aqui, ξ̃c = 0.8 e
ωp = 1 rad s−1.
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Figura 7.2: Índice de refração nR− para ωp = ωc.
A linha vermelha tracejada (preta) corresponde à
parte imaginária de nR− (−n−), enquanto a linha
vermelha sólida (preta) representa a parte real de
nR− (−n−). O índice n− é dado em Eq. (2.4.35).
Aqui, ξ̃c = 0.8 e ωp = 1 rad s−1.

que ocorrem nos índices nR+ e nL− , respectivamente. Por outro lado, os índices nR− e nL+ não têm raízes
reais, sendo completamente negativo e positivo para todos os valores de frequência, respectivamente. É
importante notar que os índices (7.1.8) e (7.1.9) tornam-se complexos no intervalo em que os radicandos,

R± (ω) = 1 + ξ̃2c −
ω2
p

ω (ω ± ωc)
, (7.1.11)

são negativos. Essas regiões são limitadas por uma das raízes,

ωR± = ∓ωc/2 +
√
ω2
p/(1 + ξ̃2c ) + ω2

c/4, (7.1.12)

como mostrado nos gráficos das Figs. 7.1, 7.2, 7.3, 7.4. Note que ωR± está relacionado a nR± e nL±,
respectivamente.

Agora, examinamos os principais impactos do parâmetro quiral ξ̃c nos índices de refração supondo
que sua magnitude seja comparável com os observáveis ópticos do sistema (para amplificar sua ação).
Essas características são apontadas abaixo:

• O índice de refração nR+ , ilustrado na Fig. 7.1, apresenta uma zona de propagação livre (sem
absorção) para 0 < ω < ωc, similarmente ao caso usual (linha preta sólida). Para ωc < ω < ωR−,
o índice é complexo, Im[nR+ ] ̸= 0, e ocorre uma zona de absorção (onde a parte real do índice é
negativa). Como ωR− < ω−, tem-se uma zona de absorção encurtada comparada ao caso usual,
veja Fig. 7.1. Além disso, uma zona de refração negativa de propagação livre (inexistente no caso
padrão) emerge para ωR− < ω < ω−.

• O índice de refração negativo nR− é representado na Fig. 7.2, mostrando uma zona de propagação
para 0 < ω < ωc e uma zona de absorção encurtada para o intervalo ωc < ω < ωR−, com a
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Figura 7.3: Índice de refração nL+ para ωp =
ωc. A linha vermelha tracejada (preta) corres-
ponde à parte imaginária de nL+ (ñ+), enquanto
a linha vermelha sólida (preta) representa a parte
real de nL+ (ñ+), onde o índice ñ+ é dado em
Eq. (2.4.35). Aqui, ξ̃c = 0.8 e ωp = 1 rad s−1.
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Figura 7.4: Índice de refração nL− para ωp = ωc.
A linha vermelha tracejada (preta) corresponde à
parte imaginária de nL− (−ñ+), enquanto a linha
vermelha sólida (preta) representa a parte real de
nL− (−ñ+). O índice ñ+ é dado em Eq. (2.4.35).
Aqui, ξ̃c = 0.8 e ωp = 1 rad s−1.

parte real de nR− sendo negativa. A zona de propagação puramente do tipo metamaterial vale para
ωR− < ω < ω−.

• Para o índice de refração nL+ , exibido na Fig. 7.3, ocorre uma zona de absorção parcial para
0 < ω < ωR+, enquanto para ω > ωR+ ocorre propagação livre de atenuação.

• Para o índice de refração nL− , ilustrado na Fig. 7.4, ocorre absorção parcial para 0 < ω < ωR+,
seguida por uma zona de propagação para o intervalo ωR+ < ω < ω+, onde Re[nL− ] > 0. Para
ω > ω+, o índice é puramente real e negativo, representando uma zona de propagação com refração
negativa.

No limite de alta frequência, os índices do plasma bi-isotrópico (7.1.8) e (7.1.9) tendem aos valores

assintóticos nR± → −ξ̃c ±
√
1 + ξ̃2c e nL± → ξ̃c ±

√
1 + ξ̃2c , diferindo dos valores do vácuo, n± → 1,

que valem no cenário de plasma convencional.

7.1.1 Modos de baixa frequência

Para o plasma magnetizado quiral bi-isotrópico descrito pelos índices (7.1.8) e (7.1.9), o regime de
baixa frequência,

ω ≪ ωp, ωc ≪ ωp, ω ≪ ωc, (7.1.13)
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fornece

n̄R± = ±ωp
√

1

ωωc
− ξ̃c, (7.1.14)

n̄L± = ±iωp
√

1

ωωc
+ ξ̃c. (7.1.15)

Tais índices contêm uma contribuição quiral linear e não dispersiva. Os índices n̄R± são reais, enquanto
n̄L± são complexos, de acordo com o comportamento observado na faixa de baixa frequência para os
índices de refração nas Figs. 7.1–7.4. Assim, o modo RCP se propaga, enquanto o modo LCP é absorvido
no regime de baixa energia. Além disso, o índice n̄R+ pode exibir zona de refração negativa quando
ω > ω̂, com ω̂ = ω2

p/(ξ̃
2
cωc). Portanto, a refração convencional (n̄R+ > 0) para o hélicon RCP é

garantida apenas para ω < ω̂.

7.1.2 Poder de rotação

Sendo o plasma quiral bi-isotrópico descrito pelos índices nL± e nR± , associados às ondas LCP e RCP,
pode-se selecionar ondas que se propagam na mesma direção +ẑ, com n > 0, para determinar o poder
de rotação. Assim, para esta análise, não consideraremos nR− , que é sempre negativo. Inicialmente,
consideramos os índices nL+ e nR+ , para os quais o PR (2.6.14) torna-se

δ++
LR = −ω

2

(
2ξ̃c +Re

[√
R+ (ω)

]
− Re

[√
R− (ω)

])
, (7.1.16)

onde R± (ω) são os radicandos dados em (7.1.11). O comportamento do PR acima é ilustrado nas
Figs. 7.5 e 7.6, para 0 < ω < ωc e ω > ω−, respectivamente1, considerando três valores para o pa-
râmetro quiral: ξ̃c = 0 (linha preta tracejada), ξ̃c = 0.8 (linha azul tracejada com pontos), e ξ̃c = 1.0

(linha vermelha sólida). Para 0 < ω < ωc, notamos que o parâmetro quiral induz uma dupla reversão de
sinal, como ocorre no caso da linha vermelha (veja Fig. 7.5), com inversões ocorrendo em ω′ e ω′′. Para
ωc < ω < ω−, o PR (7.1.16) é sempre negativo e decresce com a frequência para ω > ω− [veja Fig. 7.6].
No regime de alta frequência, ω ≫ (ωc, ωp), o PR comporta-se como

δ++
LR ≈ −ξ̃cω −

ωcω
2
p

2

√
1 + ξ̃c

2ω2

. (7.1.17)

exibindo um decaimento linear incomum com a frequência devido à contribuição quiral no primeiro
termo.

Considerando os índices de refração nL− e nR+ , que são ambos positivos na faixa de frequência

1Para o intervalo intermediário, ωc < ω < ω−, o PR (7.1.16) não é definido, pois as ondas RCP e LCP estão associadas
a velocidades de fase opostas (determinadas pelos sinais dos índices de refração), com nR+

< 0 e nL+
> 0 (veja Figs. 7.1 e

7.3).
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Figura 7.5: Poder de rotação (7.1.16) para o in-
tervalo 0 < ω < ωc. É ilustrado na linha azul
tracejada com pontos (ξ̃c = 0.6) e linha vermelha
sólida (ξ̃c = 1.0). O PR do plasma padrão (ξ̃c = 0)
é representado pela linha preta tracejada. Aqui,
usamos ωp = 1 rad s−1.
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Figura 7.6: Poder de rotação (7.1.16) para a faixa
ω > ω−. É representado pela linha azul trace-
jada com pontos (ξ̃c = 0.6) e linha vermelha só-
lida (ξ̃c = 1.0). O PR do plasma padrão (ξ̃c = 0) é
ilustrado por uma linha preta tracejada. Aqui, usa-
mos ωp = 1 rad s−1.

0 < ω < ω+, o PR é dado por

δ−+
LR = −ω

2

(
2ξ̃c − Re

[√
R+ (ω)

]
− Re

[√
R− (ω)

])
, (7.1.18)

cujo comportamento é representado na Fig. 7.7 para ξ̃c = 0 (linha preta tracejada), ξ̃c = 0.8 (linha
azul tracejada com pontos), e ξ̃c = 2.5 (linha vermelha sólida). Observe que aumentar a magnitude do
parâmetro quiral também pode induzir uma dupla inversão em ω′ e ω′′, como ilustrado na linha vermelha
da Fig. 7.7. Portanto, a reversão do PR aparece no plasma frio bi-isotrópico para os dois coeficientes
definidos nesta seção, dados em (7.1.16) e (7.1.18), conforme destacado na abordagem original realizada
na Ref. [85]. Tal reversão foi também observada em plasmas frios quirais magnetizados regidos pela
eletrodinâmica MCFJ, com apenas uma frequência de inversão [82, 83].

7.1.3 Coeficiente de dicroísmo

Como discutido na Seç. 7.1, os índices de refração nL± e nR± tornam-se complexos para ω < ωR+ e
ωc < ω < ωR−, respectivamente, onde ocorre absorção. Pode-se então avaliar o coeficiente de dicroísmo,
dado em (2.6.20), considerando os índices nL+ e nR+ , que fornecem

δ++
dLR =


−ω

2

√
R+ (ω), para 0 < ω < ωR+,

0, para ωR+ < ω < ωc,

+ω
2

√
R− (ω), para ωc < ω < ωR−,

0, para ω > ωR−.

(7.1.19)
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Figura 7.8: Coeficiente de dicroísmo 7.1.19. A li-
nha tracejada preta representa o coeficiente de di-
croísmo de um plasma frio usual. Aqui, usamos
ξ̃c = 0.8 e ωp = 1 rad s−1.

cujo comportamento é exibido na Fig. 7.8. As regiões onde o coeficiente de dicroísmo é não nulo são
encurtadas em comparação com o plasma magnetizado usual, de acordo com as bandas de absorção dos
índices de refração associados, como visto na Fig. 7.1 e Fig. 7.3. Um comportamento similar foi obtido
para um plasma quiral regido pela teoria de MCFJ, onde duas regiões para coeficiente de dicroísmo
circular não nulo apareceram sob condições específicas, como discutido nas Seções 4.3.2 e 5.1.1.6.

Para os índices nL− e nR+ , o coeficiente de dicroísmo é

δ−+
dLR =


+ω

2

√
R+ (ω), para 0 < ω < ωR+,

0, para ωR+ < ω < ωc,

+ω
2

√
R− (ω), para ωc < ω < ωR−,

0, para ω > ωR−,

(7.1.20)

é não nulo nos mesmos intervalos do primeiro caso e tem a mesma magnitude de δ+,+dLR, exceto para
0 < ω < ωR+, onde δ−,+dLR assume valores opostos, isto é, δ−,+dLR = −|δ+,+dLR|.
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No cenário astrofísico, plasmas desempenham um papel importante na propagação de ondas de rádio
advindas de pulsares e outros objetos, que viajam através do meio interestelar (ISM) com velocidade de
grupo vg, até que alcancem detectores na aqui Terra [231]. Durante um trajeto ao longo de uma distância
d, as ondas sofrem efeitos dispersivos devidos à interação com as partículas do meio cósmico (plasma),
fato que torna seu tempo chegada maior quando comparado ao tempo de ondas que viajam no vácuo.

O ISM é composto por uma variedade de partículas oriundas de gases do ventos solares e explosões
de supernovas, dotado de baixa densidade de elétrons (em torno de ne ≈ 0.03 cm−3), originados a partir
ionização desses gases. Evidentemente, a densidade de elétrons livres varia drasticamente a depender da
região considerada. Por exemplo, estima-se que a densidade de uma camada de elétrons na nebulosa do
caranguejo seja ne ≈ 106 cm−3, ou seja, uma região de alta concentração de elétrons [187].
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Além da dispersão ocasionada pela presença dos elétrons, a luz que propaga no meio interestelar
também sofre birrefringência, uma assinatura da presença de um campo magnético galáctico. Neste
cenário, as linhas de campo paralelas à linha de visada provocam o surgimento de efeito Faraday. Tal
efeito permite estimar a magnitude e forma das linhas do campo galático, a partir do ângulo de rotação
associado à polarização dos sinais observados.

Pulsares podem também fornecer uma rota para investigar teorias de violação Lorentz (VL). De fato,
o pulsar timing foi usado para restringir coeficientes do setor de férmions do Modelo Padrão Esten-
dido [188] e de sua extensão gravitacional [189]. Esses exemplos anteriores diferem da presente inves-
tigação no sentido de que agora restringimos o setor do fóton CPT-ímpar (termo CFJ) usando dados de
radiação emitida por pulsares. Além disso, a influência do áxion nas observações de conjuntos de pul-
sares, através de uma técnica chamada pulsar timing array (PTAs), foi investigada para um modelo de
áxion pesado [190], partículas similares aos áxions pós-inflacionários [191] e detecção de ondas gravi-
tacionais estocásticas de fundo (SGWB) [192]. Usando DMs (medidas de dispersão), restrições sobre
matéria escura carregada foram derivadas usando um conjunto de dados de pulsares [193]. De maneira
similar às PTAs, restrições sobre o acoplamento áxion-fóton também foram examinadas em redes de po-
larização de pulsares (PPAs) voltadas para medições da propagação de ondas de rádio em um fundo de
áxions oscilantes no tempo [194].

Neste capítulo, investigam-se o tempo de atraso e ângulo de rotação de Faraday para sinais de rádio
que propagam no ISM, tomando este como um plasma quiral, regido pela eletrodinâmica de MCFJ [82,
83] ou por relações constitutivas bi-isotrópicas [85], conforme proposto no desenvolvimento original
realizado na Ref. [86]. Para isso, são considerados os resultados obtidos nos capítulos anteriores, sob
a condição de baixa densidade do meio. Além disso, dados associados a cinco pulsares são utilizadas
para impor restrições sobre as componentes do vetor de CFJ, as quais são comparadas com restrições
realizadas previamente por outros autores, através das ressonâncias de Schumann (no nível de 10−20

GeV) [195], por análises laboratoriais envolvendo cavidades ressonantes (no nível de 10−23 GeV) [196],
por dados de desvio do vento solar (como 10−24 GeV) [197], e por seus efeitos nas anisotropias da
radiação cósmica de fundo (rigoroso limite de 10−44 GeV) [198]. Por fim, os mesmos dados são utilizados
para impor restrições sobre o parâmetro quiral bi-isotrópico, conforme abordagem original realizada na
Ref. [85].

8.1 Tempo de atraso e ângulo de Faraday

Para plasma frio usual magnetizado, abordado no Capítulo 2, as ondas transversais circularmente
polarizadas à direita e à esquerda estão relacionadas aos índices de refração

n2
R,L = 1− ω2

p/(ω (ω ± ωc)), (8.1.1)

com ωp =
√
nee2/(mϵ0) e ωc = eB0/m sendo as frequências de plasma e ciclotrônica. Neste caso,

foi considerado q = −e, m, ne, sendo estes a carga, massa e densidade de elétrons (dada em cm−3),
respectivamente. Tal escolha decorre do fato de que a dispersao no ISM ocorre majoritariamente devido
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aos elétrons, o que nos permite negligenciar a contribuição de íons e outras partículas.
O tempo de chegada de um sinal eletromagnético viajando por uma distância d através do ISM é

definido como

t =

� d

0

(vg)
−1ds, (8.1.2)

onde s é o elemento da linha de visada e vg a velocidade de grupo [199]. A baixa densidade de elétrons
no ISM é consistente com uma propagação sem absorção (sem perdas), uma vez que permite velocidades
de grupo reais para frequências grandes em comparação à frequência de plasma, ω ≫ ωp. Sob esta
condição, a Eq. (8.1.1) fornece a expressão para o inverso da velocidade grupo,

v−1
g ≈ 1

c
+

ω2
p

2cω2
±
ωcω

2
p

cω3
. (8.1.3)

Assim, o tempo de chegada (8.1.2) torna-se

t ≈ d

c
+

e2

2cϵ0mω2
DM, DM =

� d

0

neds, (8.1.4)

onde o dispersion measure (DM) é definido em termos da densidade de elétrons, ne, assumida, em
princípio, não constante ao longo do caminho de integração. Note que é suprimida a presença do terceiro
termo em ω−3 de (8.1.3) no tempo de chegada (8.1.4). Isto se justifica porque, para campos magnéticos
interestelares da ordem de poucos µG, este termo é menor do que o segundo por um fator ωc/ω ∼ 10−7,
o que nos permite negligenciá-lo.

Tomando a diferença entre o tempo de trânsito de dois sinais (viajando à velocidade da luz c e vg), o
tempo de atraso (time delay), obtido de (8.1.4), é

τ =
e2

2cϵ0mω2
DM, (8.1.5)

que exibe o conhecido comportamento ω−2 para sinais eletromagnéticos1. O atraso eletromagnético
(8.1.5) fornece informações relevantes para estimar a distribuição eletrônica Galáctica permeando o
ISM [199, 200], enquanto o DM é um parâmetro chave para estudar efeitos dispersivos do ISM ao longo
da linha de visada [201,202]. O DM também é útil para examinar a densidade de elétrons em regiões es-
pecíficas do espaço, onde ocorrem variações significativas nas medições de DM devido a fatores distintos,
como vento solar [203] e turbulência de plasma no ISM [204].

Para examinar a influência dos campo magnético galáctico na propagação do sinal de rádio é neces-
sário analisar a rotação de Faraday. Os números de onda associados aos índices (8.1.1), sob a condição
ω ≫ ωp, são escritos na forma

kR,L ≈ ω

c
−

ω2
p

2cω
±
ωcω

2
p

2cω2
. (8.1.6)

A diferença de fase diferencial ao longo da linha de visada é definida como através da diferença entre os

1Para densidades muito maiores que a densidade típica do ISM, termos extras podem ser incluídos na expressão do atraso
temporal, como discutido em Ref. [187].
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Figura 8.1: Distribuição de RM de 388 pulsares projetados no plano Galáctico. Aqui, GC marca o centro
galáctico. Os tamanhos dos símbolos são proporcionais à raiz quadrada das magnitudes do RM. Os sinais
+ e × representam RMs positivos, enquanto círculos e quadrados representam RMs negativos. Pulsares
com distâncias estimadas grandes demais para serem mostradas são plotados na borda da figura. [Figura
retirada da Ref. [49].]

números de onda RCP e LCL, sendo escrita como

∆Ψ =

� d

0

(kR − kL) ds =
e3λ2

4π2c3m2ϵ0

� d

0

neB∥ds. (8.1.7)

A partir da expressão acima, define-se o ângulo de rotação de polarização ∆ϕ,

∆ϕ ≡ ∆Ψ/2 = λ2RM, (8.1.8)

dado em termos do rotation measure (RM), onde

RM =
e3

8π2c3m2ϵ0

� d

0

neB∥ds = 0.81

� d

0

neB∥ds. (8.1.9)

Acima, B∥ é o campo magnético paralelo à linha de visada (geralmente dado em µG), enquanto a
distância d é tomada em pc. É possível obter a intensidade de B∥ através da razão RM/DM, uma vez que
este é pode ser expresso como

⟨B∥⟩ =
� d
0
neB∥ds� d
0
neds

= 1.232
RM
DM

µG. (8.1.10)

Note que o sinal do RM determina o sentido do campo B∥, o que torna o RM peça fundamental no
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Figura 8.2: Padrão global das direções do campo magnético inferido a partir de ajustes RM–DM aos
dados de pulsares, assumindo um padrão espiral global para o campo em grande escala. [Figura retirada
da Ref. [49].]

estudo de campos magnéticos na astrofísica. A partir da relação (8.1.10), dados de RM e DM são ex-
tensivamente usados para estimar a magnitude e direção da linhas do campo magnético galático, o que
leva à proposta de um campo magnético de larga escala permeando nossa galáxia. Em tais investigações,
sinais de RMs estimados para diversas pulsares permitiram determinar um padrão para linhas de campo
em diferentes regiões do plano galáctico. A Fig. 8.1 mostra a distribuição de RM relacionados a 388
pulsares, onde os sinais + e × representam RMs positivos, enquanto círculos e quadrados representam
RMs negativos. Como discutido na Ref. [49], a composição destes dados sugerem não apenas uma es-
trutura em larga escala, mas também um padrão de linhas de campo que acompanham os braços das
espirais da Via Láctea, como ilustrado na Fig. 8.2. Estudos dessa natureza, examinando a polarização
da luz vinda de pulsares [50, 51], têm sido realizados a partir de observações de vários telescópios ao
redor do mundo, que fornecem conjuntos de dados para vários parâmetros, incluindo medidas de DM e
RM. Alguns dos radiotelescópios em operação são o Five-hundred-meter Aperture Spherical Telescope
(FAST) [205], Parkes Radio Telescope [206], MeerKAT (Thousand Pulsar Array / MeerTime) [207], e
o LOw-Frequency ARray (LOFAR) [209], que atuam em diferentes faixas de frequência e com níveis
distintos de precisão.

O LOw-Frequency ARray (LOFAR) é um radiotelescópio que consiste de um arranjo interferométrico
de estações de antenas de dipolo localizadas no norte da Holanda e através da Europa [208]. Suas
observações fornecem dados sobre DMs, densidades de fluxo e perfis de intensidade total calibrados
para um subconjunto de pulsares obtidos pelas antenas de alta frequência do LOFAR (na faixa de 110-
188MHz) [209]. Por sua vez, medidas de RM também foram aprimoradas pelos resultados do LOFAR

130



CAPÍTULO 8. RESTRIÇÕES SOBRE OS PARÂMETROS QUIRAIS USANDO PULSARES

para pulsares de baixa frequência [210].

8.2 Tempo de atraso e medida de dispersão na eletrodinâmica MCFJ

Plasmas quirais descritos pela eletrodinâmica MCFJ, apresentam quatro índices de refração sob a
influência de vetor de violação tipo-tempo, como visto no Capítulo 4, onde a refração negativa também
foi discutida.

Neste contexto, consideraremos apenas índices de refração positivos, reescritos abaixo

nR = −K
0
AF

2ω
+

√
1−

ω2
p

ω (ω + ωc)
+

(
K0
AF

2ω

)2

, (8.2.1)

nL =
K0
AF

2ω
+

√
1−

ω2
p

ω (ω − ωc)
+

(
K0
AF

2ω

)2

, (8.2.2)

associados aos modos RCP e LCP2, respectivamente. É importante mencionar que, a partir daqui, apre-
sentaremos nosso desenvolvimento adotando unidades naturais, com c = ϵ0 = 1, tipicamente usadas em
trabalhos que abordam a quebra da simetria de Lorentz.

Os modos relacionados aos índices (8.2.1) e (8.2.2) podem se propagar com as seguintes velocidades
de grupo:

vg =
2ω (ω ± ωc)

2

2ω (ω ± ωc)
2 ∓ ωcω2

p

√
1−

ω2
p

ω (ω ± ωc)
+

(
K0
AF

2ω

)2

, (8.2.3)

com o (±) relacionado às ondas RCP (LCP), respectivamente. No regime de alta frequência, ω ≫ ωp,
encontra-se

(vg)
−1 ≈ 1 +

ω2
p

2ω2
+

(K0
AF )

2

8ω2
, (8.2.4)

com um termo quiral na potência ω−2 contribuindo para o tempo de chegada, que torna-se

t ≈ d

c
+

e2

2mω2
DM +

(K0
AF )

2

8ω2
d. (8.2.5)

Neste caso, o tempo de atraso (entre uma onda viajando no vácuo e a outra no plasma quiral) é

τ =
e2

2mω2

(
DM + DM(•)

CFJ

)
, (8.2.6)

onde definimos um dispersion measure quiral efetivo,

DM(•)
CFJ =

m (K0
AF )

2

4e2
d. (8.2.7)

A dependência da frequência é preservada em (8.2.6), comportando-se como ω−2, assim como no delay

2Aqui, consideramos q = −e, a carga do elétron presente na frequência ciclotrônica ωc nos índices de refração obtidos no
Capítulo 3.
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usual em (8.1.5).
O DM efetivo (8.2.7) pode ser interpretado como uma correção devido ao parâmetro quiral K0

AF na
medida de dispersão usual DM, aqui atribuída a elétrons ordinários. Nesse sentido, desvios observacio-
nais de DM podem ser utilizados para estimar limites na magnitude do fator quiral K0

AF .
Considerando agora o cenário de propagação eletromagnética em plasma frio sob a influencia do

vetor quiral de CFJ, abordado no Capítulo 5, o time delay é investigado sob a ótica dos casos em que o
vetor quiral é paralelo (KAF ∥ B0) e ortogonal (KAF ⊥ B0) ao campo magnético. Para o vetor quiral
paralelo ao campo magnético, os modos RCP e LCP estão associados aos seguintes índices de refração
(veja Seção 5.1.1 )3:

n2
L(R) = 1−

ω2
p

ω(ω ∓ ωc)
± |KAF |

ω
, (8.2.8)

cuja velocidade de grupo relacionada (no regime de alta frequência),

(vg)
−1 ≈ 1 +

ω2
p

2ω2
+

|KAF |2

8ω2
. (8.2.9)

tem a mesma forma da velocidade de grupo (8.2.4), com |KAF | substituindo K0
AF . Assim, similarmente,

o tempo de atraso é

τ =
e2

2mω2

(
DM + DM(••)

CFJ

)
, (8.2.10)

com DM(••)
CFJ definido como

DM(••)
CFJ =

m|KAF |2

4e2
d. (8.2.11)

Quanto ao caso em que o vetor quiral é ortogonal ao campo magnético, KAF ⊥ B0, investigado na
Seção 5.1.2, existem dois índices de refração associados a polarizações elípticas, dos quais apenas um,

(nB)
2 = S − |KAF |2

2Pω2
+

1

P

√
P 2D2 +

|KAF |4
4ω4

, (8.2.12)

produz contribuições de ordem relevante para a velocidade de grupo,

(vg)
−1 ≈ 1 +

ω2
p

2ω2
+

|KAF |2

2ω2
. (8.2.13)

Nesta configuração, o delay torna-se

τ =
e2

2mω2

(
DM + 4DM(••)

CFJ

)
. (8.2.14)

O DMCFJ efetivo acima difere por um fator 4 daquele dado na Eq. (8.2.11), obtido na configuração
KAF ∥ B0, enquanto o comportamento |KAF |2 é mantido.

3Como no caso tipo-tempo, consideramos q = −e para a carga do elétron.
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8.2.1 Restrições dos parâmetros quirais a partir do dispersion measure

As Eqs. (8.2.6), (8.2.10) e (8.2.14) representam o tempo de atraso modificado para um ISM perme-
ado por um plasma MCFJ, que recebe correções em termos da medida de dispersão quiral DMCFJ . A
natureza dessa contribuição aditiva nos permite restringir a magnitude dos fatores quirais usando da-
dos observacionais de pulsares. De fato, propondo que o DM observado é igual à soma do DM usual
e da correção CFJ, DMobs = DM + DMCFJ , a contribuição quiral pode ser limitada pelas incertezas
observacionais.

O conjunto de dados do LOFAR fornece valores observacionais de DMs para vários pulsares [209],
dos quais, para nossas estimativas, selecionamos cinco, a saber, B1919+21, B1944+17, B1929+10,
B2016+28 e B2020+28. O catálogo também fornece uma incerteza, denotada aqui por ϵDM, que, em
nossa análise, é atribuída exclusivamente ao parâmetro do fator quiral. Assim, para cada medição, impo-
mos

DMCFJ ≲ ϵDM, (8.2.15)

o que permite restringir a magnitude dos parâmetros quirais (K0
AF , KAF ) assumindo que a correção

é limitada pela incerteza nas medições de DM. Como se sabe, esta não é a abordagem mais rigorosa,
mas pode ser justificada pelo tamanho diminuto dos termos de violação de Lorentz. Com isso, serão
estabelecidas as primeiras restrições sobre os parâmetros quirais de CFJ usando dados do tempo de
chegada (DM) de pulsares.

Para a distância dos pulsares à Terra, d, que aparece em (8.2.6) e (8.2.10), consideramos as distâncias
corrigidas listadas na Ref. [219], dadas em (k pc).

8.2.1.1 O caso tipo-tempo

Usando valores padrão para as constantes, a Eq. (8.2.7) fornece, pela condição (8.2.15), a seguinte
restrição:

K0
AF ≲

(
2.35× 10−12eV

)√k pc
d

√
ϵDM

pc cm−3
. (8.2.16)

Iniciamos com o pulsar B1919+21, o LOFAR fornece DMobs = 12.44399(63) pc cm−3, com pc =

3.086 × 1016m, e um erro ϵDM = 0.00063 pc cm−3. Além disso, tomando d ≈ 0.3 k pc, a restrição
(8.2.16) implica

K0
AF ≲ 1.1× 10−22 GeV. (8.2.17)

Considerando agora o pulsar B1944+17, o catálogo fornece DMobs = 16.1356(73) pc cm−3, com ϵDM =

0.0073 pc cm−3, e d ≈ 0.3 k pc, fornecendo

K0
AF ≲ 3.7× 10−22 GeV. (8.2.18)

Analogamente, os dados para os outros três pulsares, B1929+10, B2016+28 e B2020+28, resultam em
um fator quiral limitado à ordem de 10−23 GeV, uma ordem de grandeza menor que os dois primeiros.
Todos os dados e restrições são apresentados na Tabela 8.1.

133



CAPÍTULO 8. RESTRIÇÕES SOBRE OS PARÂMETROS QUIRAIS USANDO PULSARES

Tabela 8.1: Restrições sobre os parâmetros quirais usando dados de DM.

Pulsares DMobs (pc cm−3) d (k pc) K0
AF e K

∥
AF (GeV) K⊥

AF (GeV)

B1919+21 12.44399(63) 0.3 1.1× 10−22 5.3× 10−23

B1944+17 16.1356(73) 0.3 3.7× 10−22 1.8× 10−22

B1929+10 3.18321(16) 0.31 5.3× 10−23 2.6× 10−23

B2016+28 14.1839(13) 0.98 8.5× 10−23 4.2× 10−23

B2020+28 24.63109(18) 2.1 2.2× 10−23 1.9× 10−23

8.2.1.2 O caso tipo-espaço

Para a configuração KAF ∥ k, as restrições estimadas sobre o fator quiral escalar K0
AF também são

válidas para o vetor quiral KAF , uma vez que o DM quiral tem a mesma forma para ambos os casos, veja
as Eqs. (8.2.7) e (8.2.11), respectivamente. Os resultados são mostrados na Tabela 8.1.

Quanto ao caso KAF ⊥ k, o delay temporal correspondente é dado na expressão (8.2.14), que resulta
em 4DM(••)

CFJ ≲ ϵDM, o que gera

|KAF | ≲
(
1.174× 10−12 eV

)√k pc
d

√
ϵDM

pc cm−3
, (8.2.19)

implicando limitações na magnitude de KAF na ordem de 10−23 GeV, para os pulsares B1919+21,
B1929+10, B2016+28 e B2020+28, e |KAF | ≲ 10−22 GeV para o pulsar B1944+17. Veja a Tabela
8.1.

8.3 Ângulo de Faraday na eletrodinâmica de MCFJ

Para tratar de birrefringência, vamos nos concentrar nos índices de refração associados às polarizações
circulares, que ocorrem apenas para os casos de vetor de violação tipo-tempo e tipo-espaço (com KAF ∥
B). Este constitui um cenário apropriado para explorar a rotação de Faraday para ondas se propagando
em ISM permeado por plasma quiral MCFJ.

Para o caso tipo-tempo, tomando os índices de refração dados em Eq. (8.2.2) em segunda ordem em
1/ω, os vetores de onda associados são

kR,L ≈ ω ∓ K0
AF

2
−
ω2
p

2ω
+

(K0
AF )

2

8ω
±
ωcω

2
p

2ω2
. (8.3.1)

Usando esses vetores de onda em Eq. (8.1.7)), a rotação de Faraday assume a forma

∆ϕ = λ2
(

RM − RM(•)
CFJ

)
, (8.3.2)

134



CAPÍTULO 8. RESTRIÇÕES SOBRE OS PARÂMETROS QUIRAIS USANDO PULSARES

onde definimos o termo RM adicional dependente de λ

RM(•)
CFJ =

K0
AF

2λ2
d, (8.3.3)

decorrente da presença do fator quiral K0
AF .

Quanto ao fator quiral vetorial, cujos índices de refração são dados em (8.2.8), os vetores de onda
para a configuração KAF ∥ B podem ser escritos como

kR,L ≈ ω ∓ |KAF |
2

−
ω2
p

2ω
− |KAF |2

8ω
±
ωcω

2
p

2ω2
∓
ω2
p|KAF |
4ω2

, (8.3.4)

que, na Eq. (8.1.7), produz
∆ϕ = λ2

(
RM − RM(••)

CFJ

)
, (8.3.5)

onde o vetor quiral define a contribuição adicional dada por

RM(••)
CFJ =

|KAF |
2λ2

d+
e2|KAF |

4κ
DM, (8.3.6)

com κ = 4π2m. O primeiro termo no lado direito de Eq. (8.3.6) é semelhante à expressão (8.3.3) com
|KAF | no lugar de K0

AF , enquanto o segundo envolve o DM associado.

8.3.1 Restrições dos parâmetros quirais a partir da medida de rotação

Realizando o mesmo procedimento da última seção para dados de DMs, consideramos as incertezas
de medição fornecidas nos dados LOFAR para RMs [210], aqui denotadas por ϵRM, como a magnitude
superior para a contribuição quiral em (8.3.3) e (8.3.6), ou seja, RMCFJ ≲ ϵRM. As respectivas restrições
na magnitude dos fatores quirais escalar e vetorial são

K0
AF ≲

(
5.19× 10−26eV

)(k pc
d

)( ϵRM

rad m−2

)
, (8.3.7)

e

|KAF | ≲
(5.19× 10−26eV)

(
ϵRM/rad m−2

)
(d/k pc) + 1.9× 10−12 (DM/pc cm−3)

. (8.3.8)

Nesta última, o comprimento de onda foi associado à frequência central de 148,9 MHz (λ ≈ 2.01338

m), na qual as observações dos pulsares foram registradas na Ref. [210]. Para cada um dos cinco pulsares
da Tabela 8.1, a saber, B1919+21, B1944+17, B1929+10, B2016+28 e B2020+28, obtemos restrições
iguais sobre os parâmetros quirais K0

AF e K
∥
AF , ambas da ordem de 10−36 – 10−37 GeV, conforme apre-

sentado na Tabela 8.2.
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Tabela 8.2: Restrições sobre os parâmetros quirais usando dados de RM.

Pulsares RMobs (rad m−2) d (k pc) K0
AF e K

∥
AF (GeV)

B1919+21 −15.04± 0.02 0.3 3.4× 10−36

B1944+17 −43.64± 0.02 0.3 3.4× 10−36

B1929+10 −5.27± 0.01 0.31 1.6× 10−36

B2016+28 −33.14± 0.01 0.98 5.3× 10−37

B2020+28 −72.56± 0.02 2.1 5.0× 10−37

8.4 Comparação com restrições de outros modelos

Os resultados apresentados na Tabela 8.1 constituem as primeiras restrições sobre parâmetros quirais
siderais usando medida de dispersão de pulsares (localizados em nossa galáxia a distâncias de alguns
parsecs). Tais restrições podem ser comparadas com aquelas obtidas em trabalhos listados na tabela
de dados das Refs. [198, 220], que reúne os principais bounds obtidos para parâmetros que violam a
simetria de Lorentz dentro do contexto geral do Modelo Padrão Estendido. A partir dela, nota-se que,
embora as restrições sobre K0

AF e |KAF |, usando dados de DM, não sejam tão restritivas quanto aquelas
provenientes da polarização da CMB [198,220] e da birrefringência astrofísica [71], elas são competitivas
em comparação com os limites envolvendo ressonâncias de Schumann [195], cavidades ressonantes [196]
e dados do vento solar [197]. Por outro lado, os dados de RM (para os mesmos pulsares) forneceram
limites mais rigorosos, melhorados em 14 ordens de magnitude em relação aos obtidos com DM (veja
a Tabela. 8.2). A Tabela 8.3 compara nossas restrições a partir de dados de DM e RM com os cenários
mencionados acima. As restrições de RM melhoram em 12 ordens de magnitude os limites decorrentes da
investigação do vento solar, o mais restritivo além da polarização da CMB e da birrefringência astrofísica,
representando limites competitivos.

É também interessante comentar a validade das restrições obtidas nesse capítulo em uma eventual
descrição de axion como matéria escura, já que no Capítulo 3 foi visto que a eletrodinâmica de áxions
se conecta com a teoria de CFJ quando as primeiras derivadas do campo axiônico são consideradas con-
tantes. No cenário de matéria escura fria, apenas a dependência temporal do campo axion é considerada,
com θ = θ0e

imat (o axion oscila em uma escala de tempo de 1/massa), com θ0 = gaγγ
√
ρa/ma, onde

ρa e ma são a densidade local de matéria escura áxion e a massa, respectivamente. Além disso, gaγγ é a
constante de acoplamento áxion-fóton [221–223], que pode ser estimada com nossas restrições sobre o
parâmetro quiral K0

AF . Neste sentido, para a variação temporal, assumimos valer a conexão ∂tθ = K0
AF .

Essa suposição é realizada quando as escalas de tempo são muito menores que o período da oscilação do
áxion, onde mat ≪ 1, resultando em θ ≈ θ0mat [224]. Ao fazer isso, temos ∂tθ ≈ θ0ma, e a constante
de acoplamento pode ser escrita como gaγγ = K0

AF/
√
ρa.

Por outro lado, para a variação espacial do áxion frio ser negligenciada (∇θ = 0) sobre a escala de
distância do sistema (L), deve-se exigir que o comprimento de Compton associado ao áxion seja maior
que (L), ou seja, λa > L. Neste caso, o campo áxion não depende das coordenadas espaciais. No entanto,
é importante notar que os pulsares usados na Tabela 8.1 e na Tabela 8.2 estão localizados a distâncias de
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Tabela 8.3: Comparação de limites entre configurações distintas.

— K0
AF (GeV) KAF (GeV) Ref.

Polarização da CMB 10−45 - [198]
Birrefringência Astrof. 10−42 10−42 [71]

RM de Pulsar 10−36 10−36 Tabela 8.2
Vento solar - 10−24 [197]

DM de Pulsar 10−22 10−23 Tabela 8.1
Cavidades ressonantes – 10−23 [196]

Ressonâncias de Schumann 10−21 10−21 [195]

kpc e, para desprezarmos a derivada espacial, estima-se que

λa = 1/ma > d → ma < 1/(103 × 3.086× 106m) = 3, 24× 10−20m−1, (8.4.1)

que usando a conversão de metro para eV, m = 5.06842× 106(eV)−1, fornece

ma < 6, 3× 10−27GeV. (8.4.2)

A estimativa acima implica que a massa do áxion, para a escala de distância de nossa abordagem, deve
ser mais leve que 10−27 eV, que é muito menor que a faixa de massa de áxion favorecida para matéria
escura, para a qual a massa deve ser maior que ∼ 10−22 eV [225]. Portanto, conclui-se que não é possível
supor que as restrições da Tabela 8.1 e da Tabela 8.2 sejam válidas para a matéria escura axiônica fria.

8.5 Medida de dispersão e medida de rotação em meio interestelar
quiral bi-isotrópico

O procedimento desenvolvido na restrição dos parâmetros quirais de CFJ podem ser também adotados
para limitar a magnitude do parâmetro ξ̃, que surge no plasma quiral bi-isotrópico abordado no Capítulo 7,
supostamente a permear o espaço sideral (por hipótese). Tais resultados originais estão apresentados na
Ref. [85]. Neste cenário, considerando os índices de refração nR+ e nL+, dados em (7.1.8) e (7.1.9), as
velocidades de grupo associadas são (em unidades naturais)4

(vg)
−1
L,R ≈ 1± ξ̃c +

ω2
p

2ω2
, (8.5.1)

onde consideramos ω ≫ ωp, mantendo apenas a contribuição linear em ξ̃c. Neste caso, o tempo de atraso
(8.1.5) torna-se

τ =
e2

2mω2
(DM ± DMquiral) , (8.5.2)

4Aqui, consideramos q = −e, a carga do elétron presente na frequência ciclotron ωc.
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sendo os sinais (±) associados às ondas LCP e RCP, respectivamente. Além disso,

DMquiral = 2mω2ξ̃cd/e
2, (8.5.3)

que confere uma contribuição quiral dispersiva para o DM usual, proporcional ao quadrado da frequência.
Por sua vez, o angulo de rotação de Faraday é obtido a partir dos vetores de onda associados aos

índices de refração nR+ e nL+, que são

kR,L ≈ ∓ωξ̃c + ω −
ω2
p

2ω
±
ωcω

2
p

2ω2
, (8.5.4)

obtidos sob a condição ω ≫ ωp, onde foram descartados novamente termos não lineares em ξ̃c. Com
isso, a Eq. (8.1.7), fornece

∆ϕ = λ2 (RM − RMquiral) , (8.5.5)

com a contribuição quiral dependente do comprimento de onda,

RMquiral = 2πξ̃cd/λ
3. (8.5.6)

8.5.1 Restrições usando o conjunto de dados do LOFAR

Considerando os valores observacionais de DM e RM para pulsares disponíveis no conjunto de da-
dos do censo LOFAR [209, 210], usaremos novamente as cinco adotadas anteriormente: B1919+21,
B1944+17, B1929+10, B2016+28 e B2020+28, atribuindo as incertezas ϵ associadas a cada medida ao
limite superior dos DM e RM quirais em (8.5.2) e (8.5.5). Iniciando pelos dados de DM, a magnitude
da correção quiral (8.5.3) é restringida com DMquiral ≲ ϵDM, de modo a limitarmos a magnitude do
parâmetro quiral bi-isotrópico como

ξ̃c ≲
(
1.82× 10−12

)( ϵDM

pc cm−3

)(
k pc
d

)
, (8.5.7)

onde adotamos a frequência angular associada à frequência central, a saber, ω = 2π × 148.9 MHz.
Considerando agora a rotação de Faraday, o mesmo procedimento, considerando ϵRM como a magni-

tude superior para a contribuição quiral em (8.5.5), ou seja, RMquiral ≲ ϵRM, obtemos que as restrições
de RM no parâmetro quiral são determinadas por

ξ̃c ≲
(
4.2× 10−20

) ( ϵRM

rad m−2

)(k pc
d

)
, (8.5.8)

onde tomamos λ ≈ 2.01338 m (associado à frequência central, ν = 148.9 MHz). Quanto à distância do
pulsar da Terra, d, que aparece em (8.5.7) e (8.5.8), consideramos as listadas na Ref. [219].

Levando em consideração a relação (8.5.7) e os dados do LOFAR para DMs [209], as restrições
superiores obtidas para a magnitude de ξ̃c (adimensional em unidades naturais) são da ordem de 10−16 e
10−14, conforme apresentado na quarta coluna da Tabela 8.4. Por outro lado, para os dados de RM [210] a
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Tabela 8.4: Restrições sobre o parâmetro quiral usando dados de DM e RM de pulsares.

Pulsares d (k pc) DMobs (pc cm−3) ξ̃c RMobs (rad m−2) ξ̃c

B1919+21 0.3 12.44399(63) 3.8× 10−15 −15.04± 0.02 2.8× 10−21

B1944+17 0.3 16.1356(73) 4.4× 10−14 −43.64± 0.02 2.8× 10−21

B1929+10 0.31 3.18321(16) 9.3× 10−16 −5.27± 0.01 1.3× 10−21

B2016+28 0.98 14.1839(13) 2.4× 10−15 −33.14± 0.01 4.3× 10−22

B2020+28 2.1 24.63109(18) 1.5× 10−16 −72.56± 0.02 4.0× 10−22

relação (8.5.8) fornece restrições tão rigorosas quanto 10−22 e 10−21, conforme mostrado na última coluna
da Tabela 8.4. Tais restrições representam as primeiras estimativas para a magnitude do paramêtro quiral
bi-isotrópico, suposto permear o ISM, usando dados astrofísicos colhidos de sinais de rádio provenientes
de pulsares.

8.6 Restrições sobre os parâmetros quirais usando Fast-Radio-Bursts

Fast-radio-bursts (FRBs) são eventos transientes de curta duração, caracterizados pela emissão de
pulsos em radiofrequência com duração da ordem de milissegundos ou menos [227]. As primeiras de-
tecções, realizadas há quase 20 anos [228], foram consideradas eventos singulares, mas, posteriormente,
telescópios ao redor da Terra observaram muitos outros. A descoberta da primeira FRB repetidora [229],
denominada FRB 121102, confirmou que pelo menos alguns desses sinais poderiam ter se originado da
mesma fonte. Outras fontes repetidoras também foram relatadas no decorrer dos anos [230].

Como vimos nas seções anteriores, ondas de rádio advindas de fontes galáticas como pulsares sofrem
efeitos dispersivos ao longo de suas trajetórias pelo meio interestelar, caracterizados pelo tempo de atraso
e DM, dados na Eq. (8.1.4). Entretanto, para sinais de rádio extragalácticos, como é o caso das FRBs,
correções de redshift sobre tais expressões devem ser consideradas devido às suas distâncias cosmológi-
cas. Neste capítulo, reestabelecemos as restrições sobre os parâmetros quirais implementando correções
de redshift para analisar dados de DM e RM de FRBs, de acordo com a abordadem original realizada na
Ref. [87].

Para um plasma no redshift z, o tempo de atraso (8.1.4) é dado por

τz =
e2

2meω2
z

DMz, (8.6.1)

onde DMz =
� d
0
ne,zds é o DM no referencial de repouso, que contabiliza a densidade de coluna de

elétrons livres nas proximidades da fonte. No referencial do observador, a correção da frequência angular
é dada por ω = ωz/(1 + z), enquanto o tempo de atraso torna-se τ = τz(1 + z) [232], o que resulta em

τ =
e2

2mω2
DMobs, DMobs =

� d

0

ne,z
1 + z

ds. (8.6.2)

Aqui, o subscrito “obs” denota o DM observacional, já corrigida pelo redshift. Essa quantidade é fre-
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quentemente decomposta como

DMobs = DMMW + DMIGM +
DMhost

1 + z
, (8.6.3)

levando em consideração, respectivamente, as contribuições para o DM provenientes dos elétrons lo-
calizados na Via Láctea, no meio intergaláctico (IGM) e na galáxia hospedeira. Mais precisamente, a
primeira corresponde à contribuição local, definida por

DMMW =

�
nMW
e , ds, (8.6.4)

onde nMW
e é a densidade galáctica de elétrons livres, em z ≃ 0, estimada pelos modelos NE2001 e

YMW16, apresentados nas Refs. [233, 234]. O termo associado ao IGM representa a contribuição cos-
mológica,

DMIGM(z) =

� d(z)

0

ne(z
′)

1 + z′
ds(z′), (8.6.5)

onde a quantidade ds(z′) corresponde ao elemento de linha cosmológico próprio ao longo da linha de
visada, dado por

ds(z′) =
cdz′

(1 + z′)H0

√
Ωm(1 + z′)3 +ΩΛ

, (8.6.6)

para um universo espacialmente plano. Na Eq. (8.6.5), ne(z) é a densidade numérica de elétrons livres
no IGM, que contém a dependência apropriada com o redshift. O terceiro termo da Eq. (8.6.3) descreve a
contribuição da galáxia hospedeira, decorrente da densidade de elétrons no ambiente da fonte, enquanto
o fator (1 + z)−1 leva em consideração a correção cosmológica de redshift da quantidade observada. As
contribuições da Eq. (8.6.3) foram estimadas independentemente em estudos anteriores utilizando sinais
de FRBs [235–240].

O ângulo de Faraday no referencial da fonte é dado por

∆ϕ =
1

2

�
(kR,z − kL,z)ds, (8.6.7)

o qual, considerando-se a correção de redshift para o comprimento de onda, λ = λz(1 + z), conduz ao
ângulo de rotação no referencial do observador [241],

∆ϕ = λ2RMobs, (8.6.8)

onde

RMobs =
e3

8π2m2
e

�
ne(z

′)B∥(z
′)

(1 + z′)2
ds(z′). (8.6.9)

Na última expressão, ds(z′) é o elemento dado na Eq. (8.6.6). Quando a rotação de Faraday se origina
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predominantemente no ambiente local da fonte, o ângulo de rotação pode ser escrito como [227, 242]

∆ϕ = λ2RMobs, RMobs =
RMz

(1 + z)2
, (8.6.10)

em que RMz representa o RM no referencial de repouso da fonte, definida pela integração das quan-
tidades ao longo de um percurso próximo à fonte. A Eq. (8.6.10) estabelece uma relação entre o RM
observada e o RM no referencial de repouso da galáxia hospedeira, RMz, sendo frequentemente escrita
como RMsource = RMobs(1 + z)2 para estimar os campos magnéticos nas proximidades da fonte. Por
exemplo, essa relação foi empregada para investigar o ambiente magnetoiônico da FRB 121102 [243]
e para restringir o campo magnético intergaláctico [244]. Além disso, medidas combinadas de DM e
RM permitem estimar os campos magnéticos ao longo da linha de visada nas galáxias hospedeiras das
FRBs [245].

8.6.1 Medida de dispersão na eletrodinâmica MCFJ

Começamos reescrevendo o tempo de atraso considerando as correções de redshift para ondas de rádio
que se propagam em um plasma quiral regido pela eletrodinâmica MCFJ. Levando em conta os índices
de refração modificados pelo fator tipo-tempo, dados em (8.2.2) [82], obtém-se a seguinte velocidade de
grupo inversa para plasma em redshift z:

(vg)
−1 ≈ 1 +

ω2
p

2ω2
z

+
(K0

AF )
2

8ω2
z

, (8.6.11)

associada às ondas RCP e LCP. Utilizando as correções de redshift para a frequência angular e para o
tempo de atraso, ω = ωz/(1 + z) e τ = τz(1 + z), o delay no referencial do observador torna-se

τ =
e2

2meω2

[
DMobs + DM(0)

CFJ

]
, (8.6.12)

onde a contribuição de CFJ é definida como

DM(0)
CFJ =

me (K
0
AF )

2

4e2 (1 + z)
dC , (8.6.13)

em que dC denota a chamada distância comóvel, utilizada para objetos a distâncias cosmológicas (por
exemplo, fontes extragalácticas).

Para a componente tipo-espaço, os modos de propagação podem ser considerados em duas configu-
rações, nas quais o vetor quiral é paralelo (KAF ∥ B0) e ortogonal (KAF ⊥ B0) ao campo magnético,
conforme investigado na Ref. [82]. Para esses dois casos, as velocidades de grupo inversas (no redshift
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z), associadas aos índices RCP e LCP, dados em (8.2.8) e (8.2.12), são

(vg)
−1 ≈ 1 +

ω2
p

2ω2
z

+
|K∥

AF |2

8ω2
z

, (8.6.14)

(vg)
−1 ≈ 1 +

ω2
p

2ω2
z

+
|K⊥

AF |2

2ω2
z

, (8.6.15)

respectivamente, resultando nos atrasos temporais (no referencial do observador)

τ =
e2

2meω2

[
DMobs + DM(∥)

CFJ

]
, (8.6.16)

τ =
e2

2meω2

[
DMobs + DM(⊥)

CFJ

]
. (8.6.17)

Aqui definimos

DM(∥)
CFJ =

me|K∥
AF |2

4e2 (1 + z)
dC , (8.6.18)

DM(⊥)
CFJ =

me|K⊥
AF |2

e2 (1 + z)
dC . (8.6.19)

Observe que o tempo de atraso (8.6.16) e a contribuição de CFJ (8.6.18) apresentam a mesma forma do
caso tipo-tempo em (8.6.12) e (8.6.13). Comparando com os resultados anteriores da Ref. [86], a correção
cosmológica para as contribuições adicionais DMCFJ nas expressões (8.6.12), (8.6.16) e (8.6.17) substitui
a distância usual d pela distância comóvel (vide Eqs. (8.2.7)) e (8.2.11)), de modo que d → dC/(1 + z),
resultando em uma contribuição quiral dependente do redshift.

8.6.2 Rotação de Faraday na eletrodinâmica MCFJ

Explorando agora o efeito Faraday, consideramos os vetores de onda RCP e LCP associados aos
índices obtidos para um plasma regido pela eletrodinâmica de MCFJ com componentes tipo-tempo e
tipo-espaço (para o caso KAF ∥ B). Sob a condição de baixa densidade e no redshift z, escreve-se

k
(0)
R,L ≈ Ω(z)∓ K0

AF

2
+

(K0
AF )

2

8ωz
, (8.6.20)

k
(∥)
R,L ≈ Ω(z)∓ |K∥

AF |
2

− |K∥
AF |2

8ωz
∓
ω2
p|K

∥
AF |

4ω2
z

, (8.6.21)

onde Ω(z) = ωz−ω2
p/(2ωz)±ωcω

2
p/(2ω

2
z). No referencial do observador, utilizando λ = λz(1+ z), tais

vetores de onda fornecem expressões modificadas para a rotação de Faraday,

∆ϕ(0) = λ2
(
RMobs − RM

(0)
CFJ

)
, (8.6.22)

∆ϕ(∥) = λ2
(
RMobs − RM

(∥)
CFJ

)
, (8.6.23)
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onde RMobs é o RM observacional dada em (8.6.8), e as contribuições de CFJ dependentes de λ são,

RM
(0)
CFJ =

K0
AF

2λ2
dC , (8.6.24)

RM
(∥)
CFJ =

|K∥
AF |

2λ2
dC +

e2|K∥
AF |

4κ (1 + z)
DMobs, (8.6.25)

com κ = 4π2me. Comparando com os resultados da Ref. [86], observamos que RM
(∥)
CFJ apresenta uma

correção explícita de redshift, enquanto RM
(0)
CFJ é modificada apenas pela distância comóvel dC .

8.6.3 Restrições utilizando FRBs

Nesta seção, estabelecemos restrições sobre os parâmetros de CFJ utilizando dados observacionais
de medida de dispersão e de rotação de FRBs. Para isso, realizaremos a mesma abordagem adotada
ao longo deste caítulo, tratando as contribuições adicionais DMCFJ e RMCFJ, dadas nas Eqs. (8.6.12),
(8.6.16), (8.6.17), (8.6.22) e (8.6.23), como pequenas correções limitadas pelas incertezas observacionais
de DMobs e RMobs, denotadas por ϵDM e ϵRM, respectivamente. Isto consiste em exigir que as contribui-
ções para a DM e a RM permaneçam menores que a incerteza da medida, ou seja,

DMCFJ ≲ ϵDM, RMCFJ ≲ ϵRM. (8.6.26)

Para restringir os parâmetros quirais utilizando FRBs, é necessário reunir dados observados de DM
e RM das FRBs, juntamente com seus redshifts e distâncias. Portanto, selecionamos, a partir das
Refs. [240, 246–252], fontes que contêm todas essas informações, incluindo FRBs repetidoras e não
repetidoras, e que também abrangem uma ampla faixa de valores de redshift, DM e RM. Nenhum critério
adicional foi empregado nesse sentido.

Consequentemente, as condições (8.6.26) são aplicadas aos dados provenientes de três FRBs repeti-
doras, a saber, FRB 121102, FRB 20180916B e FRB 20190303A, e de quatro FRBs não repetidoras, FRB
20190102, FRB 20190608, FRB 191108 e FRB 20220610A. Determina-se a distância comóvel dC utili-
zando os parâmetros cosmológicos dos dados do Planck [253] no pacote Python astropy.cosmology
[254,255], baseado no modelo cosmológico ΛCDM. Os dados necessários para obter as restrições (a par-
tir desses objetos) estão resumidos nas Tabs. 8.5 e 8.6.

8.6.4 Restrições de DM utilizando FRBs

Partindo das expressões (8.6.12) e (8.6.16), as contribuições quirais tipo-tempo e tipo-espaço na con-
figuração KAF ∥ B0 para o tempo de atraso, dadas nas Eqs. (8.6.13) e (8.6.18), são limitadas por

|K0
AF |, |K

∥
AF | ≲ 2e

√
(1 + z) ϵDM

medC
, (8.6.27)
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Tabela 8.5: Parâmetros astrofísicos das FRBs não repetidoras selecionadas.

FRBs DMobs (pc cm−3) RMobs (rad m−2) z dC (Mpc) Referências

FRB 20190102 364.545± 0.004 42.8± 0.2 0.2912 1199.3 [246, 247]
FRB 20190608 340.05± 0.06 42.3± 0.1 0.1177 506.9 [246, 247]
FRB 20191108 588.1± 0.1 474± 3 0.52 2013.2 [252]

FRB 20220610A 1458.15± 0.55 215± 2 1.016 3435.2 [240]
FRB 20110220 944.38± 0.05 – 0.81 2800 [256]
FRB 20110627 723.0± 0.3 – 0.61 2200 [256]
FRB 20110703 1103.6± 0.7 – 0.96 3200 [256]
FRB 20120127 553.3± 0.3 – 0.45 1700 [256]

Tabela 8.6: Parâmetros astrofísicos das FRBs repetidoras selecionadas.

FRBs5 DMobs (pc cm−3) RMobs (rad m−2) z dC (Mpc) Referências

FRB 121102 (b10) 561.6 72248(21) 0.193 814.4

[248]
FRB 121102 (b13) 561.7 71525(3) 0.193 814.4

FRB 121102 (b18) 563.2 69408(92) 0.193 814.4

FRB 121102 (b19) 563.1 66949(11) 0.193 814.4

FRB 20180916B (b1) 348.82 −121.12± 1.74 0.0337 148.1

[250]
FRB 20180916B (b4) 348.82 −115.22± 0.68 0.0337 148.1

FRB 20180916B (b5) 348.82 −111.34± 3.5 0.0337 148.1

FRB 20180916B (b8) 348.82 −116.48± 3.7 0.0337 148.1

FRB 20190303A (b14) 221.33 −362.65(73) 0.064 279.2

[249, 251]FRB 20190303A (b15) 221.78 −408.76(33) 0.064 279.2

FRB 20190303A (b16) 221.72 −421.33(37) 0.064 279.2

a partir da qual podemos derivar restrições sobre os fatores quirais K0
AF e K∥

AF utilizando os valores
convencionais para a carga e a massa do elétron. Aqui, consideramos os dados de duas FRBs não re-
petidoras, FRB 20190102 e FRB 20190608, fornecidos pelo Australian Square Kilometre Array Path-
finder (ASKAP) [246], cujas DMs observacionais associadas são DM = (364.545 ± 0.004) pc cm−3 e
DM = (340.05±0.06) pc cm−3, respectivamente. Além disso, as respectivas distâncias comóveis podem
ser determinadas a partir dos redshifts disponíveis na Ref. [247], fornecendo z = 0.2912 (dC ≈ 1199.3

Mpc) e z = 0.1177 (dC ≈ 506.9 Mpc), respectivamente. Agora, inserindo as incertezas de DM para a
FRB 20190102 e a FRB 20190608, ϵDM = 0.004 pc cm−3 e ϵDM = 0.06 pc cm−3, na condição (8.6.27),
obtém-se

|K0
AF |, |K

∥
AF | ≲ 1.5× 10−25 GeV, (8.6.28)

|K0
AF |, |K

∥
AF | ≲ 8.5× 10−25 GeV, (8.6.29)

respectivamente, para as duas FRBs.
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Tabela 8.7: Restrições sobre os parâmetros de violação de Lorentz CPT-ímpar utilizando a DM de FRBs.

FRBs K0
AF e K

∥
AF (GeV) K⊥

AF (GeV)

FRB 20190102 1.5× 10−25 7.6× 10−26

FRB 20190608 8.5× 10−25 4.2× 10−25

FRB 20110220 4.2× 10−25 2.1× 10−25

FRB 20110627 1.1× 10−24 5.5× 10−25

FRB 20110703 1.5× 10−24 6.6× 10−25

FRB 20120127 1.3× 10−24 6.9× 10−25

Para o caso KAF ⊥ B0, o delay modificado (8.6.17) implica DM⊥
CFJ ≲ ϵDM, resultando em

|K⊥
AF | ≲ e

√
(1 + z) ϵDM

medC
. (8.6.30)

Nesse caso, os dados da FRB 20190102 e da FRB 20190608 implicam as restrições

|K⊥
AF | ≲ 7.6× 10−26 GeV, (8.6.31)

|K⊥
AF | ≲ 4.2× 10−25 GeV. (8.6.32)

Consideramos ainda dados de outras quatro FRBs, 20110220, 20110627, 20110703 e 20120127 (dispo-
níveis na Ref. [256]), para derivar restrições sobre os parâmetros tipo-tempo e tipo-espaço da ordem de
10−25 – 10−24 GeV. A Tabela 8.7 resume esses resultados, representando uma melhoria de duas ordens de
grandeza em comparação com os limites obtidos anteriormente a partir da DM de pulsares na Ref. [86],
que estabeleceu magnitudes da ordem de 10−23 GeV (veja a Tabela 8.3).

8.6.5 Restrições de RM utilizando FRBs repetidoras

Seguindo o mesmo procedimento utilizado para as restrições usando DM, as quantidades de RM
dadas nas Eqs. (8.6.24) e (8.6.25), fornecem

K0
AF ≲

2λ2

dC
ϵRM, (8.6.33)

|K∥
AF | ≲

8λ2κ (1 + z)

4κ (1 + z) dC + 2λ2e2DM
ϵRM. (8.6.34)

Prosseguimos então com a análise da FRB repetidora 121102, utilizando dados de DM e RM da Ref. [248].
Selecionamos alguns pulsos observados pelos telescópios Arecibo e Effelsberg, com frequências centrais
em torno de 4.5 GHz e 6 GHz, (λ ≈ 0.0666205 m) e (λ ≈ 0.0499654 m), respectivamente. Além disso,
o redshift associado, z = 0.193, fornece uma distância comóvel dC ≈ 814.4 Mpc. Levando em conta a
distância acima e os dados associados aos pulsos 10, 13, 18 e 19 (ver Tabela I da Ref. [248]), as condições
(8.6.33) e (8.6.34) estabelecem restrições da ordem de 10−43 e 10−42 GeV para os parâmetros tipo tempo
e tipo espaço, conforme apresentado nas quatro primeiras linhas da Tab. 8.8.

145



CAPÍTULO 8. RESTRIÇÕES SOBRE OS PARÂMETROS QUIRAIS USANDO PULSARES

Tabela 8.8: Restrições sobre os parâmetros de violação de Lorentz CPT-ímpar a partir de observações de
FRBs repetidoras.

FRBs K0
AF e K

∥
AF (GeV) Pulsos selecionados

FRB 121102 8.2× 10−43

Pulsos 10, 13,
18 e 19

da Ref. [248].

FRB 121102 2.1× 10−43

FRB 121102 6.4× 10−42

FRB 121102 7.6× 10−43

FRB 20180916B 3.2× 10−41

Pulsos 1, 4,
5 e 8

da Ref. [250].

FRB 20180916B 1.9× 10−41

FRB 20180916B 6.4× 10−41

FRB 20180916B 6.8× 10−41

FRB 20190303A 6.1× 10−42
Pulsos 14, 15,

16
da Ref. [251] .

FRB 20190303A 2.7× 10−42

FRB 20190303A 3.1× 10−42

Também consideramos a FRB repetidora 20180916B, localizada na borda de uma galáxia espiral em
um redshift de 0.0337 (dC ≈ 148.1 Mpc), com dados fornecidos na Ref. [250], dos quais selecionamos
quatro pulsos observados em torno de 650 MHz (λ ≈ 0.461219 m). Para a terceira fonte repetidora, FRB
20190303A, localizada no redshift z = 0.064 (com dC ≈ 279.2 Mpc), utilizamos dados de três pulsos
observados em torno de 700 MHz (λ ≈ 0.428275 m) [251]. Esses dois conjuntos de dados, por meio das
restrições (8.6.33) e (8.6.34), fornecem limites da ordem de 10−41 GeV e 10−42 GeV sobre os parâmetros
de quirais, respectivamente, como pode ser visto nos dois últimos conjuntos de linhas da Tab. 8.8. Isso
representa uma melhoria por um fator de 107 em comparação com os limites de RM obtidos a partir de
sinais de pulsares [86] (veja a Tabela 8.3).

8.6.6 Restrições de RM utilizando FRBs não repetidoras

Reunimos dados de três fontes:

i) As FRBs não repetidoras 20190102 e 20190608, observadas pelo telescópio Australian Square
Kilometre Array Pathfinder (ASKAP) na frequência de referência de 1.3 GHz [247], cujos dados
de DM e RM são apresentados na Tab. 8.9. Os redshifts associados [246], dados por z = 0.2912 e
z = 0.1177, implicam distâncias comóveis dC ≈ 1199.3 Mpc e dC ≈ 506.9 Mpc, respectivamente.

ii) A FRB 191108, detectada pelo Apertif Radio Transient System (ARTS) no Westerbork Synthesis
Radio Telescope (WSRT) [252], com DM e RM apresentados na Tab. 8.9, com frequência central
de 1370 MHz. Utilizamos o redshift máximo fornecido, z = 0.52 (dC ≈ 2013.2 Mpc).

iii) A FRB 20220610A está localizada em uma galáxia hospedeira no redshift 1.016, apresentando
a maior distância comóvel considerada neste trabalho — dC ≈ 3435.2 Mpc. O DM e o RM
associadas foram obtidas pelo ASKAP em uma frequência central de 1271.5 MHz [240].
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Tabela 8.9: Restrições sobre os parâmetros de violação de Lorentz CPT-ímpar a partir de observações de
FRBs não repetidoras.

FRBs K0
AF e K

∥
AF (GeV) Ref.

FRB 20190102 1.1× 10−43 [246, 247]
FRB 20190608 1.3× 10−43 [246, 247]
FRB 20191108 6.0× 10−43 [252]

FRB 20220610A 5.0× 10−43 [240]

Tabela 8.10: Comparação entre os limites obtidos em diferentes configurações.

“‘

— K0
AF (GeV) KAF (GeV) Ref.

Polarização da CMB 10−45 10−45 [198]
RM de FRBs 10−43 10−43 Tabela 8.9

Birrefringência astrofísica 10−42 10−42 [71]
RM de pulsares 10−36 10−36 [86]
DM de FRBs 10−25 10−25 Tabela 8.7

Campo geomagnético – 10−25 [257]
Vento solar – 10−24 [197]

DM de pulsares 10−22 10−23 [86]
Cavidades ressonantes – 10−23 [196]

Ressonâncias de Schumann 10−21 10−21 [195]

“‘

Para essas quatro FRBs não repetidoras, as Eqs. (8.6.33) e (8.6.34) fornecem restrições tão rigorosas
quanto 10−43 GeV, veja a segunda coluna da Tab. 8.9. Isso também representa uma melhoria de 7 ordens
de grandeza em relação aos melhores limites obtidos com RM de pulsares [86] .

É importante observar que os limites permanecem aproximadamente na mesma ordem de grandeza
para diversas FRBs repetidoras e não repetidoras. Isso indica a robustez das restrições obtidas diante de
diferentes redshifts, distâncias de propagação, incertezas de RM e ambientes magnetoiônicos.

Outro ponto digno de nota diz respeito à largura de banda em frequência das medidas de RM. Embora
tenhamos utilizado um único comprimento de onda central para cada pulso, sabe-se que as medidas de
RM são obtidas a partir de observações realizadas em uma banda finita de frequências. Essas bandas
geralmente apresentam larguras correspondentes a 10% ou 20% da frequência central. Os cálculos dos
limites utilizando as frequências nas extremidades das bandas de observação revelaram que a maioria dos
limites permanece na mesma ordem de grandeza, com variações de apenas uma ordem de grandeza em
alguns casos isolados. Tal verificação confirma que a escolha do valor da frequência central constitui um
procedimento confiável.

A Tabela 8.10 compara os resultados obtidos nesta seção com aqueles estabelecidos em outros contex-
tos, sendo basicamente uma reformulação da Tabela 8.3. Observamos que as restrições obtidas utilizando
a RM de FRBs são mais restritivas do que aquelas derivadas a partir do vento solar, das RMs de pulsares,
do campo geomagnético, de cavidades ressonantes e das ressonâncias de Schumann. Embora os resul-
tados mais restritivos sejam provenientes da polarização da CMB, os limites obtidos a partir das RMs
de FRBs são competitivos com os melhores limites astrofísicos de birrefringência relatados na literatura,
reforçando ainda mais o interesse em plasmas quirais no ISM.
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CAPÍTULO 9
PLASMAS EM ROTAÇÃO NO CONTEXTO DE MCFJ COM FATOR

QUIRAL TIPO-TEMPO

Plasmas em rotação constituem diversos físicos na natureza, especialmente em ambientes astrofísi-
cos, como nas magnetosferas de pulsares, magnetares e buracos negros. Nestes cenários, o movimento
do meio girante ao redor de tais objetos alteram a propagação da luz emitida de forma significativa,
ocasionando, por exemplo, birrefringência, e alterando a polarização da radiação observada por meio de
rotação de Faraday [156]. Em laboratório, plasmas magnetizados girantes aparecem em dispositivos de
confinamento, sendo relevantes para o controle de instabilidades, na separação de espécies de partículas e
no diagnóstico de parâmetros do plasma. Neste contexto a rotação pode também produzir birrefringência
circular, frequências de corte ajustáveis e forte arrasto do plano de polarização, o que torna esses meios
relevantes para o desenvolvimento de isoladores e rotadores não recíprocos nas faixas de micro-ondas,
GHz e THz [157].

Magnetosferas de pulsares e magnetares são também ambientes favoráveis para ocorrência do efeito
magnético quiral (CME) devido as suas condições extremas, sobre tudo, em magnetares cujos campos
magnéticos podem atingir magnitudes elevadas, na ordem de 1014 − 1015 G [24, 29, 32]. Neste contexto,
a possível produção de assimetria entre férmions de diferentes quiralidades no plasma relativístico de
elétrons e pósitrons, induziria uma corrente elétrica paralela ao campo magnético por meio do CME,
podendo desencadear instabilidades quirais, o surgimento de campos magnéticos helicoidais e o cres-
cimento de modos eletromagnéticos através de instabilidades. Em magnetares, tais processos podem
alcançar intensidades suficientes para gerar radiação circularmente polarizada em uma ampla faixa es-
pectral, do rádio ao infravermelho, o que pode influenciar nas emissões de pulsares e de FRBs [29].

Neste capítulo investigamos a propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas quirais em rotação,
considerando os efeitos conjuntos da corrente magnética quiral do CME e da rotação mecânica sobre os
índices de refração do meio, considerando a influência do termo tipo-tempo da eletrodinâmica de MCFJ.
Para isso, lançaremos mão de resultados já apresentados na literatura, em especial nas Refs. [156, 258],
das quais extraímos as relações constitutivas e as susceptibilidades elétricas para plasmas girantes. A
partir disso, os índices de refração são determinados e o coeficiente RP é investigado, onde verifica-
mos a ocorrência reversão de sinal e o surgimento de novos pontos de ressonância. Os resultados aqui
apresentados fazem parte de um estudo em andamento [259], ainda não publicado.
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TIPO-TEMPO

9.1 Plasma frio magnetizado em rotação

Como vimos no Capítulo 2, a teoria usual de plasmas frios magnetizado é descrita essencialmente
pela permissividade elétrica dada na Eq. (2.4.21), definida na presença de um campo magnético externo
B0 = B0ẑ. Usando ε (ω) = ε0 (δij + χ̄ij), pode-se também expressar o tensor de susceptibilidade como

χ̄ij =

 χ̄⊥ −iχ̄× 0

iχ̄× χ̄⊥ 0

0 0 χ̄∥

 , (9.1.1)

onde

χ̄⊥ =
∑
α

ω2
pα

ω2
cα − ω2

, χ̄× =
∑
α

εα
ωcαω

2
pα

ω (ω2 − ω2
cα)

, χ̄∥ = −
∑
α

ω2
pα

ω2
, (9.1.2)

sendo ω2
pα = nαe

2/mα e ωcα = qαB0/mα, as frequências de plasma e ciclotron, respectivamente, defini-
das para partículas de espécie α.

Para plasma em rotação com velocidade angular Ω = Ωẑ, as relações constitutivas podem ser escritas
na forma [156, 258]

Bi = µ0Hi −
1

c2

[
εijk vj χ̄kl(ω

′)
]
El, (9.1.3)

Di = ϵ0ϵijEj +
1

c2
χ̄ij(ω

′)
[
εjklvkHl

]
, (9.1.4)

onde a velocidade instantânea v = Ω×r representa a contribuição em primeira ordem (em v/c) do efeito
de rotação do meio. Considerando propagação ao longo da direção z, tais relações conduzem à seguinte
equação de onda para o campo magnético:(

1 + χ⊥ − n2 −iχ×

iχ× 1 + χ⊥ − n2

)(
Bx

By

)
= 0, (9.1.5)

onde foram definidos

χ⊥ = χ̄⊥ − Ω

ω
χ̄×, (9.1.6)

χ× = χ̄× − Ω

ω
(χ̄∥ + χ̄⊥). (9.1.7)

O determinante nulo da Eq. (9.1.4) fornece os índices de refração

n2
r(ω) = 1 + χ̄⊥(ω

′) + χ̄×(ω
′)− Ω

ω

[
χ̄×(ω

′) + χ̄∥(ω
′) + χ̄⊥(ω

′)
]
, (9.1.8)

n2
l (ω) = 1 + χ̄⊥(ω

′)− χ̄×(ω
′)− Ω

ω

[
χ̄×(ω

′)− χ̄∥(ω
′)− χ̄⊥(ω

′)
]
. (9.1.9)

associados à ondas circularmente polarizados à direita (RCP) e circularmente polarizados à esquerda
(LCP), respectivamente. Além disso, nos índices acima foram definidos ω′ = ω − Ω para onda RCP e
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ω′ = ω + Ω para onda LCP, o que representa um deslocamento de frequência que pode ser interpretado
como o análogo rotacional do efeito Doppler convencional. Nesta situação, o deslocamento Doppler
rotacional decorre da rotação mecânica do meio e é proporcional ao momento angular transportado pela
onda eletromagnética, enquanto o deslocamento Doppler usual se origina do movimento translacional
da fonte ou do observador, sendo proporcional ao momento linear da onda. De fato, ambos os modos
circularmente polarizados possuem de helicidades opostas e experimentam deslocamentos de frequência
de sinais contrários.

9.2 Propagação de ondas eletromagnéticas em plasma quiral em
rotação

Consideraremos agora que o plasma em rotação seja dotado de correntes quirais anômalas, tal como
a corrente magnética quiral, parametrizada pelo termo tipo-tempo da teoria de CFJ. Como visto no Capí-
tulo. 4, o tensor de permissividade deste sistema quiral é dado por

ε̃ij (ω) = εij (ω) + i
V0
ω
ϵikjn

k, (9.2.1)

que para uma onda propagando na direção z, é escrito na forma

εij (ω) =

 S −iD − iV0
ω
n 0

iD + iV0
ω
n S 0

0 0 P

 . (9.2.2)

Usando ε (ω) = ε0 (δij + χ̄ij), a susceptibilidade elétrica do sistema é então

χ̄ij =

 χ̄⊥ −iχ̄× − iV0
ω
n 0

iχ̄× + iV0
ω
n χ̄⊥ 0

0 0 χ̄∥

 =

 χ̄⊥ −iχ̄chiral 0

iχ̄chiral χ̄⊥ 0

0 0 χ̄∥

 , (9.2.3)

onde definimos a componente quiral

χ̄chiral = χ̄× +
V0
ω
n. (9.2.4)

A similaridade entre as Eqs. (9.1.1) e (9.2.3) nos permite propor que o sistema quiral em rotação seja
descrito pelo mesmo sistema dado pela Eq. (9.1.4), implementando a substituição χ̄× → χ̄chiral. Neste
caso, as definições (9.1.6) e (9.1.7) são reescritas escritas como

χ⊥ = χ̄⊥ − Ω

ω
χ̄chiral, (9.2.5)

χ× = χ̄chiral −
Ω

ω

(
χ̄∥ + χ̄⊥

)
. (9.2.6)
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Inserindo as relações acima no sistema (9.1.5), obtemos

n2
r (ω) = 1 + χ̄⊥ (ω′) + χ̄chiral (ω

′)− Ω

ω

[
χ̄chiral (ω

′) + χ̄∥ (ω
′) + χ̄⊥ (ω′)

]
, (9.2.7)

n2
l (ω) = 1 + χ̄⊥ (ω′)− χ̄chiral (ω

′)− Ω

ω

[
χ̄chiral (ω

′)− χ̄∥ (ω
′)− χ̄⊥ (ω′)

]
. (9.2.8)

Explicitamente, usando χ̄chiral = χ̄× + V0
ω′ n, escreve-se

n2
r = 1 + χ̄⊥ (ω′) +

(
χ̄× (ω′) +

V0
ω′ nr

)
− Ω

ω

[(
χ̄× (ω′) +

V0
ω′ nr

)
+ χ̄∥ (ω

′) + χ̄⊥ (ω′)

]
, (9.2.9)

n2
l = 1 + χ̄⊥ (ω′)−

(
χ̄× (ω′) +

V0
ω′ nl

)
− Ω

ω

[(
χ̄× (ω′) +

V0
ω′ nl

)
− χ̄∥ (ω

′)− χ̄⊥ (ω′)

]
. (9.2.10)

Veja que o fator quiral V0 carrega também um termo linear nas índices de refração, sendo ainda necessário
resolver ambas as expressões, que de fato geram os seguintes quatro índices de refração:

nr± = (V0/2ω
′) (1−Ω/ω)±

√
Σ+ (ω′, Ω, V0), (9.2.11)

nl± = −(V0/2ω
′) (1 +Ω/ω)±

√
Σ− (ω′, Ω, V0), (9.2.12)

associados à ondas RCP e LCP, respectivamente, onde

Σ± (ω′, Ω, V0) =

(
V0Ω

2ω′ω
∓ V0

2ω′

)2

+

(
1 + χ̄⊥ (ω′)± χ̄× (ω′)− Ω

ω

[
χ̄× (ω′)± χ̄⊥ (ω′)± χ̄∥ (ω

′)
])

.

(9.2.13)
Assim como no Capítulo. 4, foram obtidos quatro índices de refração modificados pelo fator quiral V0,
que permitem investigar efeitos diversos como birrefringência e refração negativa, como bem sabemos.

9.2.1 Birrefringência em plasma quiral em rotação

É conhecido que plasmas em rotação apresentam não apenas atividade óptica, como também mani-
festam reversão de RP, uma assinatura também comum em plasma regidos por eletrodinâmicas quirais,
como discutido ao longo de toda este trabalho. Nesta seção, analisaremos e compararemos as implica-
ções dos fatores quirais e de rotação sobre o coeficiente RP, considerando o par de índices nr+ e nl+,
associados às ondas RCP e LCP, respectivamente.

O RP é dado por
δ =

ω

2
(Re[nl+]− Re[nr+]) (9.2.14)

É importante comentar a ausência de um sinal negativo na definição acima. Isto decorre da convenção
adotada na Ref. [156, 157] para as polarizações circulares, que é a inversa usada anteriormente neste
trabalho.
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Substituindo ω′ = ω ∓Ω nos índices nr+ e nl+, respectivamente, temos

nr+ =
V0
2ω

+

√
1 +

(
V0
2ω

)2

−
ω2
p (ω

2 +Ω (ωc − 3ω + 2Ω))

ω(ω −Ω)2 (ω + ωc −Ω)
, (9.2.15)

e

nl+ = − V0
2ω

+

√
1 +

(
V0
2ω

)2

−
ω2
p (ω

2 +Ω (3ω + 2Ω − ωc))

ω(ω −Ω)2 (ω − ωc +Ω)
. (9.2.16)

Perceba que, fazendo Ω = 0, as equações acima recaem nos índices nL e nR obtidos na Ref. [82]. De
fato, teremos

nr+ = nL e nl+ = nR, (9.2.17)

o que assinala a incompatibilidade entre as convenções adotadas para as polarizações circulares (veja os
rótulos trocados).

O rotatory power (9.2.14) associado aos índices nr+ e nl+ é ilustrado nas Figs. 9.1, 9.2, 9.3 e 9.4 para
alguns valores de parâmetros. A Fig. 9.1 compara o comportamento de RP para o caso quiral sem rotação
(V0 ̸= 0 eΩ = 0) com o caso de plasma usual em rotação (V0 = 0 eΩ ̸= 0). O ponto relevante neste dois
casos é que a reversão de RP ocorrem em pontos diferentes para cada um deles, como podemos notar
para as curvas tracejadas preta e vermelha nas frequências ω′ e ω′′.

A partir dos índices em (9.2.15) e (9.2.16), podemos analisar os casos em que Ω > 0 e Ω < 0. Para
o caso em que Ω > 0, o RP é apresentado na Fig.9.2, para o qual pontuamos:

(i) Para ω = Ω, ocorre ressonância, com δ → −∞ (veja a curva azul na Fig. 9.2).

(ii) Para ωc > Ω, ocorre ressonância para ω = ωc −Ω.

(iii) Para ω = ω′, ocorre reversão de RP, no mesmo ponto onde ocorre reversão para o caso quiral sem
rotação (veja a linha tracejada preta na Fig. 9.2).

Na situação em que Ω < 0, caso ilustrado nas Figs. 9.3 e 9.4, podemos inferir sobre o RP:

1. Para ω = ω′, ocorre reversão de sinal no RP.

2. Para ω = Ω, ocorre δ → +∞, sendo este um ponto de ressonância na frequência de giro.

3. Para ω = ωc + Ω, ocorre novamente ressonância no RP, assinalando uma dupla ressonância no
plasma quiral girante.

Portanto, observa-se que ambos os casos Ω > 0 e Ω < 0 apresentam reversão de RP. Além disso,
percebe-se que nas duas situações ocorrem duas frequências de ressonância, para as quais δ → ∞,
enquanto no caso quiral sem rotação apresenta apenas uma frequência de ressonância. Nota-se também
que, nas Figs. 9.3 e 9.4, que representam os casos em que Ω < ωc e Ω > ωc, respectivamente, o aumento
da velocidade angular Ω desloca o ponto da primeira ressonância (ω = Ω) para além da frequência ωc
(veja a Fig. 9.4).
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Figura 9.1: Gráfico do poder de rotação (9.2.14).
A linha tracejada preta representa o poder de ro-
tação para plasma quiral (V0 ̸= 0) com rotação
nula (Ω = 0). A linha tracejada vermelha re-
presenta o poder de rotação para plasma em rota-
ção (Ω ̸= 0) com condutividade magnética nula
(V0 = 0). Aqui, usamos ωc = ωp, V0 = ωp,
Ω = 0.1ωp e ωc = 1 rad s−1.
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Figura 9.2: Gráfico do poder de rotação (9.2.14).
A linha tracejada preta representa o poder de ro-
tação para plasma quiral (V0 ̸= 0) com rotação
nula (Ω = 0). A linha sólida azul representa o po-
der de rotação para plasma quiral em rotação, com
Ω ̸= 0 e V0 ̸= 0. Aqui, usamos ωc = ωp, V0 = ωp,
Ω = 0.1ωp e ωc = 1 rad s−1.

ω
=
ω
c

ω
=
ω
c
+
Ω

ω
=
Ω

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-1

0

1

2

3

ω (rad s-1)

δ
(r
ad
m

-
1 )

Figura 9.3: Gráfico do poder de rotação (9.2.14)
para o caso Ω < 0. A linha tracejada preta re-
presenta o poder de rotação para plasma quiral
(V0 > 0) com rotação nula (Ω = 0). A linha só-
lida vermelha representa o poder de rotação para
plasma quiral em rotação, com Ω < 0 e V0 > 0.
Aqui, usamos ωc = ωp, V0 = ωp, Ω = 0.1ωp e
ωc = 1 rad s−1.
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Figura 9.4: Gráfico do poder de rotação (9.2.14)
para o caso Ω < 0. A linha tracejada preta re-
presenta o poder de rotação para plasma quiral
(V0 > 0) com rotação nula (Ω = 0). A linha só-
lida vermelha representa o poder de rotação para
plasma quiral em rotação, com Ω < 0 e V0 > 0.
Aqui, usamos ωc = ωp, V0 = ωp, Ω = 1.5ωp e
ωc = 1 rad s−1.
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Meios como plasmas também desempenham um papel importante na busca pela detecção da matéria
escura, especialmente na procura por partículas como os fótons escuros e os áxions (e, de forma mais
geral, ALPs). Esses meios modificam as propriedades de propagação dos fótons, conferindo-lhes uma
massa efetiva e possibilitando condições de ressonância que aumentam significativamente a probabilidade
de conversão entre fótons e essas partículas hipotéticas. Como consequência, plasmas astrofísicos e
laboratoriais constituem ambientes privilegiados para investigar processos de mistura fóton-partícula e
estabelecer restrições sobre os parâmetros desses candidatos à matéria escura.

A motivação para esse estudo é reforçada pelo crescente número de experimentos dedicados à busca
direta e indireta de áxions e ALPs [260]. Entre os experimentos de laboratório, destacam-se os halosco-
pes, como o ADMX (Axion Dark Matter eXperiment), que exploram a conversão ressonante de áxions do
halo galáctico em fótons de micro-ondas na presença de campos magnéticos intensos [261–264]. Mais
recentemente, experimentos como HAYSTAC, CAPP, QUAX e ORGAN têm ampliado a cobertura de
massas e acoplamentos testados [265–273]. Haloscópios com dielétricos e plasmas também foram pro-
postos [61–63]. Paralelamente, os chamados helioscopes, como o CAST e o futuro IAXO, procuram de-
tectar áxions produzidos no interior do Sol por meio de sua reconversão em fótons de raios X [274–277].
Além disso, experimentos do tipo light-shining-through-a-wall, como o ALPS II, investigam a produção
e regeneração de ALPs em laboratório utilizando lasers de alta potência e campos magnéticos [278,279].
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Figura 10.1: Diagrama do processo Primakoff.

No contexto astrofísico, plasmas magnetizados presentes em estrelas, pulsares, magnetares, núcleos
ativos de galáxias e no meio intergaláctico também oferecem condições favoráveis para a conversão
fóton-áxion [280–282, 284]. Nesses ambientes, a combinação entre campos magnéticos intensos e as
propriedades dispersivas do plasma pode produzir assinaturas observacionais em espectros, polarização e
curvas de luz, tornando observações astronômicas uma ferramenta de interesse [280–282]. Em particular,
fenômenos de conversão ressonante em plasma têm sido amplamente investigados como um mecanismo
capaz de aumentar a eficiência da mistura fóton-áxion em determinadas faixas de frequência e densidade
eletrônica [280, 283–285].

Neste capítulo, abordamos o estudo da conversão fóton-áxion em plasmas quirais regidos pela ele-
trodinâmica de MCFJ, uma proposta original que busca compreender como a condutividade magnética
(setor tipo-tempo) e a condutividade Hall anômala (setor tipo-espaço) contribuem para o problema de
oscilação áxion-fóton. Inicialmente, apresenta-se o formalismo usual para obtenção da probabilidade de
conversão no vácuo e em plasmas. Em seguida, inserindo os termos quirais, propomos uma abordagem
na qual fótons de polarizações RCP e LCP misturam-se de formas distintas com o áxion, conduzindo a
à probabilidades de conversão diferentes para cada uma delas. Os resultados apresentados neste capítulo
fazem parte de um estudo em andamento [286], ainda não publicado.

10.1 Oscilação áxion-fóton

Um dos mecanismos tradicionais de produção de áxions é a oscilação áxion-fóton [280, 287], no
qual um fóton converte-se em um áxion sob ação de um intenso campo magnético externo, via efeito
Primakoff, representado pelo diagrama de Feynman mostrado na Fig. 10.1. Tal conversão é governada
pelo termo gaγa (E ·B), que descreve o acoplamento entre um áxion e dois fótons. Como vimos no
Capítulo 3, a equação de movimento para o campo axiônico é(

∂ρ∂
ρ +m2

a

)
a = −gaγ

4

(
FµνF̃

µν
)
= gaγE ·B. (10.1.1)

A introdução de um campo magnético externo permite linearizar o acoplamento entre o campo axi-
ônico e o campo eletromagnético propagante, em um procedimento análogo ao realizado no final da
Seção 2.2. Para isso, decompõe-se os campos eletromagnéticos como

E = E1, B = B1 +B0, (10.1.2)

onde o subíndice 1 rotula as quantidades dinâmicas associadas ao fóton, e B0 representa fundo magnético
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clássico B0. Assim, o termo de interação gaγaE · B passa a ser escrito como gaγaE1 · B0, sendo des-
prezados termos de segunda ordem nos campos dinâmicos. Além disso, vemos que apenas a polarização
do fóton cujo campo elétrico é paralelo ao campo magnético externo se mistura com o áxion, enquanto a
polarização ortogonal se desacoplada devido a presença do produto escalar.

Considerando B = B0ŷ, além de E = −∂A/∂t, teremos a seguinte equação de movimento para o
áxion (omitindo o rótulo de quantidades perturbativas):

(
∂ρ∂

ρ +m2
a

)
a = −gaγ

4
B0
∂Ay
∂t

. (10.1.3)

Por outro lado, a equação de movimento para o campo do fóton é

∂µF
µν = −gαγ (∂µa) F̃ µν , (10.1.4)

o que conduz à equação de onda
□Aα + gαγ (∂ρa) F̃

ρα = 0. (10.1.5)

Tomando α = i, a equação de onda para o potencial Aα torna-se

□Ai + gαγ (∂0a) F̃
0i + (∂ja) F̃

ji = 0. (10.1.6)

Na expressão acima apenas o termo de derivada temporal do campo de áxion é de nosso interesse, uma
vez que o termo (∂ja) F̃

ji será proporcional ao produto de a com o campo E, constituindo um termo de
segunda ordem a ser desprezado. Assim, podemos escrever

□Ay + gαγ (∂ta)B0 = 0. (10.1.7)

Propondo solução do tipo onda-plana para propagação ao longo da direção z, ou seja, propagação
transversal ao campo magnético externo,

a (z, t) = a (z) ei(kz−ωt), (10.1.8)

Ay (z, t) = Ay (z) e
i(kz−ωt), (10.1.9)

as Eqs.(10.1.3) e (10.1.7) são reescritas como(
ω2 + ∂2z −m2

a

)
a+ igaγωB0Ay = 0, (10.1.10)(

ω2 + ∂2z
)
Ay − igαγωB0a = 0, (10.1.11)

podendo ser expressas na forma matricial[
(ω2 + ∂2z ) −igαγωB0

igaγωB0 (ω2 + ∂2z −m2
a)

][
Ay

a

]
= 0. (10.1.12)
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Podemos explicitar o operador diagonal presente na equação acima, escrevendo((
ω2 + ∂2z

)
I+

[
0 −igαγωB0

igaγωB0 −m2
a

])[
Ay

a

]
= 0. (10.1.13)

Perceba que (ω2 + ∂2z ) = (ω + i∂z) (ω − i∂z), que quando implementado sobre os campos leva a

(ω − i∂z)

[
Ay

a

]
= (ω + k)

[
Ay

a

]
∼= 2ω

[
Ay

a

]
, (10.1.14)

onde usamos a aproximação (ω + k) ∼= 2ω. Com isso, a Eq. (10.1.13) torna-se(
2ω (ω + i∂z) I+

[
0 −igαγωB0

igaγωB0 −m2
a

])[
Ay

a

]
= 0, (10.1.15)

ou também (
i∂zI+

[
ω −i1

2
gαγB0

i1
2
gaγB0 ω − m2

a

2ω

])[
Ay

a

]
= 0, (10.1.16)

Essa é uma equação tipo Schrödinger, na forma i∂z |Ψ (z)⟩ = K |Ψ (z)⟩, para a função de onda

|Ψ (z)⟩ =

[
Ay

a

]
, (10.1.17)

sendo

K =

[
ω −i1

2
gαγB0

i1
2
gaγB0 ω − m2

a

2ω

]
. (10.1.18)

Nesse ponto, a dinâmica do sistema pode ser reinterpretada como um problema de mistura entre duas
amplitudes de propagação: a amplitude fotônicaAy, associada ao modo de polarização paralelo ao campo
magnético externo, e o campo axiônico a, condensadas no vetor de estado (10.1.17), cuja evolução ao
longo da direção de propagação z é governada pela equação do tipo Schrödinger obtida anteriormente.
Dessa forma, dado um estado inicial |Ψ(0)⟩, o estado após uma distância z pode ser escrito em termos de
um operador de evolução U(z) como

|Ψ (z)⟩ = U (z) |Ψ (0)⟩ , (10.1.19)

onde U (z) = eiKz. Além disso, a probabilidade da oscilação axion-fóton é dada pela expressão

Pγ→a = ⟨Ψ (z)| a⟩ ⟨a|Ψ (z)⟩. (10.1.20)

Sendo o estado inicial representado por |Ψ (0)⟩ = |Ay⟩, ou seja, um fóton inicial cuja evolução im-
plicará na conversão de um fóton em um áxion (γ → a), temos |Ψ (z)⟩ = U (z) |Ay⟩, de modo que a
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probabilidade neste caso será
Pγ→a = |⟨a|U (z) |Ay⟩|2 . (10.1.21)

Evidentemente, para determinar a probabilidade de conversão necessitamos expressar o operador U (z)

em termos de seus autoestados, ou seja, precisamos dos autovetores de K. Como mostrado no Apêndice
H, o "Hamiltoniano"K possui autovalores

λ± = ω − m2
a

4ω
±

√
∆′

4ω
, (10.1.22)

associados aos respectivos autovetores

|λ+⟩ =
2ωgαγB0√

2
(
∆′ ∓m2

a

√
∆′
)
|Ay⟩+ 2iωgαγB0(

m2
a ±

√
∆′
) |a⟩

 , (10.1.23)

onde definimos

∆′ = 4ω2∆, ∆ =
m4
a

4ω2
+ (gαγB0)

2 . (10.1.24)

Para construir o operador U (z), podemos usar o fato de que este é diagonal na base de seus autoesta-
dos, ou seja,

U (z) = eiKz (|λ+⟩ ⟨λ+|+ |λ−⟩ ⟨λ−|) , (10.1.25)

U (z) = eiλ+z |λ+⟩ ⟨λ+|+ eiλ−z |λ−⟩ ⟨λ−| .

Como temos os autoestados |λ±⟩, usaremos seus respectivos bras escrever o operador de evolução em
termos de |Ay⟩ e |a⟩. Isto fornece:

U (z) = eiλ+zC−

|Ay⟩ ⟨Ay| −
2iωgαγB0(
m2
a +

√
∆′
) |Ay⟩ ⟨a|+

2iωgαγB0(
m2
a +

√
∆′
) |a⟩ ⟨Ay|+

4ω2 (gαγB0)
2(

m2
a +

√
∆′
)2 |a⟩ ⟨a|


+ eiλ−zC+

|Ay⟩ ⟨Ay| −
2iωgαγB0(
m2
a −

√
∆′
) |Ay⟩ ⟨a|+

2iωgαγB0(
m2
a −

√
∆′
) |a⟩ ⟨Ay|+

4ω2 (gαγB0)
2(

m2
a −

√
∆′
)2 |a⟩ ⟨a|

 ,

(10.1.26)

sendo

C± =

 gaγωB0√
2
(
∆′ ±m2

a

√
∆′
)


2

. (10.1.27)
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Sabendo que os estados |Ay⟩ e |a⟩ são ortogonais, a probabilidade Pγ→a = |⟨a|U (z) |Ay⟩|2 será

Pγ→a =

∣∣∣∣∣∣eiλ+zC−
2iωgαγB0(
m2
a +

√
∆′
) + eiλ−zC+

2iωgαγB0(
m2
a −

√
∆′
)
∣∣∣∣∣∣
2

(10.1.28)

Pγ→a =
16ω6 (gαγB0)

6

∆′ (∆′ −m4
a)

2

∣∣eiλ+z − eiλ−z
∣∣2 , (10.1.29)

que usando a definição de ∆′, torna-se

Pγ→a =
ω2 (gαγB0)

2

∆′

∣∣eiλ+z − eiλ−z
∣∣2 . (10.1.30)

Lembrando que (vide Apêndice H),

∣∣eiλ+z − eiλ−z
∣∣2 = 4 sin2

(
(λ+ − λ−) z

2

)
, (10.1.31)

que juntamente com os autovalores obtidos em (10.1.22), λ+ − λ− =
√
∆′/2ω, fornece

Pγ→a =
4ω2 (gαγB0)

2

∆′ sin2

(√
∆′

4ω
z

)
, (10.1.32)

com

∆′ = 4ω2∆, ∆ =
m4
a

4ω2
+ (gαγB0)

2 . (10.1.33)

Esta é a probabilidade de conversão de um fóton em um áxion no vácuo, que depende diretamente da
magnitude do quadrado do campo magnético externo, agente imprescindível no processo de conversão:
sem campo magnético não ocorre mistura, implicando em probabilidade nula de conversão.

10.1.1 Oscilação axion-fóton em plasmas

Nesta seção, consideraremos a conversão fóton-áxion em plasmas, cuja presença é inserida através
da 4-corrente na equação de movimento,

□Aα + gαγ (∂ρa) F̃
ρα = Jα. (10.1.34)

Assim como na seção anterior, apenas a derivada temporal do áxion será considerada, o que nos dá

□Ai + gαγ (∂0a) F̃
0i = J i. (10.1.35)
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A componente da densidade de corrente pode ser determinada a partir da força de Lorentz (nessa confi-
guração não há contribuição do campo magnético):

me
dv

dt
= −e (−∂tA) → vi =

e

me

Ai. (10.1.36)

Sendo J i = −en0v
i, temos

J i = −en0
e

me

Ai → J i = −ω2
pA

i. (10.1.37)

Com isso, a equação de movimento é reescrita como

□Ai + gαγ (∂0a) F̃
0i = −ω2

pA
i, (10.1.38)

ou, especificando a componente y,

□Ay − gαγ (∂ta)B0 = −ω2
pAy, (10.1.39)

Usando soluções de ondas planas para os campos, têm-se(
−ω2 − ∂2z +m2

a

)
a = igaγωB0Ay, (10.1.40)

−
(
ω2 + ∂2z

)
Ay + igαγωB0a+ ω2

pAy = 0. (10.1.41)

O sistema acima conduz à equação matricial((
ω2 + ∂2z

)
I+

[
−ω2

p −igαγωB0

igaγωB0 −m2
a

])[
Ay

a

]
= 0, (10.1.42)

que usando (ω2 + ∂2z ) = (ω + i∂z) (ω − i∂z) ∼= 2ω (ω + i∂z), resulta em

(i∂zI+K)

[
Ay

a

]
= 0. (10.1.43)

onde K é uma matriz 2× 2 definida como

K =

[
ω +∆pl −i∆aγ

i∆aγ ω +∆a

]
. (10.1.44)

com

∆pl = −
ω2
p

2ω
, ∆aγ =

1

2
gαγB0, ∆a = −m

2
a

2ω
. (10.1.45)

A matriz K atua como Hamiltoniano do sistema, com autovalores dados por

λ± =
1

2
(2ω +∆pl +∆a)±

1

2
R, (10.1.46)

160



CAPÍTULO 10. CONVERSÃO FÓTON-ÁXION EM PLASMAS QUIRAIS

onde
R =

√
(2ω +∆pl +∆a)

2 + 4∆2
aγ − 4 (ω +∆pl) (ω +∆a), (10.1.47)

que pode ser simplificado à forma

∆osc ≡ R =
√

(∆pl −∆a)
2 + 4∆2

aγ. (10.1.48)

Assim, os autovalores reduzem a

λ± =
1

2
(2ω +∆pl +∆a)±

1

2
∆osc. (10.1.49)

Por comparação, podemos inferir que os resultados para a conversão fóton-áxion em plasmas podem
ser mapeados no caso de conversão no vácuo através da troca

√
∆′

4ω
→ ∆osc

2
,

1

2
gαγB0 → ∆aγ e m2

a → ∆a −∆pl. (10.1.50)

Com isso, a probabilidade de conversão em plasmas passa a ser escrita na forma

Pγ→a =
4∆2

aγ

∆2
osc

sin2

(
∆osc

2
z

)
. (10.1.51)

Este é o resultado comumente considerado quando a conversão áxion-fóton ocorre em plasma homogê-
neo, como de fato é realizado em experimentos de heliocópios [290]. Esta expressão é também con-
siderada em estudos de escurecimento de supernovas [281]. É importante comentar também que para
comprimentos múltiplos de losc = 2π/∆osc, a probabilidade de conversão 10.1.51 se anula, o que estabe-
lece losc como o comprimento de oscilação áxion-fóton.

A quantidade ∆osc, presente na probabilidade de conversão (10.1.51), pode ser reescrita como a
diferença entre os momentos do fóton kγ , e do áxion, ka, definida como

q = kγ − ka, (10.1.52)

sendo
ka =

√
ω2 −m2

a, kγ =
√
ω2 − ω2

p. (10.1.53)

As relações acima nada mais são que as relações de dispersão para o áxion e fóton, repectivamente. Para
pequenos ma e ωp, ou seja, ma ≪ ω e ωp ≪ ω, temos:

ka ≈ ω − m2
a

2ω
, kγ ≈ ω −

ω2
p

2ω
, (10.1.54)

o que nos leva à

q ≈ −
ω2
p

2ω
+
m2
a

2ω
. (10.1.55)
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A expressão acima é de fato um dos termos presentes na Eq. (10.1.48),

∆osc =

√(
−
ω2
p

2ω
+
m2
a

2ω

)2

+ 4∆2
aγ → ∆osc =

√
q2 + 4∆2

aγ. (10.1.56)

Com isso, a probabilidade de conversão (10.1.51) é reescrita na forma

Pγ→a =
4∆2

aγ

q2 + 4∆2
aγ

sin2

(√
q2 + 4∆2

aγ

2
z

)
, (10.1.57)

onde ∆aγ = gaγB0/2.

10.1.2 Decoerência associada à massa do áxion na conversão no vácuo

Uma das frentes experimentais que visam detectar a existência do áxion é constituída pelos helioscó-
pios, dispositivos desenvolvidos para detectar áxions produzidos no interior do Sol. Nesses experimentos,
os áxions de interesse são, em geral, aqueles gerados no núcleo solar pelo efeito Primakoff, processo no
qual fótons térmicos do plasma são convertidos em áxions na presença dos campos eletromagnéticos
do meio. A ideia central é que o fluxo de áxions solares, ao atravessar um dispositivo submetido a um
campo magnético intenso, possa se reconverter em fótons, produzindo um excesso de raios X detectável
na extremidade do aparato experimental.

Neste caso, o processo de interesse é a conversão áxion-fóton, cuja probabilidade é denotada por
Pa→γ . Esse processo corresponde ao inverso daquele considerado anteriormente, isto é, a conversão
γ → a. No regime ideal em que a evolução é descrita por um Hamiltoniano hermitiano, como pode ser
observado na Eq. (10.1.44), sem absorção ou efeitos dissipativos relevantes, as probabilidades dos dois
processos são iguais,

Pγ→a = Pa→γ. (10.1.58)

Apesar da intensidade do campo magnético empregado em helioscópios, a pequenez do acoplamento
gaγ faz com que a conversão ocorra, em geral, no regime de mistura fraca, no qual ∆aγ ≪ 1 . Nesse
limite, a probabilidade de conversão (10.1.57), tomada ao longo de uma distância L, pode ser escrita
como

Pγ→a =
g2aγB

2
0

q2
sin2

(
qL

2

)
, (10.1.59)

ou, de forma equivalente,

Pγ→a =
g2aγB

2
0L

2

4

[
sin (qL/2)

qL/2

]2
. (10.1.60)

No vácuo, em que ω2
p = 0, a diferença de momento entre o estado fotônico e o estado axiônico torna-se

q ≃ m2
a

2ω
. (10.1.61)

Para áxions suficientemente leves ou para comprimentos de propagação tais que qL ≪ 1 (m2
a ≪
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2ω/L), a conversão ocorre de forma coerente ao longo de todo o comprimento do magneto 1. Nesse caso,

sin

(
qL

2

)
≃ qL

2
, (10.1.62)

e a probabilidade reduz-se a

Pγ→a ≃
g2aγB

2
0

q2

(
qL

2

)2

, (10.1.63)

isto é,

Pγ→a ≃
g2aγB

2
0L

2

4
. (10.1.64)

Portanto, no limite coerente, a probabilidade escala com o quadrado do produto entre o campo magnético
e o comprimento da região de conversão, tornando-se independente da massa do áxion.

Por outro lado, para massas maiores, a diferença de momento q cresce e o sistema pode entrar no
regime qL≫ 1. Nesse caso, a fase relativa entre o estado axiônico e o estado fotônico varia significativa-
mente ao longo da região de conversão, produzindo perda de coerência. A probabilidade continua sendo
dada por

Pγ→a =
g2aγB

2
0

q2
sin2

(
qL

2

)
. (10.1.65)

Quando a fase oscila rapidamente, pode-se considerar o valor médio ⟨sin2(qL/2)⟩ = 1/2, obtendo

Pγ→a ≃
1

2

g2aγB
2
0

q2
, → Pγ→a ≃

2ω2g2aγB
2
0

m4
a

, (10.1.66)

onde usamos q = m2
a/2ω. Assim, no regime incoerente, a probabilidade de conversão passa a depender

de m−4
a . Esse comportamento suprime rapidamente a conversão à medida que a massa do áxion aumenta.

Tal supressão é usualmente associada à perda de coerência da conversão áxion-fóton no vácuo e repre-
senta uma limitação importante dos helioscópios operando sem meio material, pois reduz a sensibilidade
experimental a áxions mais massivos.

Uma estratégia utilizada em helioscópios para recuperar a coerência da conversão consiste em preen-
cher a região do magneto com um meio material, como um gás de baixa densidade. Nesse meio, o fóton
adquire uma massa efetiva mγ , que pode ser associada à frequência de plasma,

m2
γ ≡ ω2

p, ω2
p =

nee
2

ε0me

. (10.1.67)

A ideia é ajustar a densidade eletrônica do meio de modo que a massa efetiva do fóton se aproxime da
massa do áxion.

Quando a condição ω2
p = m2

a é implementada na Eq. (10.1.55), obtém-se q = 0, restaurando-se a

1De fato, a quantidade qz = (ka−kγ)z representa a fase relativa acumulada entre os dois estados (áxion e fóton) ao longo
de uma distância z do magneto. Quando ka = kγ , decorre q = 0, de modo que cada ponto z ao longo do magneto contribui
exatamente com a mesma fase. Dizemos que neste cenário ocorre conversão coerente. O mesmo ocorre se pudermos assumir
qL ≪ 1, sendo válida a aproximação sin(qL/2) ≃ qL/2, quando a fase acumulada permanece pequena ao longo de todo o
percurso, isto é, quando L é menor que o comprimento de coerência ℓcoer ∼ q−1.

163



CAPÍTULO 10. CONVERSÃO FÓTON-ÁXION EM PLASMAS QUIRAIS

Figura 10.2: Região de exclusão no plano gaγ ×ma obtida pelo experimento CAST com buffer gas. A
introdução de 3He permitiu restaurar a coerência da conversão áxion–fóton para massas na faixa sub-
eV/eV, estendendo a sensibilidade do helioscópio para além do regime de operação em vácuo. Figura
retirada da Ref. [290].

coerência da conversão para aquele valor de massa. Para visualizar esse ponto, retomemos a expressão
geral (10.1.51), reproduzida a seguir:

Pγ→a =
4∆2

aγ

∆2
osc

sin2

(
∆osc

2
L

)
, (10.1.68)

com
∆osc =

√
q2 + 4∆2

aγ. (10.1.69)

Na condição ressonante, q = 0, tem-se
∆osc = 2∆aγ, (10.1.70)

e, portanto,
Pγ→a = sin2 (∆aγL) . (10.1.71)

Como ∆aγ = gaγB0/2, no regime de acoplamento fraco obtém-se

Pγ→a ≃ ∆2
aγL

2 =
g2aγB

2
0L

2

4
. (10.1.72)

Portanto, ao ajustar a massa efetiva do fóton (mγ ≃ ωp) no meio de forma que mγ = ma, recupera-se
a condição de coerência e a probabilidade volta a assumir a forma do limite coerente. Esse procedimento
permite estender a sensibilidade dos helioscópios para massas maiores do que aquelas acessíveis na
operação em vácuo. Por exemplo, a operação do CAST com gás tampão, ou buffer gas (introdução
de 4He e 3He), marcou um avanço importante dos helioscópios, pois permitiu restaurar a coerência da
conversão áxion-fóton para massas na escala sub-eV/eV e fez com que os limites experimentais entrassem
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na região dos modelos de áxions da QCD [288–290]. Estes resultados estão ilustrados no diagrama de
exclusão da Fig. 10.2.

10.2 Conversão fóton-áxion em plasma quiral com AHE e CME

Nesta seção investigamos conversão fóton-áxion em um contexto quiral, onde o palco do processo é
um plasma dotado de corrente magnética quiral e corrente Hall anômala. Para este propósito, considera-
remos a lagrangiana da eletrodinâmica de áxion adicionada do termo de CFJ:

L = −1

4
F µνFµν − gαγaFµνF̃

µν − 1

4
εµναβ (KAF )

µAνFαβ − AµJ
µ +

1

2
(∂µa) (∂µa)−

1

2
m2a2.

Tal lagrangiana conduz à seguinte equação de onda para o campo Aα,

□Aα + gαγ (∂ρa) F̃
ρα + ϵαβλρ (kAF )β ∂λAρ = Jα, (10.2.1)

que para α = i, escreve-se

□Ai + gαγ (∂0a) F̃
0i + (kAF )0

(
ϵijk∂jA

k
)
+ ϵijk (kAF )

j ∂0A
k = Jα. (10.2.2)

Vetorialmente e na presença de campo magnético externo B0, a equação acima é escrita na forma

□A− gαγ (∂ta)B0 + (kAF )0 (B+B0)− (kAF × E) = J, (10.2.3)

onde usamos E = −dA/dt. Note que o termo tipo-tempo na equação acima contém o termo (kAF )0B0,
desacoplado da mistura, ou seja, não dependente de nenhum dos dois campos (a,A). Este fato representa
um elemento de dificuldade para a montagem da mistura, que será melhor tratada na seção seguinte para
a conversão na presença de corrente magnética quiral.

10.2.1 Conversão fóton-áxion em plasma na presença de AHE

Nos concentraremos agora no setor tipo-espaço da Eq. (10.2.2), adotando (kAF )0 = 0. Examinando
a conversão fóton-áxion em plasma quiral dotado de condutividade Hall anômala kAF, cuja equação de
movimento para o fóton é

□Ai + gαγ (∂0a) F̃
0i + ϵijk (kAF )

j ∂0A
k = Jα. (10.2.4)

165



CAPÍTULO 10. CONVERSÃO FÓTON-ÁXION EM PLASMAS QUIRAIS

Tomando a Eq. (10.2.4) juntamente com a equação de movimento para o áxion, podemos montar o
sistema

□Ai − gαγ (∂0a)B
i + ϵijk (kAF )

j ∂0A
k + ω2

pA
i = 0, (10.2.5)(

∂ρ∂
ρ +m2

a

)
a = −gaγBi

0

∂Ai

∂t
. (10.2.6)

Explicitando todas as componentes, escreve-se

−
(
ω2 + ∂2z

)
Ax + igαγωB0xa− iω (kAF )y Az + iω (kAF )z Ay + ω2

pAx = 0, (10.2.7)

−
(
ω2 + ∂2z

)
Ay + igαγωB0ya+ iω (kAF )xAz − iω (kAF )z Ax + ω2

pAy = 0, (10.2.8)

−
(
ω2 + ∂2z

)
Az + igαγωB0za− iω (kAF )xAy + iω (kAF )y Ax + ω2

pAz = 0, (10.2.9)(
−ω2 − ∂2z +m2

a

)
a = igaγω (B0xAx +B0yAy +B0zAz) . (10.2.10)

Observe no sistema acima que as componentes do vetor quiral misturam-se com as componentes do po-
tencial vetor. Além disso, lembremos que apenas as componentes Ai longitudinais ao campo magnético
externo contribuem para a conversão, uma exigência do acoplamento a (E ·B). Adotaremos então que a
propagação do fóton ocorra na direção z, com componente transversais Ax e Ay acoplando-se ao campo
externo B0 = (B0x, B0y). Com isso, o sistema acima torna-se(

ω2 + ∂2z
)
Ax − igαγωB0xa− iω|kAF|Ay − ω2

pAx = 0, (10.2.11)(
ω2 + ∂2z

)
Ay − igαγωB0ya+ iω|kAF|Ax − ω2

pAy = 0, (10.2.12)(
ω2 + ∂2z −m2

a

)
a+ igaγω (B0xAx +B0yAy) = 0, (10.2.13)

onde adotamos (kAF )z = |kAF|. Escrevendo na forma matricial e usando a aproximação (ω2 + ∂2z ) =

(ω + i∂z) (ω − i∂z) ∼= 2ω (ω + i∂z), obtém-se a seguinte equação do tipo Schrödinger:i∂zI+
 ω − ω2

p

2ω
−i |kAF|

2
−i1

2
gαγB0x

i |kAF|
2

ω − ω2
p

2ω
−i1

2
gαγB0y

i1
2
gαγB0x i1

2
gαγB0y ω − m2

a

2ω



AxAy
a

 = 0. (10.2.14)

A matriz 3 × 3 acima exerce papel de hamiltoniano do sistema e deve fornecer três autovalores que
possibilitam a diagonalização do sistema. No entanto, a determinação de tais autovalores não é uma
tarefa simples, uma vez que são gerados a partir de uma equação de grau três. Mostraremos a seguir
que esta dificuldade pode ser contornada realizando parametrizações circulares para o campo A, o que
conduzirá a uma decomposição em dois sistemas 2× 2, associados às misturas entre áxions e fótons com
polarizações opostas.
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10.2.2 Oscilações entre áxion e fótons circularmente polarizados

As componentes Ax e Ay do potencial vetor presentes nas Eqs. (10.2.11), (10.2.12) e (10.2.13),
podem ser relacionadas às seguintes redefições

AR =
1√
2
(Ax + iAy) , AL =

1√
2
(Ax − iAy) , (10.2.15)

que representam, como bem sabemos, fótons de polarização RCP e LCP, respectivamente. Com isso,
pode-se escrever

Ax =
AR + AL√

2
, Ay =

AR − AL√
2i

. (10.2.16)

Além disso, pode-se também introduzir uma parametrização análoga para o campo magnético externo,

B± =
1√
2
(B0x ± iBoy) , (10.2.17)

de forma que

B0x =
B+ +B−√

2
, Boy =

B+ −B−√
2i

. (10.2.18)

Note que, embora o campo externo não seja de fato o campo circularmente polarizado da onda eletro-
magnética (fóton), a definição acima se faz necessária uma vez que as parametrizações em (10.2.15)
redefinem as bases do sistema, requerendo que vetores fixos nos espaços sejam projetados na nova base.

Com isso, reescrevemos as Eqs. (10.2.11), (10.2.12) e (10.2.13) como

−
(
ω2 + ∂2z

)(AR + AL√
2

)
+ igαγω

(
B+ +B−√

2

)
a+ iω|kAF|

(
AR − AL√

2i

)
+ ω2

p

(
AR + AL√

2

)
= 0,

(10.2.19)

−
(
ω2 + ∂2z

)(AR − AL√
2i

)
+ igαγω

(
B+ −B−√

2i

)
a− iω|kAF|

(
AR + AL√

2

)
+ ω2

p

(
AR − AL√

2i

)
= 0,

(10.2.20)(
−ω2 − ∂2z +m2

a

)
a− igaγωB+AL − igaγωB−AR = 0. (10.2.21)

Somando e subtraindo as duas primeiras, obtém-se o sistema

−
(
ω2 + ∂2z − ω|kAF| − ω2

p

)
AR + igαγωB+a = 0, (10.2.22)

−
(
ω2 + ∂2z + ω|kAF| − ω2

p

)
AL + igαγωB−a = 0, (10.2.23)(

−ω2 − ∂2z +m2
a

)
a− igaγωB+AL − igaγωB−AR = 0. (10.2.24)

Matricialmente, podemos escrever−
(
ω2 + ∂2z − ω|kAF| − ω2

p

)
0 igαγωB+

0 −
(
ω2 + ∂2z + ω|kAF| − ω2

p

)
igαγωB−

−igaγωB− −igaγωB+ − (ω2 + ∂2z −m2
a)


ARAL
a

 = 0.

(10.2.25)
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A equação anterior revela que as polarizações AR e AL misturam-se com o áxion de maneira indepen-
dente, uma vez que o bloco superior 2×2 é diagonal. Isto permite então propormos o estudo da conversão
entre fótons, RCP e LCP, em áxions, considerando separadamente dois sistemas 2×2. Por exemplo, para
a conversão entre fóton RCP e áxion, temos[

−
(
ω2 + ∂2z − ω|kAF| − ω2

p

)
igαγωB+

−igaγωB− − (ω2 + ∂2z −m2
a)

][
AR

a

]
= 0. (10.2.26)

Já para conversão entre fótons LCP e áxion, teremos[
−
(
ω2 + ∂2z + ω|kAF| − ω2

p

)
igαγωB−

−igaγωB+ − (ω2 + ∂2z −m2
a)

][
AL

a

]
= 0. (10.2.27)

Com isso, decompomos nosso problema em dois sistemas de dois níveis, o que nos leva a uma abordagem
muito menos complexa que o sistema 3× 3 obtido inicialmente na Eq. (10.2.14).

Perceba que a decomposição em polarizações circulares é perfeitamente cabível no presente contexto,
uma vez que a presença do fator quiral |kAF| atribui um caráter birrefringente–circular ao meio onde se
dá a oscilação áxion-fóton. Deste modo, fótons de polarizações RCP e LCP, que possuem relações de
dispersão distintas, podem individualmente se converter em áxions (ou vice versa), com probabilidades
diferentes, sendo essa uma das assinaturas da natureza quiral do sistema.

10.2.2.1 Probabilidade de conversão γR,L → a

Podemos congregar as Eqs. (10.2.26) e (10.2.27) no seguinte sistema[(
ω2 + ∂2z ∓ ω|kAF| − ω2

p

)
−igαγωB±

igaγωB∓ (ω2 + ∂2z −m2
a)

][
AR,L

a

]
= 0. (10.2.28)

Seguindo o procedimento já desenvolvido neste capítulo, o sistema acima conduz à equação

(
i∂zI+ K̃±

)[AR,L
a

]
, (10.2.29)

onde K̃± é "hamiltoniano"do sistema, dado por

K̃± =

[
ω + ∆̄

(±)
pl −i∆̄(±)

aγ

i∆̄
(∓)
aγ ω +∆a

]
, (10.2.30)

sendo

∆̄
(±)
pl = −

(
±ω|kAF|+ ω2

p

)
2ω

, ∆̄(±)
aγ =

1

2
gαγB±, ∆a = −m

2
a

2ω
. (10.2.31)

Na Eq. (10.2.30), o rótulo +/- denota o hamiltoniano para a conversão de fóton RCP/LCP, ou seja, K̃+

para fóton RCP e K̃− para fóton LCP.
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Por simplificação, assumiremos que o campo magnético externo esteja alinhado ao eixo y, reduzindo
a definição (10.2.17) a simplesmente

B± = ±i 1√
2
Boy. (10.2.32)

Com isso, a matriz K± pode ser reescrita como

K̃± =

[
ω + ∆̄

(±)
pl ∆̄±

aγ

∆̄±
aγ ω +∆a

]
, (10.2.33)

onde o i na diagonal secundária da matriz (10.2.30) foi multiplicado pela definição (10.2.32), passando a
valer

∆̄±
aγ = ± 1√

8
gαγBoy. (10.2.34)

A forma do hamiltoniano efetivo K± é similar ao do caso usual, mostrado na Eq. (10.1.44). Diante
disto, podemos inferir que os autovalores do sistema e, consequentemente, as probabilidades de conver-
são, podem ser então escritas no mesmo formato do caso usual, adotando os quantidades redefinidas em
(10.2.31) e (10.2.34).

Considerando K+ na equação de onda (10.2.29), a probabilidade de conversão γRCP → a fornecida
é

PγRCP→a =
4∆̄2

aγ(
∆̄+
osc

)2 sin2

(
∆̄+
osc

2
z

)
, (10.2.35)

sendo (
∆̄+
osc

)2
=
(
∆̄+
pl −∆a

)2
+ 4∆̄2

aγ, ∆̄2
aγ ≡

(
∆̄±
aγ

)2
. (10.2.36)

Por outro lado, tomando K− na equação de onda (10.2.29), a probabilidade de conversão γLCP → a

obtida é

PγLCP → a =
4∆̄2

aγ(
∆̄−
osc

)2 sin(∆̄−
osc

2
z

)
, (10.2.37)

onde (
∆̄−
osc

)2
=
(
∆̄−
pl −∆a

)2
+ 4∆̄2

aγ. (10.2.38)

As Eqs. (10.2.35) e (10.2.37) representam as probabilidades de fótons circularmente polarizados à di-
reita e esquerda se converterem em áxions em plasma quiral dotado de condutividade Hall anômala, res-
pectivamente. De fato, as Eq. (10.2.35) e (10.2.37) revelam que quando oscilações fóton-áxion ocorrem
neste contexto quiral, fótons com polarizações circulares opostas convertem-se em áxions com probabi-
lidades distintas. Tais probabilidades diferem essencialmente pelas quantidades ∆̄+

osc e ∆̄−
osc, que usando

(10.2.31) e (10.2.34), podem ser explicitamente escritas como

(
∆̄±
osc

)2
=

(
−
(
±ω|kAF|+ ω2

p

)
2ω

+
m2
a

2ω

)2

+
g2aγB

2
0y

2
. (10.2.39)

A partir desta última, percebe-se que o termo quiral +ω|kAF|, pertencente à conversão γRCP → a, exerce
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Figura 10.3: Comparação entre probabilidades de
conversão no vácuo (ωp = 0) - caso AHE. Li-
nha preta: gráfico da probabilidade de conversão
(10.1.51). Linha vermelha: gráfico probabilidade
de conversão γRCP → a, dada em (10.2.35). Linha
azul: gráfico probabilidade de conversão γLCP →
a, dada em (10.2.37). Aqui, usamos B = 10−6G,
gaγ = 10−10eV, ma = 10−6eV, ω = 100ma e
|kAF| = 5× 10−9eV.
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Figura 10.4: Comparação entre probabilidades de
conversão no vácuo (ωp = 0) - caso CME. Li-
nha preta: gráfico da probabilidade de conversão
(10.1.51). Linha vermelha: gráfico probabilidade
de conversão γRCP → a, dada em (10.2.35). Linha
azul: gráfico probabilidade de conversão γLCP →
a, dada em (10.2.37). Aqui, usamos B = 10−6G,
gaγ = 10−10eV, ma = 10−6eV, ω = 100ma e
V0 = 5× 10−9eV.

um papel anàlogo à frequência de plasma (massa do fóton), que pode entrar em ressonância com a massa
do áxion em situações em que ωp = 0. Nesta situação, a expressão (10.2.39) reduz-se a forma

(
∆̄±
osc

)2
=

(
∓|kAF|

2
+
m2
a

2ω

)2

+
g2aγB

2
0y

2
, (10.2.40)

a partir da qual observa-se a possibilidade de ressonância na conversão γRCP → a (superescrito +), que
ocorre quando

|kAF| = m2
a/ω. (10.2.41)

Por outro lado, percebe-se que a conversão de áxions em fóton LCP não exibe a mesma possibilidade,
uma vez que o termo quiral possui o mesmo sinal que termo de massa em (10.2.40).

Sabemos que a ressonância com o termo de massa do áxion conduz ao crescimento numérico da
probabilidade, removendo problemas de decoerência para altos valores de massa, como discutido na
Seção 10.1.2. Deste modo, constata-se que, no presente contexto quiral, a conversão γRCP → a ocorre
com maior probabilidade em comparação à conversão γLCP → a, como ilustrado na Fig. 10.3, que
compara as probabilidades de conversão associadas a fótons RCP e LCP na ausência de plasma. Em
outras palavras, diante do fato de apenas fótons RCP ostentarem ressonância com o áxion na ausência de
plasma, revela-se que a conversão γRCP → a é favorecida (maior probabilidade), enquanto a conversão
γLCP → a é suprimida (menor probabilidade).
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10.3 Conversão fóton-áxion na presença de CME

Abordaremos agora a conversão fóton-áxion em plasma quiral dotado de corrente magnética quiral.
Para isso, retornemos à equação de movimento (10.2.2), que é

□Ai + gαγ (∂0a) F̃
0i + (kAF )0

(
ϵijk∂jA

k
)
= Jα, (10.3.1)

onde já implementamos kAF = 0. Vetorialmente, na presença de campo magnético externo B0 a equação
acima é expressa na forma

□A− gαγ (∂ta)B0 + (kAF )0 (B+B0) = J. (10.3.2)

O terceiro termo na equação acima se desacopla da mistura, gerando (kAF )0B0, ou seja, não depende de
nenhum dos dois campos da mistura (a,A). No espaço das frequências, e usando B = ∇×A, escreve-se

−
(
ω2 + ∂2z

)
A+ igαγωaB0 + (kAF )0 (∇×A) + (kAF )0B0 = J. (10.3.3)

Propondo uma transformação no espaço da frequência,

A = Ā+ α, (10.3.4)

a equação de movimento torna-se

−
(
ω2 + ∂2z

)
Ā−

(
ω2 + ∂2z

)
α + igαγωaB0 + (kAF )0 (∇×A) + (kAF )0B0 = J. (10.3.5)

O termo (kAF )0B0 é absorvido quando impomos

−
(
ω2 + ∂2z

)
α = − (kAF )0B0, (10.3.6)

que para α constante no espaço, conduz à condição

α =
(kAF )0B0

ω2
. (10.3.7)

Com isso, usando A = Ā+ (kAF )0B0/ω
2, a equação de onda (10.3.3) torna-se simplesmente

−
(
ω2 + ∂2z

)
Ā+ igαγωaB0 + (kAF )0

(
∇× Ā

)
= J, (10.3.8)

apresentando-se sem nenhum termo desacoplado da mistura, com termos envolvendo o campo pseudo-
escalar a e o campo Ā. Em notação indicial e definindo A ≡ Ā, temos

−
(
ω2 + ∂2

)
Ai + igαγωaB

i
0 + (kAF )0

(
ϵijk∂jA

k
)
= J i. (10.3.9)
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que juntamente com a equação de movimento para o áxion formam o sistema

□Ax + igαγωB0xa+ (kAF )0 (∂yAz − ∂zAy) + ω2
pAx = 0, (10.3.10)

□Ay + igαγωB0ya+ (kAF )0 (−∂xAz + ∂zAx) + ω2
pAy = 0, (10.3.11)

□Az + igαγωB0za+ (kAF )0 (∂xAy − ∂yAx) + ω2
pAz = 0, (10.3.12)(

−ω2 − ∂2 +m2
a

)
a = igaγω (B0xAx +B0yAy +B0zAz) . (10.3.13)

escrito em termos das componentes do vetor A. Assumindo propagação transversal ao longo da direção
z, com A = (Ax, Ay, 0), o sistema acima reduz-se a

−
(
ω2 + ∂2z

)
Ax + igαγωB0xa− (kAF )0 ∂zAy + ω2

pAx = 0, (10.3.14)

−
(
ω2 + ∂2z

)
Ay + igαγωB0ya+ (kAF )0 ∂zAx + ω2

pAy = 0, (10.3.15)(
−ω2 − ∂2z +m2

a

)
a = igaγω (B0xAx +B0yAy) , (10.3.16)

onde mantivemos acima, apenas as equações que se misturam. Neste momento, lançamos mão novamente
da parametrização circular (10.2.15),

AR =
Ax + iAy√

2
, AL =

Ax − iAy√
2

, (10.3.17)

que permite reescrever o sistema acima como

−
(
ω2 + ∂2z − i (kAF )0 ∂z − ω2

p

)
AR + igαγωB+a = 0, (10.3.18)

−
(
ω2 + ∂2z + i (kAF )0 ∂z − ω2

p

)
AL + igαγωB−a = 0, (10.3.19)(

−ω2 − ∂2z +m2
a

)
a− igaγωB+AL − igaγωB−AR = 0. (10.3.20)

A partir destas, vemos que campos AR e AL acoplam-se separadamente ao áxion, o que permite tratar
a mistura áxion-fóton considerando separadamente cada polariação. Neste caso, teremos para fótons
RCP, [

−
(
ω2 + ∂2z − i (kAF )0 ∂z − ω2

p

)
igαγωB+

−igaγωB− − (ω2 + ∂2z −m2
a)

][
AR

a

]
= 0. (10.3.21)

Já para para fótons LCP, temos[
−
(
ω2 + ∂2z + i (kAF )0 ∂z − ω2

p

)
igαγωB−

−igaγωB+ − (ω2 + ∂2z −m2
a)

][
AL

a

]
= 0. (10.3.22)

Veja que o termo i (kAF )0 ∂z não é comum nos termos da diagonal principal, impedindo de extrairmos
um operador diferencial diagonal como realizado no procedimento padrão. Para solucionarmos isso,
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introduzimos a seguinte transformação para o campo A (z):[
A

a

]
=

(
eβz 0

0 1

)[
Ã

ã

]
, (10.3.23)

onde β é um parâmetro a ser determinado para cada polarização circular. Calculando as derivadas do
campo A (z), temos

∂zA (z) = eβz
[
βÃ (z) + ∂zÃ (z)

]
, (10.3.24)

∂2zA (z) = eβz
[
β2Ã (z) + 2β∂zÃ (z) + ∂2z Ã (z)

]
, (10.3.25)

Com isso, tomando o operador para a onda RCP na Eq. (10.3.21), ∂2z − i (kAF )0 ∂z, temos

∂2zAR − i (kAF )0 ∂zAR = eβz
[
∂2z Ã (z) + (2β − i (kAF )0) ∂zÃ (z) +

(
β2 − i (kAF )0 β

)
Ã (z)

]
.

(10.3.26)
A partir da relação acima, vemos que o termo de derivada primeira é eliminado através da imposição
(2β − i (kAF )0) = 0, o que leva a

β = i (kAF )0 /2. (10.3.27)

Portanto, a transformação para fóton RCP fica

AR (z) = e
i(kAF )0

2
zÃR (z) . (10.3.28)

Por outro lado, é fácil inferir que para a onda LCP, para a qual o operador é ∂2z + i (kAF )0 ∂z, vale a
condição β = −i (kAF )0 /2, determinando

AL (z) = e−
i(kAF )0

2
zÃL (z) . (10.3.29)

Veja que a operação (10.3.26) gera também um termo linear no campo A, que fornece, usando os devidos
fatores β para fótons RCP e LCP,(

β2 − i (kAF )0 β
)
= − (kAF )

2
0 /4 + (kAF )

2
0 /2 = (kAF )

2
0 /4. (onda RCP) (10.3.30)(

β2 + i (kAF )0 β
)
= − (kAF )

2
0 /4 + (kAF )

2
0 /2 = (kAF )

2
0 /4. (onda LCP) (10.3.31)

Portanto, os operadores diferenciais da dinâmica fotônica em (10.3.21) e (10.3.22), atuam sobre as rede-
finições (10.3.28) e (10.3.29) gerando

∂2zAR − i (kAF )0 ∂zAR = e
i(kAF )0

2
z

[
∂2z ÃR (z) +

(kAF )
2
0

4
ÃR (z)

]
, (10.3.32)

∂2zAL + i (kAF )0 ∂zAL = e−
i(kAF )0

2
z

[
∂2z ÃL (z) +

(kAF )
2
0

4
ÃL (z)

]
, (10.3.33)
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eliminando os termos de derivada primeira. Usando o resultado acima, obtém-se o sistema matricial para
fóton RCP na forma(ω2 + ∂2z +

(kAF )20
4

− ω2
p

)
−igαγωB+e

−
i(kAF )0

2
z

igaγωB−e
i(kAF )0

2
z (ω2 + ∂2z −m2

a)

[ÃR
ã

]
= 0, (10.3.34)

e para fóton LCP, (ω2 + ∂2z +
(kAF )20

4
− ω2

p

)
−igαγωB−e

i(kAF )0
2

z

igaγωB+e
−

i(kAF )0
2

z (ω2 + ∂2z −m2
a)

[ÃL
ã

]
= 0, (10.3.35)

que possuem o mesmo padrão das Eqs. (10.2.26) e (10.2.27). Tais sistemas podem ser representados na
forma (

i∂zI+ K̃±

)[ÃR,L
ã

]
, (10.3.36)

onde Hamiltoniano K̃± é dado por

K̃± =

[
ω + ∆̃±

pl −i∆̄(±)
aγ

i∆̄
(∓)
aγ ω + ∆̃∓

a

]
, (10.3.37)

sendo

∆̃±
pl =

(
(kAF )20

4
− ω2

p

)
2ω

± (kAF )0
4

, ∆̃±
a = −m

2
a

2ω
± (kAF )0

4
. (10.3.38)

Considerando campo magnético externo na direção y, a equação matricial (10.3.34) fornece a seguinte
probabilidade de conversão:

PγRCP → a =
4∆̃2

aγ(
∆̃R
osc

)2 sin
(
∆̃R
osc

2
z

)
, (10.3.39)

associada à conversão γRCP → a, onde(
∆̃R
osc

)2
=
(
∆̃+
pl − ∆̃−

a

)2
+ 4∆̄2

aγ. (10.3.40)

Para fóton LCP, a Eq. (10.3.35) fornece

PγLCP → a =
4∆̄2

aγ(
∆̃L
osc

)2 sin
(
∆̃L
osc

2
z

)
, (10.3.41)

associada à conversão γLCP → a, com

(
∆̄L
osc

)2
=
(
∆̄−
pl − ∆̃+

a

)2
+ 4∆̄2

aγ. (10.3.42)
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Explicitando as quantidades ∆̃R
osc e ∆̃L

osc, tais probabilidades são expressas como

PγRCP → a =
g2αγB

2
0/2[((
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+m2
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)
/2ω +
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2

)2
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2
0/2
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(
∆̄osc

2
z

)
, (10.3.43)

PγLCP → a =
g2αγB
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(kAF )20
4

+m2
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/2ω − (kAF )0
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2
0/2
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(
∆̄osc

2
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. (10.3.44)

Vemos em ambas expressões que o termo (kAF )
2
0 /4 possui o mesmo sinal do termo de massa m2

a, en-
quanto o termo (kAF )0 /2 aparece com o mesmo sinal oposto apenas para a conversão γLCP → a. Isso
revela que o fator quiral tipo-tempo pode induzir conversão ressonante apenas na mistura entre fótons
LCP e áxions, na qual a condutividade magnética pode emular o efeito da frequência de plasma. Para
melhor visualizar isso, considere que a conversão ocorra na ausência de plasma, ou seja, ωp = 0. Neste
caso, as probabilidades ficam

PγRCP → a =
g2αγB

2
0/2[((

(kAF )20
4

+m2
a

)
/2ω +

(kAF )0
2

)2
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∆̄osc

2
z
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, (10.3.45)

PγLCP → a =
g2αγB

2
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(kAF )20
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+m2
a

)
/2ω − (kAF )0
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)2
+ g2αγB

2
0/2

] sin2

(
∆̄osc

2
z

)
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onde vemos que apenas a conversão γLCP → a permite anular o primeiro termo no denominador quando(
(kAF )

2
0

4
+m2

a

)
/2ω − (kAF )0

2
= 0. (10.3.47)

Portanto, a presença da condutividade quiral magnética torna possível elevar a probabilidade de conversão
γLCP → a, enquanto suprime a conversão γRCP → a. A Fig. 10.4 compara as probabilidades de conversão
para ambas as polarizações com a probabilidade usual na ausência de plasma, onde a curva em vermelho
está associada à conversão γRCP → a.

Perceba que a polarização privilegiada neste contexto é oposta à privilegiada no caso de condutivi-
dade Hall anômala, cuja a probabilidade de conversão é dada em (10.2.35). Em resumo, a condutividade
magnética quiral (setor tipo-tempo de CFJ) privilegia a conversão de fótons LCPs, enquanto a condu-
tividade Hall anômala privilegia a conversão de fótons RCPs. Tal constatação representa uma possível
assinatura na conversão fóton-áxion em plasmas quirais, onde a presença de correntes anômalas pode
acarretar em uma supressão no número de fótons com polarização circular específica que sofreram con-
versão ressonante via efeito Primakoff.

Estrelas de nêutrons, magnetosferas de pulsares e buracos negros, além de materiais como semimetais
de Weyl podem ser palco de conversões entre fótons RCP/LCP em áxions, onde efeitos quirais podem
emergir e influenciar as propriedades de propação do fóton. Nestes contextos, os resultados obtidos neste
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Figura 10.5: Representação esquemática da con-
versão áxion–fóton na presença de um campo
magnético transversal B⃗⊥ e de um vetor de fundo
V orientado na direção de propagação. O áxion
incidente, representado pela onda vermelha, atra-
vessa a região de conversão, onde eventualmente
pode ser convertido em fótons RCP e LCP. Neste
caso, o termo de CFJ tipo-espaço favorece a po-
larização RCP, de modo que P (a → γRCP) >
P (a→ γLCP).

Figura 10.6: Representação esquemática da con-
versão áxion–fóton na presença de um campo
magnético transversal B⃗⊥ e do fator quiral (kAF )0.
O áxion incidente atravessa a região de conversão
onde pode ser convertido em fótons RCP e LCP.
Para este caso, a presença do termo tipo-tempo
de CFJ favorece a polarização LCP, de modo que
P (a→ γLCP) > P (a→ γRCP).

capítulo representam um ponto de partida para investigar tais efeitos.

10.4 Conversão ressonante a → γ em plasma quiral

As probabilidades de conversão dadas em (10.2.35), (10.2.37), (10.3.45) e ((10.3.46)), definidas para
uma conversão fóton–áxion (γ → a), são também válidas para o processo inverso (a → γ), uma con-
sequência da hermiticidade do sistema de dois níveis que rege cada uma das misturas. Logo, pode-se
escrever

PγRCP → a = Pa → γRCP , PγLCP → a = Pa → γLCP (10.4.1)

Com isso, podemos conceber, em caráter hipotético, um experimento no qual a conversão áxion–fóton
ocorra em uma região submetida a um campo magnético transversal. Essa região pode estar preenchida
por um meio quiral, como um plasma dotado de correntes quirais associadas ao CME e ao AHE, ou ainda
corresponder ao vácuo. Nesta última situação, os fatores (kAF )0 e |kAF| passam a representar puramente
parâmetros de quebra da simetria de Lorentz no contexto da teoria de CFJ. Tal contexto é esquematizado
nas Figs. 10.5 e 10.6.
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10.4.1 Conversão ressonante no vácuo

Como vimos anteriormente, conversões ressonantes ocorrem para polarizações distintas na presença
dos termos tipo-espaço e tipo-tempo de CFJ. Em um contexto em que a conversão ocorra para áxions
na faixa dos raios X e no vácuo, as condições de ressonância (10.2.41) e (10.3.47), estabelecidas para o
termos quirais |kAF| e (kAF )0, respectivamente, fornecem

(kAF )0 , |kAF| ≃ 2.4× 10−13
(ma

eV

)2
GeV, (10.4.2)

onde foi desprezado o termo de segunda ordem em (kAF )0. Para áxion dentro da faixa de massa de
modelos da QCD, fornece (kAF )0 , |kAF| ≃ 10−15GeV. Isto revela que para o termo tipo-espaço de CFJ
proporcionar ressonância com áxions da QCD, a sua magnitude deve ser muito maior do que faixa de
restrição estabelecida por diversos modelos comentados no Capítulo 8, representando uma clara incom-
patibilidade. Deste modo, vemos que os parâmetros de CFJ não são capazes de impor ressonância para
áxions da QCD devido à sua diminuta magnitude, não estabelecendo coerência em intervalos de massa
onde a conversão no CAST sofre decoerência.

Por outro lado, é possível utilizar as restrições já estabelecidas sobre os parâmetros de CFJ para
estimar quais valores da massa axiônica seriam compatíveis com a condição de conversão ressonante.
Como indicado na Tabela 8.3, os cenários mais restritivos impõem limites da ordem

(kAF )0 , |kAF| ≲ 10−45 GeV. (10.4.3)

Invertendo a relação de ressonância obtida em (10.4.2), pode-se escrever, de forma genérica,

ma,res < 2× 106
(

V

GeV

)1/2

eV, (10.4.4)

onde V representa o parâmetro de CFJ relevante para o caso considerado. Assim, para V < 10−45 GeV,
obtém-se

ma < 6,4× 10−17 eV. (10.4.5)

Esse resultado mostra que, quando são adotados os limites mais restritivos sobre os parâmetros de CFJ,
a conversão ressonante seria favorecida apenas para massas axiônicas extremamente pequenas. Trata-
se, portanto, de um regime muito abaixo da faixa típica dos áxions da QCD, sendo mais naturalmente
associado a ALPs ultraleves [140].

10.4.2 Conversão ressonante em plasma quiral

Quando a região de conversão é preenchida por meio quiral, o que é diferente de vácuo quiral, a
condição de ressonância deve incluir os efeitos dispersivos do meio, em especial a frequência de plasma.
Vamos considerar nesta seção apenas o caso em que o plasma suporta corrente magnética quiral, para o
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qual a condição de ressonância para a conversão γLCP → a (vide Eq. (10.3.47)) é escrita como(
(kAF )

2
0

4
+m2

a − ω2
p

)
/2ω − (kAF )0

2
= 0. (10.4.6)

Evidentemente, massas axiônicas na faixa de 10−17 eV são facilmente englobadas para conversão no
vácuo, onde o processo é claramente coerente. Por outro lado, é importante comentar que, além do efeito
de ressonância, o termo de CFJ também implica na seleção de fótons de polarização circular específica,
o que pode também ser uma assinatura observacional de interesse.

Podemos estimar valores de massa para os quais a condição acima seja satisfeita, considerando valo-
res associados a sistemas quirais mais realísticos. Para isso, adotaremos parâmetros típicos de semimetais
quirais na região de resposta óptica de baixa energia. Em particular, tomaremos fótons no regime multi-
terahertz/infravermelho distante, com energia ω = 0.1 eV e uma frequência de plasma da ordem

ωp = 0.04 eV. (10.4.7)

Neste caso, assumiremos a condutividade magnética quiral no intervalo

(kAF )0 ∼ 10−5 − 10−4 eV. (10.4.8)

Tais magnitudes são compatíveis com uma descrição efetiva de semimetais de Weyl/Dirac em frequências
de THz, extraídas a partir da Ref. [291].

A condição de ressonância (10.4.6) pode ser reescrita como

ma,res =

(
ω2
p + ω (kAF )0 +

(kAF )0
4

)1/2

, (10.4.9)

que para os valores comentados, fornece

ma,res ≃ 4.0× 10−2 eV. (10.4.10)

Perceba que, para parâmetros realísticos de semimetais quirais, a massa ressonante permanece essen-
cialmente controlada pela frequência de plasma do meio, ou seja,

ma,res ≃ ωp. (10.4.11)

Deste modo, vemos que a condutividade magnética quiral (kAF )0 representa apenas um pequeno des-
locamento sobre a condição de ressonância usual. Para ωp ∼ 10−2 − 10−1 eV, a conversão ressonante
fornece

ma ∼ 10−2 − 10−1 eV. (10.4.12)

Esse intervalo é particularmente interessante porque seleciona ALPs na faixa sub-eV, região de ALPs
leves e, eventualmente, áxions da QCD [140].
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Evidentemente, o cenário considerado aqui deve ser entendido como um modelo efetivo idealizado,
no qual efeitos dissipativos, absorção e dispersão espacial do meio são negligenciados.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Foram apresentados neste trabalho os conceitos básicos de um plasma frio, cuja descrição fluida,
compatível com o modelo de Appleton para plasmas magnetizados, o qual foi desenvolvido para abordar
a propagação de ondas de rádio na Ionosfera, permite investigar a propagação de ondas eletromagnéticas
na presença de um campo magnético externo, considerado na equação de movimento para as partículas
do meio.

No Capítulo 2, fazendo uso das equações de Maxwell para meios materiais, estudamos os modos
de propagação longitudinal e transversal. Verificamos que o modo longitudinal não se propaga, corres-
pondendo a um modo de vibração quando ω = ωp. O modo transversal fornece os índices de refração
n+ e n−, sendo estes circularmente polarizado à esquerda (LCP) e circularmente polarizado à direita
(RCP), respectivamente. Foram listadas as principais características destes modos, como os intervalos de
propagação e absorção da onda eletromagnética. Em seguida, foi investigado o limite de baixas frequên-
cias, que indicou a existência de um modo hélicon RCP, associado aos conhecidos whistlers da física de
plasmas. Também foi discutido o fenômeno de birrefringência (rotação do plano de polarização), que
ocorre graças à defasagem entre as ondas RCP e LCP, quando estas se propagam no mesmo intervalo de
frequência, como no caso em que ω > ω−. Diante disto, foi calculado o "poder de rotação"δ (diferença
de fase por unidade de comprimento), obtida através da diferença entre as partes reais dos índices de
refração n+ e n−. O análogo imaginário chamado coeficiente de dicroísmo, que surge quando as ondas
RCP e LCP são absorvidas em graus diferentes pelo meio, foi também calculado.

No Capítulo 3, foram abordados alguns aspectos da eletrodinâmica de áxions e da eletrodinâmica
Maxwell-Carroll-Field-Jackiw, como a obtenção das equações de movimento e o comportamento da
Lagrangiana sob ação das operações de paridade, inversão temporal e conjugação de carga. Constatamos
que a Lagrangiana do áxion, teoria Lorentz-invariante, é também invariante sob ação do operador CPT.
Por outro lado, a eletrodinâmica de Maxwell-Carrol-Field-Jackiw viola não apenas a simetria de Lorentz,
mas também a simetria CPT, ambas preservadas na eletrodinâmica de Maxwell usual. Analisando as
relações de dispersão modificadas desta teoria, manifesta-se o efeito de birrefringência no vácuo, a partir
do qual, usando dados coletados através da luz vinda de galáxias distantes, foi possível estimar um valor
muito restritivo ao parâmetro de violação, |V0 − |V| cos θ| < 4.4× 10−33eV .

Dentro da proposta deste trabalho, consideramos a propagação de ondas eletromagnéticas em plasmas
no contexto da eletrodinâmica de Maxwell-Carroll-Field-Jackiw. Os termos que provocam a quebra de
simetria de Lorentz modificam a matriz de dispersão, que foi estudada em dois casos: vetor de violação
tipo-tempo, com (KAF )

µ = ((KAF )0 , 0), e vetor de violação tipo-espaço, com (KAF )
µ = (0,KAF ). No

caso de vetor de violação tipo-tempo, investigado no Capítulo 4, o modo longitudinal mantém-se como
no caso sem violação de Lorentz. Por sua vez, o modo transversal fornece 4 índices de refração, nR,M
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e nL,E , associados a modos de propagação RCP e LCP, respectivamente, com alguns deles apresentando
intervalos de negatividade. O primeiro deles, nR, ilustrado na Fig. 6.1, é positivo para todo valor de
frequência, exceto no intervalo ωc < ω < ω−, onde uma pequena zona de propagação livre com refração
negativa ocorre em ωr < ω < ω−. Neste caso, a modificação mais evidente ocorre para o limite em que
ω → 0, quanto este assume um valor finito inversamente proporcional a V0, nR (0) = ω2

p/V0ωc. Por sua
vez, o índice nL é positivo para todo o ω > 0, apresentando uma zona de absorção em ωi < ω < ωf sob a
condição (4.2.15). O índice de refração nE apresenta um pequeno intervalo de positividade, 0 < ω < ω+,
podendo apresentar absorção e propagação, o que depende de valores para o background. Já o índice nM
apresenta-se sempre negativo, com absorção ocorrendo para o intervalo ωc < ω < ω−, enquanto ocorre
propagação para os demais valores de frequência. O limite de baixa frequência foi investigado, surgindo
hélicons RCP e LCP em propagação devido à presença do fator quiral, V0, contrastando com o caso usual,
onde apenas o hélicon RCP propaga. Dentro desse contexto, obtemos também o poder de rotação para
plasma magnetizado, onde constatamos uma reversão de sinal, comportamento não ocorrente no caso
padrão. Além disso, os efeitos ópticos desse sistema, envolvendo birrefringência e dicroísmo, foram
também discutidos considerando os índices de refração nL, nR e nE . Na Subseção 4.3.1, o PR δLR

foi introduzido (veja a Eq. (4.3.2)), exibindo reversão de sinal em ω = ω̂, para as condições (4.2.14)
e (4.2.15). O PR δER também exibe mudança de sinal em ω = ω′′ > ωc para a condição (4.2.14),
e ω = ω′′ < ωc sob a condição (4.2.15), conforme mostrado nas Figs. 4.11 e 4.12, respectivamente. O
dicroísmo foi examinado na Seção 7.1.3, onde os coeficientes δdLR e δdER mostraram-se não nulos apenas
no intervalo ωc < ω < ωr, para a condição (4.2.14) – veja as Figs. 4.13, e nos intervalos ωc < ω < ωr,
ωi < ω < ωf , para a condição (4.2.15), de acordo com as Figs. 4.14 e 4.15.

No Capítulo 5, abordamos o caso de vetor de violação tipo-espaço, que foi dividido em duas situações:
para V ∥ B0 e V ⊥ B0. Para o caso de vetor quiral e campo magnético na mesma direção, os índices de
refração modificados nR e nL foram obtidos, estando associados aos modos RCP e LCP, respectivamente.
Examinamos suas propriedades para determinar como as zonas convencionais de propagação e absorção
são afetadas. As Figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 exibem o comportamento dispersivo desses índices, que
também são analisados nos gráficos das relações de dispersão (veja as Figs. 5.5, 5.6 e 5.7). O surgimento
de novas zonas de absorção ou propagação, bem como o aumento ou a redução do comprimento dessas
zonas, são os principais efeitos induzidos pelo vetor quiral. Em contraste com o caso de vetor de violação
tipo-tempo, este modelo de plasma não manifesta refração negativa. Investigamos também o regime
de baixa frequência, onde constatamos a possibilidade de propagação de hélicons RCP (Eq. (5.1.18a))
ou LCP (Eq. (5.1.18b)), outro efeito decorrente do vetor quiral. No entanto, apenas um deles pode se
propagar para cada escolha da magnitude do vetor quiral. Este é um ponto adicional de distinção em
comparação com o plasma frio com um fator quiral V0, onde ambos os hélicons RCP e LCP poderiam
se propagar simultaneamente. Neste cenário, analisamos a birrefringência através do PR para os índices
de refração nR e nL, sob duas condições para a magnitude do vetor quiral, |V| > ω2

p/ωc e |V| < ω2
p/ωc.

Os PRs correspondentes são mostrados nas Figs. 5.9 e 5.10, respectivamente, sendo o primeiro dotado
de reversão de sinal, comportamento que também se manifesta no caso de vetor de violação tipo-tempo,
onde o PR se reverte e tende a um valor assintótico, −V0/2 (Vide Fig. 4.10). No presente caso, um
comportamento análogo ocorre: o PR se reverte e tende ao valor assintótico −|V |/2. Portanto, vale
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a pena discutir a possibilidade de usar o PR para caracterizar plasmas quirais descritos efetivamente
pela eletrodinâmica de MCFJ. Nesse sentido, pode-se comparar o PR da Fig. 5.9 com o da Fig. 4.10
e notar uma similaridade substancial: ambos são dotados de reversão de sinal e valores assintóticos
negativos. A principal diferença entre eles ocorre próximo à origem, quando o primeiro PR tende a zero.
Quanto ao PR mostrado na Fig. 5.10, o comportamento é semelhante ao das Figs. 4.11 e 4.12 na faixa
0 < ω < ωc, mas diferente para ω > ωc, onde as últimas se tornam positivas devido à refração negativa,
enquanto o PR presente é negativo (veja a Fig. 5.10). Assim, reforçamos que o comportamento do PR
pode constituir uma rota para distinguir entre os plasmas frios MCFJ com fatores quirais escalares ou
vetoriais, isto é, plasmas frios com corrente magnética (CME) e AHE. Quanto às zonas de absorção,
o coeficiente de dicroísmo circular revela um comportamento análogo ao do plasma frio convencional
sob a condição (5.1.17). Além disso, o caso de propagação ao longo do campo magnético com vetor
quiral ortogonal a ele, os índices de refração foram obtidos e suas propriedades foram examinadas, para
os quais constatamos modos associados possuem componentes transversais e longitudinais misturadas,
com polarização elíptica no setor transversal. Assim, a birrefringência e o dicroísmo foram medidos em
termos de coeficientes de deslocamento de fase por unidade de comprimento.

Foi investigada também a propagação de ondas em plasma quiral não magnetizado, como realizado
no Capítulo 6. Neste caso, adotamos um plasma quiral regido pela eletrodinâmica de MCFJ dotada de
vetor de violação tipo-tempo, V µ = (V 0,0), obtendo quatro índices de refração modificados, nR,M e
nL,E , associados aos modos RCP e LCP, respectivamente. As propriedades desses índices foram ana-
lisadas e destacadas nas Secs. 6.1.1 - 6.1.4 e Figs. 6.1 - 6.8, onde observamos refração negativa. Tais
índices manifestam modificações significativas em relação aos de um plasma não magnetizado típico.
Por exemplo, o índice de refração nR, ilustrado na Fig. 6.1, possui um comportamento de refração ne-
gativa na faixa 0 < ω < ωp, ocorrendo uma propagação negativa livre na janela ωrad < ω < ωp. Esta
característica é diferente do que ocorre nos plasmas não magnetizados usuais, onde há absorção pura no
intervalo 0 < ω < ωp. Para regime de frequência muito baixa foi analisado na Sec. 6.1.5, onde hélicons
RCP e LCP foram obtidos, dados pelas Eqs. (6.1.12) e (6.1.13), respectivamente. No presente contexto,
tanto hélicons RCP quanto LCP podem se propagar simultaneamente, um ponto comum com o caso
magnetizado. Efeitos ópticos, incluindo PR e dicroísmo foram discutidos na Sec. 6.1.7 sob as condições
V 2
0 /4 < ω2

p e V 2
0 /4 > ω2

p . Constatamos que o fator quiral induz birrefringência (ausente em plasmas não
magnetizados usuais), desempenhando o papel óptico desempenhado pelo campo magnético em plasmas
frios. Esta birrefringência é expressa em termos do PR, através do qual destacamos uma reversão de sinal
na frequência de plasma ωp, conforme representado na Fig. 6.13. O PR também foi avaliado para os
índices de refração nL e nR, implicando em PR constante (6.1.15). O efeito de dicroísmo foi examinado
na Sec. 7.1.3, com o coeficiente δdLR, associado aos índices nL e nR, sendo nulo, o que é totalmente
compatível com o PR constante. Por sua vez, para os índices nE e nR, o coeficiente δdER é não nulo na
faixa 0 < ω < ωrad e nulo para ω > ωrad, sob a condição (6.1.8). Este comportamento é muito diferente
do caso magnetizado, onde ambos os coeficientes, δdLR e δdER, são não nulos para vários intervalos. Veja
a Subseção 4.3.2.

No Capítulo 7, examinamos a propagação de ondas eletromagnéticas em um plasma quiral tipo bi-
isotrópico frio e magnetizado. As relações constitutivas bi-isotrópicas permitiram derivar quatro índices
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de refração modificados fornecidos nas Eqs. (7.1.8) e (7.1.9), associados aos modos propagantes RCP
e LCP, respectivamente. O termo quiral promove modificações significativas na propagação eletromag-
nética no plasma. Por exemplo, na Sec. 7.1, o comportamento de refração negativa aparece na faixa
ωc < ω < ω− para o índice nR+ (veja a Fig. 7.1), com absorção ocorrendo para ωc < ω < ωR+ e
propagação livre (tipo metamaterial) na faixa ωR+ < ω < ω−. A existência de refração negativa em um
plasma quiral já foi investigada e representa uma característica típica de plasmas bi-isotrópicos [38, 39].
Além disso, no regime de baixa frequência, obtemos hélicons RCP propagantes modificados, exibindo
uma dependência linear no parâmetro quiral ξ̃c, como discutido na Subseção. 6.1.5. Neste contexto, in-
vestigamos birrefringência e dicroísmo, adotando os índices de refração nR+ , nL+ e nL− . Destacamos
que o PR δ++

LR , definido por Eq. (7.1.16) e ilustrado na Fig. 7.5, apresenta uma dupla reversão de sinal
nas frequências ω = ω′ e ω = ω′′, localizadas no intervalo 0 < ω < ωc. Para ω > ωc, o PR é ne-
gativo e decresce com a frequência, como mostrado na Fig. 7.6. Da mesma forma, a dupla reversão
também aparece no intervalo 0 < ω < ω+ para o PR δ−+

LR dado em (7.1.18), conforme exibido na Fig.
7.7. Embora plasmas frios não exibam uma dupla reversão de PR como essa, uma assinatura óptica não
comum, a dupla reversão de PR também foi encontrada em meios bi-isotrópicos com corrente de Hall
anômala [226]. Esta propriedade birrefringente peculiar pode representar um caminho para uma carac-
terização óptica dos plasmas quirais bi-isotrópicos em configurações experimentais realistas. Da mesma
forma, o fenômeno de dicroísmo foi avaliado através dos coeficientes δ++

dRL e δdLR−+, os quais são não
nulos apenas nos intervalos 0 < ω < ωR+ e ωc < ω < ωR−, conforme ilustrado na Fig. 7.8.

A fim de realizar restrições sobre a magnitude dos parâmetros quirais de CFJ, no Capítulo 8 tomamos
dados astrofísicos relacionados a propagação de sinais em um meio cósmico quiral, tratado como um
plasma interestelar (ISM) regido pela eletrodinâmica MCFJ. Investigamos os aspectos relacionados à
dispersão e medida de rotação, utilizando dados de cinco pulsares: B1919+21, B1944+17, B1929+10,
B2016+28 e B2020+28. Para tal meio, um tempo de atraso modificado (8.2.6) com uma contribuição
quiral à medida de dispersão, DMCFJ , foi obtido. Os parâmetros quiraisK0

AF e |KAF | (para configuração
paralela ao campo magnético) têm seu limite estabelecido de acordo com Eq. (8.2.16), enquanto |KAF |
(para configuração ortogonal ao campo magnético) é restringido por Eq. (8.2.19). Usando dados de
medida de dispersão (DM) dos pulsares selecionados, as magnitudes de K0

AF e |K∥
AF | foram restringidas

à ordem de 10−22 GeV, enquanto |K⊥
AF | ≲ 10−23 GeV. Além disso, utilizando a medida de rotação

(RM) (efeito Faraday) dos mesmos pulsares, estabelecemos K0
AF , |K∥

AF | ≲ 10−36 GeV (veja a Tabela
8.2). Constatamos que, embora as restrições sobre K0

AF (ou K0
AF ) e |KAF | (ou |K∥

AF |), usando dados
de DM, não sejam tão restritivas quanto aquelas da polarização do CMB [198, 220] e birrefringência
astrofísica [71], elas são mais restritivas do que os limites envolvendo ressonâncias de Schumann [195],
cavidades ressonantes [196] e dados de vento solar [197]. Destacamos que os dados de RM forneceram
limites mais rigorosos em comparação aos dados de DM, melhorados as restrições em 14 ordens de
magnitude (veja a Tabela. 8.2). Na Tabela 8.3 comparamos nossas restrições a partir de dados de DM
e RM com os cenários mencionados acima, na qual observamos que estas melhoram em 12 ordens de
magnitude os limites decorrentes da investigação do vento solar, o mais restritivo além da polarização
do CBM e da birrefringência astrofísica, representando restrições competitivas. Consideramos também a
hipótese de um plasma interestelar do tipo bi-isotrópico, adotando um modelo regido pela eletrodinâmica
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de Maxwell dotada das relações constitutivas (7.1.1). Neste contexto, a partir do atraso temporal (8.5.2),
uma contribuição quiral para a medida de dispersão, DMchiral, foi obtida e limitada de acordo com (8.5.7).
Uma medida de rotação quiral, RMchiral, foi obtida a partir da rotação de Faraday (8.5.5), e limitada em
(8.5.8). Assim, usando dados de DM, a magnitude de ξ̃ foi restrita à ordem entre 10−16 – 10−18, conforme
apresentado na quarta coluna da Tabela 8.1. Por fim, utilizando informações de RM, o fator quiral foi
limitado como ξ̃ ≲ 10−22 – 10−21 (veja a última coluna na Tabela 8.1). Tomando dados de DM e RM
de FRBs extragaláticas e empregando correções cosmológicas, os parâmetros de CFJ foram restritos a
magnitude na ordem de 10−25 GeV a 10−43 GeV, respectivamente. Neste contexto, portanto, os dados
de RM de FRBs conduziram à uma melhoria de 7 ordens de grandeza em relação aos resultados obtidos
com RM de pulsares. Tais resultados estão apresentados na Tabela 8.10.

Foram investigadas as influências do fator quiral tipo-tempo de CFJ sobre os modos de propagação
de plasmas frios girantes, como realizado no Capítulo 9. Tomando resultados estabelecidos na literatura
de plasmas em rotação (Refs. [156,258]), derivamos os índices de refração modificados pelo fator quiral
V0, associados à modos de propagação RCP e LCP. Tais índices também envolvem a frequência angular
de rotação Ω do meio, como mostrados nas Eqs. (9.2.15) e (9.2.16), o que permite comparar os efeitos
da rotação mecânica do plasma como os aqueles ocasionados pelo fator quiral. Para analisar isso, consi-
deramos o coeficiente RP, no qual observamos que, separadamente, a rotação e o termo quiral ocasionam
inversão de RP em frequências distintas, o que pode ser visto na Fig. 9.1. No entanto, quando conside-
rados simultaneamente, a inversão de RP ocorre apenas em um frequência específica, assinala como ω′

na Fig. 9.2. Os casos em que Ω > 0 e Ω < 0 foram analisados, ambos apresentando frequências de
ressonâncias em ω = Ω e ω = ωc +Ω, como pode ser visto nas Refs. 9.3 e 9.4.

No Capítulo 10, abordamos o mecanismo de oscilação fóton–áxion em plasmas quirais regidos pode
eletrodinâmica de MCFJ. Após apresentar o formalismo padrão de mistura e evidenciar o papel da fre-
quência de plasma na restauração da coerência da conversão, constatamos que os termos de CFJ associa-
dos à condutividade Hall anômala e à corrente magnética quiral conduzem a probabilidades de conversão
distintas, dependentes para os estados polarização circular dos fótons. Neste cenário, o setor tipo-espaço
favorece a conversão entre áxions e fótons RCP, enquanto o setor tipo-tempo privilegia os fótons LCP,
como ilustramos nas Figs. 10.3 e 10.4. No vácuo, as condições de ressonância induzidas pelos parâme-
tros de CFJ são incompatíveis com áxions da QCD quando se consideram os limites experimentais mais
restritivos, kAF 10−45 GeV, restringindo esse mecanismo a ALPs ultraleves, com massas da ordem de
ma ≲ 10−16 eV. Em plasmas quirais, por outro lado, a massa ressonante permanece predominantemente
determinada pela frequência de plasma, podendo alcançar a faixa sub-eV. Esses resultados indicam que a
seleção de uma polarização circular específica constitui uma possível assinatura da conversão áxion–fóton
em meios quirais, abrindo perspectivas para aplicações em plasmas astrofísicos e em sistemas materiais.

O estudo desenvolvido nesta tese nos permitiu reavaliar algumas propriedades relacionadas à propa-
gação de ondas eletromagnéticas em plasmas frios, considerando a influência de parâmetros e correntes
quirais anômalas. Os resultados presentes neste trabalho podem ser ainda estendidos para a teoria ciné-
tica de plasmas quirais, onde a velocidade térmica das partículas são levadas em consideração, fato que
enriquece ainda mais o tratamento de propagação de ondas em plasmas.

No âmbito da matéria condensada, o estudo dos modos de excitação de fônons em sistemas quirais
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Figura 11.1: Plots dos ramos polaritônicos ω± para os casos: (a) Eq. (11.0.1) e (b) Eq. (11.0.2), em função
de k. As linhas pretas sólidas representam a relação de dispersão usual, enquanto as linhas vermelhas
sólidas representam o caso quiral. A curva tracejada vermelha representa a parte imaginária de ω−,
associada à uma zona de não propagação e/ou instabilidade. Aqui escolhemos ωT = ωp = 1 rad/s e
K0
AF = 1.8ωp.

é também um tópico de interesse. Os fônons-polaritons são excitações coletivas que emergem através
do acoplamento entre ondas eletromagnéticas e modos ópticos de vibração da rede em cristais. Nesses
materiais, os chamados fônons ópticos são associados aos deslocamentos relativos entre íons de cargas
opostas, que produzem uma polarização elétrica de caráter oscilante capaz de interagir diretamente com
o campo eletromagnético. Para frequências próximas às frequências características de vibração dos fô-
nons, o campo eletromagnético e a vibração da rede se acoplam e passam a ser tratados como excitações
dependentes, dando origem a novos modos normais de propagação denominados fônons-polaritons. A re-
lação de dispersão correspondente apresenta dois ramos, geralmente designados como ramo polaritônico
inferior e superior, separados por uma região de frequências na qual a propagação é proibida, delimitada
pelas frequências ωT e ωL, como ilustrado pelas curvas pretas na Fig. 11.1a. Em tais sistemas, a corrente
magnética quiral J = K0

AFB modifica as relações de dispersão associadas aos modos polaritônicos, que
passam a ser escritos como

ω2
± =

(
c2k2 + ω2

T + ω2
p +K0

AFk
)

2
± 1

2

√(
c2k2 + ω2

T + ω2
p +K0

AFk
)2 − 4 (c2k2 +K0

AFk)ω
2
T , (11.0.1)

ω2
± =

(
c2k2 + ω2

T + ω2
p −K0

AFk
)

2
± 1

2

√(
c2k2 + ω2

T + ω2
p −K0

AFk
)2 − 4 (c2k2 −K0

AFk)ω
2
T . (11.0.2)

Tais relações podem ser visualizadas nas Figs. 11.1a e 11.1b, onde são representadas pelas curvas ver-
melhas. Na Fig. 11.1b, as linhas tracejadas vermelhas representam a parte imaginária da frequência,
onde percebe-se que a presença do fator quiral K0

AF possibilita o surgimento de instabilidade no ramo
inferior, com Im[ω−] > 0. Além disso, percebe-se também que o fator quiral conduz à possibilidade de
propagação em uma pequena região dentro do intervalo ωT < ω < ωL, onde usualmente não ocorre pro-
pagação dos modos. Estes são alguns dos resultados que irão compor trabalhos futuros fundamentados
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nos resultados desta tese.
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APÊNDICE A
OSICLAÇÕES DE DENSIDADE LONGITUDINAIS (LINEARIZAÇÃO

DO TERMO DE PRESSÃO)

A descrição para as oscilações de densidade é realizada através das seguintes equações: Temos as
equações:

∂n

∂t
+∇ · (nu) = 0, (A.0.1)

∂u

∂t
+ u · ∇u =

q

m
E− 1

mn
∇P, (A.0.2)

Para o último termo em Eq. (A.0.2), podemos escrever

1

n
∇P =

1

n

∑
i

(∂iP )êi, (A.0.3)

onde êi é o vetor unitário. Então

1

n
∇P =

1

n

∑
i

(
∂P

∂n

)
(∂in)êi, (A.0.4)

1

n
∇P =

1

n

∂P

∂n

∑
i

(∂in)êi, (A.0.5)

1

n
∇P =

1

n

∂P

∂n
(∇n). (A.0.6)

Agora podemos considerar pequenas perturbações (linearização), com n = n0 + n1 o que resulta em

1

n
∇P = n−1

0

(
1 +

n1

n0

)−1(
∂P

∂n

)
(∇n0︸︷︷︸

=0

+∇n1), (A.0.7)

1

n
∇P =

1

n0

(
∂P

∂n

)(
1− n1

n0

)
(∇n1), (A.0.8)

1

n
∇P =

1

n0

(
∂P

∂n

)∇n1 −
n1

n0

∇n1︸ ︷︷ ︸
≈0

 , (A.0.9)

1

n
∇P =

1

n0

(
∂P

∂n

)
∇n1. (A.0.10)
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Agora também consideraremos uma pequena perturbação na quantidade
(
∂P
∂n

)
em relação à sua configu-

ração de equilíbrio, (
∂P

∂n

)
!
=

(
∂P

∂n

)
0

+

(
∂P

∂n

)
1

, (A.0.11)

então Eq. (A.0.11) se simplifica como

1

n
∇P =

1

n0

(∂P∂n
)

0

∇n1 +

(
∂P

∂n

)
1

∇n1︸ ︷︷ ︸
≈0

 , (A.0.12)

1

n
∇P =

1

n0

(
∂P

∂n

)
0

∇n1. (A.0.13)
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TRANSFORMAÇÕES DISCRETAS

B.1 Comportamento de algumas grandezas sob operação de pari-
dade

A operação de paridade consiste na transformação r → −r:

E
P→ −E, A0

P→ +A0, (B.1.1)

B
P→ +B, A

P→ −A, (B.1.2)

Aµ
P→ Aµ, Jµ

P→ Jµ, ∂µ
P→ ∂µ, (B.1.3)

Campo elétrico sob paridade:

E =
1

4πε0

q (r− r′)

|r− r′|3
; (B.1.4)

E
P→ E′ =

1

4πε0

q (−r+ r′)

|r− r′|3
, (B.1.5)

E
P→ −E; (B.1.6)

Densidade de corrente sob paridade:

J =nev; (B.1.7)

J
P→ J′= −nev, (B.1.8)

J
P→ −J. (B.1.9)

Além disso, para a densidade de carga:

ρ = ε0∇ · E;

ρ
P→ ρ′ = ε0 (−∇) · (−E) , (B.1.10)

ρ
P→ ρ. (B.1.11)
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Com os dois resultados acima, podemos escrever para a 4-corrente, adotando:

Jµ = (J0, Ji) , J0 = ρ, Ji = (J)i . (B.1.12)

Assim, obtemos:

Jµ
P→ J ′

µ = (J0,−Ji) =
(
J0, J

i
)
, (B.1.13)

Jµ
P→ Jµ (B.1.14)

Potencial A0 sob paridade (quantidade escalar):

A0
P→ A0. (B.1.15)

Potencial vetor A:

A =

�
Ω

J (r′, t)

|r− r′|
d3r′; (B.1.16)

A
P→ A′ = −

�
Ω

J (r′, t)

|r− r′|
d3r′, (B.1.17)

A
P→ −A. (B.1.18)

Com os resultados para A0 e A, podemos escrever para o 4-potencial:

Aµ = (A0, Ai) ; (B.1.19)

Aµ
P→ A′

µ = (A0,−Ai) =
(
A0, A

i
)
, (B.1.20)

Aµ
P→ Aµ. (B.1.21)

Campo magnético sob paridade:

B = ∇×A; (B.1.22)

B
P→ B′ = (−∇)× (−A) , (B.1.23)

B
P→ B (B.1.24)

Nesta seção usamos o fato das derivadas espacias dependerem apenas da posição, o que permite
escrever

∂i =
∂

∂xi
, (B.1.25)

∂i
P→ ∂′i = − ∂

∂xi
= −∂i, (B.1.26)

∂i
P→ ∂i. (B.1.27)
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Como a derivada temporal não sofre ação da paridade, escrevemos:

∂µ = (∂0, ∂i) (B.1.28)

∂µ
P→ ∂µ. (B.1.29)

B.2 Comportamento de algumas grandezas sob reversão temporal

E
T→ E, A0

T→ A0, (B.2.1)

B
T→ −B A

T→ −A, (B.2.2)

Aµ
T→ Aµ, Jµ

T→ Jµ, (B.2.3)

Para demonstrar esses resultados, consideramos, algumas grandezas clássicas, como velocidade (v)
e momento linear (p), que são ímpares sob a inversão temporal:

v
T

→ − v, p
T→ −p. (B.2.4)

Por outro lado, a força (F) e a aceleção (a) são pares:

F
T→ F, a

T→ a. (B.2.5)

Deste modo, a segunda lei de Newton F = dp/dt é invariante sob inversão temporal. Escrevendo a força
de Lorentz,

F =q (E+ v ×B) , (B.2.6)

podemos então perceber, considerando as equações anteriores, como o campo elétrico e campo magné-
tico se transformam:

E
T→ E, B

T→ −B. (B.2.7)

Como a velocidade é ímpar sob inversão temporal, a densidade de corrente também será:

J
T→ −J. (B.2.8)

Como a densidade de carga ρ, a componente (0) da 4-corrente, é par sob tal transformação, podemos
escrever:

Jµ
T→ J ′

µ = (J0,−Ji) =
(
J0, J

i
)
, (B.2.9)

Jµ
T→ Jµ. (B.2.10)

191



APÊNDICE B. TRANSFORMAÇÕES DISCRETAS

Comoo potencial vetor é determinado pela corrente J, também será revertido:

A
T→ −A. (B.2.11)

O potencial escalar A0 depende da densidade de carga ρ, sendo também par sob inversão temporal:

A0
T→ −A0.

Esses resultados nos permite escrever a transformação para o 4-potencial:

Aµ
T→ Aµ. (B.2.12)

B.3 Comportamento de algumas grandezas sob conjugação de carga

E
C→ −E, A0

C→ −A0, (B.3.1)

B
C→ −B A

C→ −A, (B.3.2)

Aµ
C→ −Aµ, Jµ

C→ − Jµ, (B.3.3)

Os resultados acima são obtidos facilmente, uma vez que a transformação q → −q garante que a
densidade de carga (ρ) e a densidade de corrente (J) sejam ímpares sob conjugação de carga. O
campo elétrico e o potencial escalar A0 dependem da carga e da densidade de carga, respectivamente.
Portando são também ímpares:

E
C→ −E, A0

C→ −A0. (B.3.4)

O potencial vetor A depende da densidade de corrente, sendo também ímpar sob conjugação de carga.
Consequentemente, o campo magnético B também será:

A
C→ −A, B

C→ −B. (B.3.5)

Com os resultados acima, a 4-corrente também será ímpar sob tal transformação:

Jµ
C→ −Jµ. (B.3.6)
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Vamos obter a equação de movimento a partir da Lagrangiana

L = −1

4
F µνFµν −

1

4
gaγγa (x)FµνF̃

µν − AµJ
µ +

1

2
(∂µa) (∂µa)−

1

2
m2a2 (x) (C.0.1)

A equação de movimento é obtida através da equação de Euler-Lagrange,

∂ρ
∂L

∂ (∂ρAα)
=

∂L
∂Aα

. (C.0.2)

Facilmente obtemos
∂L
∂Aα

= −Jα. (C.0.3)

O lado esquerdo da Eq. (C.0.2) pode ser calculada separadamente para os termos de Maxwell, L0 =

−1
4
F µνFµν , e de interação Lint = −1

4
gaγγa (x)FµνF̃

µν :

∂ρ
∂L

∂ (∂ρAα)
= ∂ρ

∂L0

∂ (∂ρAα)
+ ∂ρ

∂Lint
∂ (∂ρAα)

. (C.0.4)

Teremos:

∂L0

∂ (∂ρAα)
= −1

4

∂ (FµνF
µν)

∂ (∂ρAα)
, (C.0.5)

∂L0

∂ (∂ρAα)
= −1

4

(
Fµν

∂F µν

∂ (∂ρAα)
+ F µν ∂Fµν

∂ (∂ρAα)

)
, (C.0.6)

∂L0

∂ (∂ρAα)
= −1

4

(
2Fµν

∂F µν

∂ (∂ρAα)

)
= −1

2
Fµν

∂F µν

∂ (∂ρAα)
, (C.0.7)

∂L0

∂ (∂ρAα)
= −1

2
Fµν (η

µρηνα − ηµαηνρ) , (C.0.8)

∂L0

∂ (∂ρAα)
= −1

2
(F ρα − Fαρ) = −1

2
(2F ρα) , (C.0.9)

∂L0

∂ (∂ρAα)
= −F ρα. (C.0.10)
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Para o termo de interação, temos

∂Lint
∂ (∂ρAα)

= −1

4
gaγγa

∂
(
FµνF̃

µν
)

∂ (∂ρAα)
, (C.0.11)

∂Lint
∂ (∂ρAα)

= −1

4
gaγγa

(
Fµν

∂F̃ µν

∂ (∂ρAα)
+ F̃ µν ∂Fµν

∂ (∂ρAα)

)
, (C.0.12)

∂Lint
∂ (∂ρAα)

= −1

4
gaγγa

(
2Fµν

∂F̃ µν

∂ (∂ρAα)

)
, (C.0.13)

∂Lint
∂ (∂ρAα)

= −1

2
gaγγa

(
1

2
εµνλη

)
Fµν

(
δλρδηα − δλαδηρ

)
, (C.0.14)

∂Lint
∂ (∂ρAα)

= −1

2
gaγγa

(
1

2
εραµνFµν −

1

2
εαρµνFµν

)
, (C.0.15)

∂Lint
∂ (∂ρAα)

= −1

2
gaγγa

(
F̃ ρα − F̃αρ

)
= −1

2
gaγγa

(
2F̃ ρα

)
, (C.0.16)

∂Lint
∂ (∂ρAα)

= −gaγγaF̃ ρα. (C.0.17)

Com isso, a Eq. (C.0.4) torna-se

∂ρ
∂L

∂ (∂ρAα)
= −∂ρF ρα − gaγγ∂ρ

(
aF̃ ρα

)
, (C.0.18)

que juntamente com ∂L/∂Aα = −Jα, fornece a seguinte equação de movimento

∂ρF
ρα + gaγγ∂ρ

(
aF̃ ρα

)
= Jα. (C.0.19)

Podemos também escrever a equação acima na forma

∂ρF
ρα + gaγγ (∂ρa) F̃

ρα = Jα, (C.0.20)

uma vez que ∂ρF̃ ρα = 0, sendo este um termo que reproduz a identidade de Bianchi. A lei de Gauss
modificada é obtida tomando a componente α = 0 na Eq. (C.0.20):

∂ρF
ρ0 + gaγγ (∂ρa) F̃

ρ0 = J0, (C.0.21)

∂iF
i0 + gaγγ (∂ia) F̃

i0 = J0, (C.0.22)

∂iE
i + gaγγ (∂ia)B

i = ρ (C.0.23)

que resulta
∇ · E = ρ− gaγγB · ∇a, (C.0.24)
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onde usamos o as relações F i0 = Ei e F̃ i0 = Bi. Por sua vez, a lei de Ampère é obtida tomando α = i

na Eq. (C.0.20):

∂ρF
ρι + gaγγ (∂ρa) F̃

ρi = J i, (C.0.25)

∂0F
0i + ∂jF

ji + gaγγ (∂0a) F̃
0i + gaγγ (∂ja) F̃

ji = J i, (C.0.26)

−∂0F 0i − ∂jF
ij − gaγγ (∂0a) F̃

i0 − gaγγ (∂ja) F̃
ij = J i, (C.0.27)

−∂0Ei + ϵijl∂jB
l − gaγγ (∂0a)B

i + gaγγϵijl (∂ja)E
l = J i, (C.0.28)

F̃ ij = −ϵijlEl e F ij = −ϵijlBl. Assim, resultamos Temos portanto um conjunto de equações de
Maxwell modificadas:

∇ · E = ρ− gaγγB · ∇a, (C.0.29)

∇×B− ∂tE = J+ gaγγ (∂ta)B+ gaγγ∇a× E, (C.0.30)

∇× E+ ∂tB = 0, (C.0.31)

∇ ·B = 0. (C.0.32)

Podemos derivar também uma equação dixâmica para o campo escalar:

L =
1

2
(∂µa) (∂µa)−

1

4
gaγγa (x)FµνF̃

µν − m2
aa

2

2
, (C.0.33)

∂ρ
∂L

∂ (∂ρa)
=
∂L
∂a

.

Teremos

∂L
∂a

= −1

4
gaγγFµνF̃

µν −m2
aa; (C.0.34)

∂ρ
∂L

∂ (∂ρa)
=

1

2
∂ρ

[
(∂µa)

∂ (∂µa)

∂ (∂ρa)
+ (∂µa)

∂ (∂µa)

∂ (∂ρa)

]
, (C.0.35)

∂ρ
∂L

∂ (∂ρa)
=

1

2
∂ρ [(∂µa) η

µρ + (∂µa) δµρ]

∂ρ
∂L

∂ (∂ρa)
= ∂ρ∂

ρa. (C.0.36)

Assim, temos a equação de de movimento para o campo escalar:

∂ρ∂
ρam2

aa = −1

4
gaγγFµνF̃

µν , (C.0.37)

ou também (
□+m2

a

)
a = gaγγ (E ·B) . (C.0.38)
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EQUAÇÃO DE MOVIMENTO MCFJ

D.1 Forma indicial

Partiremos da equação de Euler-Lagrange:

∂L
∂Aλ

− ∂σ
∂L

∂ (∂σAλ)
= 0. (D.1.1)

Reescrevendo a Lagrangiana (3.6.1) com termo de fonte,

L = −1

4
FµνF

µν − 1

4
ϵµναβ (KAF )

µAνFαβ − JαA
α, (D.1.2)

calculamos o primeiro termo da equação acima:

∂L
∂Aλ

=
∂ (−JαAα)

∂Aλ
− 1

4
ϵµναβ

∂
(
(KAF )

µAνFαβ
)

∂Aλ
, (D.1.3)

∂L
∂Aλ

= −Jαgαλ −
1

4
ϵµναβ (KAF )

µ Fαβgνλ, (D.1.4)

∂L
∂Aλ

= −Jλ + 1

4
ϵλµαβ (KAF )

µ Fαβ. (D.1.5)

O segundo termo de (3.8.1) será:

∂L
∂ (∂σAλ)

= −1

4

∂
(
FαβF

αβ
)

∂ (∂σAλ)
− 1

4
ϵµναβ (KAF )

µAν
∂
(
Fαβ

)
∂ (∂σAλ)

, (D.1.6)

onde as derivadas fornecem

∂
(
FαβF

αβ
)

∂ (∂σAλ)
= 2

∂(Fαβ)

∂ (∂σAλ)
Fαβ = 2

(
δσαδ

λ
β − δσβδ

λ
α

)
Fαβ = 2

(
F σλ − F λσ

)
= 4F σλ, (D.1.7)

∂
(
Fαβ

)
∂ (∂σAλ)

=
∂(∂αAβ − ∂βAα)

∂ (∂σAλ)
=
(
gασgβλ − gβσgαλ

)
. (D.1.8)

196
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Com isso, temos

∂L
∂ (∂σAλ)

= −F σλ − 1

4
ϵµναβ (KAF )

µAν
(
gασgβλ − gβσgαλ

)
, (D.1.9)

∂L
∂ (∂σAλ)

= −F σλ − 1

4
ϵµναβ (KAF )

µAνgασgβλ +
1

4
ϵµναβ (KAF )

µAνgβσgαλ, (D.1.10)

∂L
∂ (∂σAλ)

= −F σλ − 1

4
ϵ σλ
µν (KAF )

µAν +
1

4
ϵ λσ
µν (KAF )

µAν , (D.1.11)

∂L
∂ (∂σAλ)

= −F σλ − 1

2
ϵ σλ
µν (KAF )

µAν . (D.1.12)

Substituindo (D.1.5) e (D.1.12) na Lagrangiana, teremos

−Jλ + 1

4
ϵλµαβ (KAF )

µ Fαβ + ∂σF
σλ +

1

2
ϵ σλ
µν (KAF )

µ ∂σA
ν = 0, (D.1.13)

−Jλ + 1

4
ϵλµαβ (KAF )

µ Fαβ + ∂σF
σλ +

1

2
ϵ λ
µνσ (KAF )

µ ∂σAν = 0, (D.1.14)

∂σF
σ
λ +

1

4
ϵλµαβ (KAF )

µ Fαβ︸ ︷︷ ︸
1
2
ϵλµαβ(KAF )µ∂αAβ

+
1

2
ϵµνσλ (KAF )

µ ∂σAν = Jλ, (D.1.15)

∂σF
σ
λ +

1

2
ϵλµαβ (KAF )

µ ∂αAβ +
1

2
ϵλµσν (KAF )

µ ∂σAν = Jλ, (D.1.16)

que resulta na equação de movimento

∂σF
σ
λ + ϵλµαβ (KAF )

µ ∂αAβ = Jλ. (D.1.17)

D.2 Forma vetorial das equações de movimento

A equação de movimento, abaixo reescrita,

∂σF
σλ +

1

2
ϵλµαβ (KAF )µ Fαβ = Jλ,

fornece explicitamente a lei de Gauss quando tomamos λ = 0:

∂iF
i0 +

1

2
ϵ0ijk (KAF )i Fjk = J0 → ∂iF

i0 − 1

2
ϵijk (KAF )i Fjk = J0,

∂iE
i − 1

2
ϵijk (KAF )i ϵjkmBm = J0 → ∂iE

i − 1

2
ϵjkiϵjkm (KAF )i (KAF )m = J0,

∂iE
i − 1

2
2δmi (KAF )iBm = J0 → ∂iE

i − (KAF )mBm = J0,

que na forma vetorial é

∂iE
i −KAF ·B = ρ ou ∇ · E−KAF ·B = ρ, (D.2.1)
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onde ρ é densidade de carga. A lei de Ampère é obtida fazendo λ = i na Eq. (D.2):

∂σF
σi +

1

2
ϵiµαβ (KAF )µ Fαβ = J i (D.2.2)

∂0F
0i + ∂jF

ji +
1

2
ϵi0lm (KAF )0 Flm +

1

2
ϵik0m (KAF )k F0m +

1

2
ϵikm0 (KAF )k Fm0 = J i (D.2.3)

∂0F
0i + ∂jF

ji +
1

2
ϵi0lm (KAF )0 Flm +

1

2
2ϵik0m (KAF )k F0m = J i, (D.2.4)

−∂tEi + ϵjik∂jBk −
1

2
ϵilm (KAF )0 ϵlmpBp + ϵikm (KAF )k E

m = J i, (D.2.5)

onde usamos ϵ0ilm = ϵilm, que permite passar do símbolo de Levi-Civita 4-dimensional para o 3-
dimensional. Assim,

−∂tEi − ϵijk∂jBk +
1

2
ϵilmϵlmp (KAF )0Bp + ϵikm (KAF )k E

m = J i, (D.2.6)

−∂tEi − ϵijk∂jBk +
1

2
2δip (KAF )0Bp − ϵikm (KAF )

k Em = J i, (D.2.7)

−∂tEi − ϵijk∂jBk + (KAF )0Bi + ϵikm (KAF )
k Em = J i, (D.2.8)

−∂tEi + ϵijk∂jB
k − (KAF )0B

i + (KAF × E)i = J i, (D.2.9)

obtemos, usando a densidade de corrente j ,

−∂tEi + (∇×B)i − (KAF )0B
i + (KAF × E)i = J i, (D.2.10)

−∂tE+∇×B− (KAF )0B+KAF × E = j. (D.2.11)
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MATRIZ DE DISPERSÃO MCFJ

E.1 Determinante da matriz de dispersão de Carroll-Field-Jackiw

Trabalhando no espaço de Fourier, consideramos que o campo Aβ tenha a seguinte dependência:

Aβ = Ãβ exp(−ip · x) → Aβ = Ãβe−(ip0t−p·x), (E.1.1)

valendo também a correspondência:
∂µ → −ipµ, (E.1.2)

∂µ∂
µ → −ipµ (−ipµ) = −pµpµ = −p2. (E.1.3)

Assim, o operador Mλβ pode ser escrito como

Mλβ(p) = −p2gλβ − iϵλβµα (KAF )
µ pα, (E.1.4)

que admite uma forma de matriz 4× 4, mostrada no final deste Apêndice. O determinante desta matriz,
dado a seguir,

detM = p4[−p4 + (KAF)
2p20 − 2 (KAF )0 p0 ((KAF) · p) + (KAF )

2
0 p

2

+2 (KAF )1 p3 (KAF )3 p1 + 2 (KAF )2 p3 (KAF )3 p2 + 2 (KAF )1 p1 (KAF )2 p2

− (KAF )
2
3 p

2
1 − (KAF )

2
2 p

2
3 − (KAF )

2
2 p

2
1 − (KAF )

2
3 p

2
2 − (KAF )

2
1 p

2
2 − (KAF )

2
1 p

2
3], (E.1.5)

pode ser simplificado, após algumas manipulações algébricas, recaindo em

detM = p4[−p4 − p2K2
AF + (KAF · p)2]. (E.1.6)

A relação de dispersão é obtida pela condição detM = 0, o que nos leva a duas relações:

p4 + p2K2
AF − (KAF · p)2 = 0, , (E.1.7)

onde adotamos

K2
AF =

(
(KAF )

2
0 −K2

AF

)
, p2 =

(
p20 − p2

)
e KAF · p = (KAF )0 p0 − (KAF · p) , (E.1.8)
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e descartamos p4 = 0, que corresponde a modos de propagação não físicos. Esta é relação de dispersão
para a eletrodinâmica de MCFJ, que será estudada em maiores detalhes a fim de descrever a propagação
de sinais eletromagnéticos nesta teoria. Como a matriz é muito extensa, foi necessário colocá-la aqui
separadamente, na página seguinte.

M
=

       
−
p2

−
i(
K
A
F
) 2
p 3

+
i(
K
A
F
) 3
p 2

i(
K
A
F
) 1
p 3

−
i(
K
A
F
) 3
p 1

−
i(
K
A
F
) 1
p 2

+
i(
K
A
F
) 2
p 1

i(
K
A
F
) 2
p 3

−
i(
K
A
F
) 3
p 2

p2
i(
K
A
F
) 0
p 3

−
i(
K
A
F
) 3
p 0

−
i(
K
A
F
) 0
p 2

+
i(
K
A
F
) 2
p 0

−
i(
K
A
F
) 1
p 3

+
i(
K
A
F
) 3
p 1

−
i(
K
A
F
) 0
p 3

+
i(
K
A
F
) 3
p 0

p2
i(
K
A
F
) 0
p 1

−
i(
K
A
F
) 1
p 0

i(
K
A
F
) 1
p 2

−
i(
K
A
F
) 2
p 1

i(
K
A
F
) 0
p 2

−
i(
K
A
F
) 2
p 0

−
i(
K
A
F
) 0
p 1

+
i(
K
A
F
) 1
p 0

p2

       

(E.1.9)
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APÊNDICE F
ELETRODINÂMICA EM MEIOS CONTÍNUOS

A eletrodinâmica de Maxwell em meios contínuos é representada pela seguinte Lagrangiana:

L = −1

4
GµνFµν − AµJ

µ, (F.0.1)

onde Gµν é o chamado field-strength em meios materiais, definido por

Gµν =
1

2
χµναβFαβ, (F.0.2)

onde χµναβ é chamado de tensor constitutivo, por definir a estrutura das relações constitutivas do meio.
O tensor constitutivo parametriza a resposta do meio quando submetido a campos eletromagnéticos. Tal
tensor satisfaz as seguintes propriedades de simetria:

χµναβ = −χνµαβ, χµναβ = −χµνβα, χµναβ = χαβµν . (F.0.3)

As equações de movimento, podem ser obtidas através da equação e Euler-Lagrange, que fornecem

∂Gµν = Jµ. (F.0.4)

A equação acima gera as leis de Ampére e Gauss. As demais equações são obtidas através da identidade
de Bianchi:

∂µ
(
ϵµναβFαβ

)
= 0. (F.0.5)

Com isso, é possível escrever as equações de movimento na forma vetorial:

∇ ·D = ρ (F.0.6)

∇×H− ∂D

∂t
= J, (F.0.7)

∇ ·B = 0, (F.0.8)

∇× E+
∂B

∂t
= 0, (F.0.9)

onde valem D = ε̃E e B = µH, as relações constitutivas para o deslocamento elétrico e campo magné-
tico, respectivamente.
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EQUAÇÃO DE ONDA EM MEIOS MATERIAIS NA ELETRODINÃMICA

DE MCFJ

As equações de MCFJ num meio contínuo saõ:

∇ ·D (r, t) = J0 −KAF ·B (r, t) , (G.0.1)

∇×H (r, t)− ∂D (r, t)

∂t
= J+ (KAF )0B (r, t) + b× E (r, t) , (G.0.2)

∇ ·B (r, t) = 0, (G.0.3)

∇× E (r, t) +
∂B (r, t)

∂t
= 0. (G.0.4)

Associamos uma dependência do tipo Fourier para os campos E (r, t), D (r, t), B (r, t), H (r, t) e
corrente J (r, t),

E (r, t) = Ẽei(k·r−ωt), B (r, t) = B̃ei(k·r−ωt). (G.0.5)

D (r, t) = D̃ei(k·r−ωt), H (r, t) = H̃ei(k·r−ωt); (G.0.6)

J (r, t) = J̃ei(k·r−ωt), (G.0.7)

de modo que podemos escrever as equações de movimento no espaço de Fourier:

ik · D̃ (r, t) = J0 − KAF · B̃ (r, t) , (G.0.8)

ik× H̃ (r, t) + iωD̃ (r, t) = J̃+ (KAF )0 B̃ (r, t) +KAF × Ẽ (r, t) , (G.0.9)

k · B̃ (r, t) = 0, (G.0.10)

k× Ẽ (r, t)− ωB̃ (r, t) = 0. (G.0.11)

Assim, as Eqs. (G.0.2) e (G.0.4) tornam-se

ik× H̃ (r, t) + iωε̃ (ω) Ẽ = J̃+ (KAF )0 B̃ (r, t) +KAF × Ẽ, (G.0.12)

k× Ẽ− ωµ̃ (ω) H̃ = 0. (G.0.13)

Tomando o produto vetorial de k com a Eq. (G.0.13),

k× k× Ẽ = ωµ̃ (ω)k× H̃, (G.0.14)
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e substituindo-a em (G.0.12) considerando (G.0.11), obtemos:

1

ωµ̃ (ω)
k× k× Ẽ+ ωε̃ (ω) Ẽ = −iJ̃− i (KAF )0

ω
k× Ẽ− iKAF × Ẽ, (G.0.15)

ou também na forma indicial,

ki
(
kjẼj

)
− k2Ẽi + ω2µ̃ (ω) ε̃ij (ω) Ẽ

j = −iωµ̃ (ω) J̃ i − i (KAF )0 µ̃ (ω) ϵimnk
mẼn

−iωµ̃ (ω) ϵimn (KAF )
m Ẽn, (G.0.16)

onde utilizamos as relações constitutivas D̃ = ε̃ (ω) Ẽ e B̃ = µ̃ (ω) H̃. Fazendo µ̃ = µ0, J̃ = 0, podemos
escrever

ki
(
kjEj

)
− k2Ei = −ω2µ0ε̄ij (ω)E

j, (G.0.17)

onde definimos o tendor de permissividade,

ε̄ij(ω) = εij(ω) + i
k0AF
ω2

ϵikjk
k + iϵikj

kkAF
ω
. (G.0.18)

203



APÊNDICE H
AUTOVALORES E AUTOVETORES DA MATRIZ DE MISTURA

ÁXION-FÓTON

Determinando os autovalores:

det

[
ω − λ −i1

2
gαγB0

i1
2
gaγB0 ω − m2

a

2ω
− λ

]
= (ω − λ)

(
ω − m2

a

2ω
− λ

)
−
(
−i1

2
gαγB0

)(
i
1

2
gaγB0

)
, (H.0.1)

= (ω − λ)

(
ω − m2

a

2ω
− λ

)
− 1

4
(gαγB0)

2 , (H.0.2)

= ω

(
ω − m2

a

2ω

)
− ωλ− λ

(
ω − m2

a

2ω

)
+ λ2 − 1

4
(gαγB0)

2 , (H.0.3)

= ω2 − m2
a

2
− λ

(
2ω − m2

a

2ω

)
+ λ2 − 1

4
(gαγB0)

2 , (H.0.4)

= λ2 − λ

(
2ω − m2

a

2ω

)
+

(
ω2 − m2

a

2

)
− 1

4
(gαγB0)

2 . (H.0.5)

Igualando o determinando a zero e resolvendo a equação quadrática para λ, temos

λ± =

(
2ω − m2

a

2ω

)
2

± 1

2

√(
2ω − m2

a

2ω

)2

− 4

[(
ω2 − m2

a

2

)
− 1

4
(gαγB0)

2

]
. (H.0.6)

O radicando pode ser simplificado

∆ =

(
2ω − m2

a

2ω

)2

− 4

[(
ω2 − m2

a

2

)
− 1

4
(gαγB0)

2

]
, (H.0.7)

= 4ω2 +
m4
a

4ω2
− 2m2

a − 4ω2 + 2m2
a + (gαγB0)

2 , (H.0.8)

∆ =
m4
a

4ω2
+ (gαγB0)

2 . (H.0.9)

Podemos usar uma redefinição
∆′ = 4ω2∆, (H.0.10)
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dessa forma, teremos

λ± =

(
2ω − m2

a

2ω

)
2

± 1

2

√
∆′

4ω2
, (H.0.11)

λ± = ω − m2
a

4ω
±

√
∆′

4ω
. (H.0.12)

Agora podemos calcular os respectivos autovetores. Para o autovalor λ+, teremos([
ω − λ+ −i1

2
gαγB0

i1
2
gaγB0 ω − m2

a

2ω
− λ+

])[
⟨Ay|Ψ (z)⟩
⟨a|Ψ (z)⟩

]
= 0, (H.0.13)ω −

(
ω − m2

a

4ω
+

√
∆′

4ω

)
−i1

2
gαγB0

i1
2
gaγB0 ω − m2

a

2ω
−
(
ω − m2

a

4ω
+

√
∆′

4ω

)[⟨Ay|Ψ (z)⟩
⟨a|Ψ (z)⟩

]
= 0, (H.0.14)

([
m2

a

4ω
−

√
∆′

4ω
−i1

2
gαγB0

i1
2
gaγB0 −m2

a

4ω
−

√
∆′

4ω

])[
⟨Ay|Ψ (z)⟩
⟨a|Ψ (z)⟩

]
= 0. (H.0.15)

Temos o sitema, (
m2
a

4ω
−

√
∆′

4ω

)
⟨Ay|Ψ (z)⟩ − i

1

2
gαγB0 ⟨a|Ψ (z)⟩ = 0, (H.0.16)

i
1

2
gaγB0 ⟨Ay|Ψ (z)⟩ −

(
m2
a

4ω
+

√
∆′

4ω

)
⟨a|Ψ (z)⟩ = 0. (H.0.17)

Multiplicando por 4ω, temos(
m2
a −

√
∆′
)
⟨Ay|Ψ (z)⟩ − i2ωgαγB0 ⟨a|Ψ (z)⟩ = 0, (H.0.18)

i2ωgaγB0 ⟨Ay|Ψ (z)⟩ −
(
m2
a +

√
∆′
)
⟨a|Ψ (z)⟩ = 0. (H.0.19)

É fácil notar que, para o autovalor λ−, obtém-se(
m2
a +

√
∆′
)
⟨Ay|Ψ (z)⟩ − i2ωgαγB0 ⟨a|Ψ (z)⟩ = 0, (H.0.20)

i2ωgaγB0 ⟨Ay|Ψ (z)⟩ −
(
m2
a −

√
∆′
)
⟨a|Ψ (z)⟩ = 0. (H.0.21)
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Associado a λ+, temos(
m2
a −

√
∆′
)
⟨Ay|Ψ (z)⟩ − i2ωgαγB0 ⟨a|Ψ (z)⟩ = 0, (H.0.22)

⟨a|Ψ (z)⟩ =

(
m2
a −

√
∆′
)

2iωgαγB0

⟨Ay|Ψ (z)⟩, (H.0.23)

⟨a| |Ψ (z)⟩2 =

(
m2
a −

√
∆′
)2

4ω2 (gαγB0)
2 ⟨Ay|Ψ (z)⟩2, (H.0.24)

⟨a| |Ψ (z)⟩2 + ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 =

(
m2
a −

√
∆′
)2

4ω2 (gαγB0)
2 ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 + ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 = 1,

(H.0.25)
(
m2
a −

√
∆′
)2

4ω2 (gαγB0)
2 + 1

 ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 =


(
m2
a −

√
∆′
)2

+ 4ω2 (gαγB0)
2

4ω2 (gαγB0)
2

 ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 = 1,

(H.0.26)

⟨Ay|Ψ (z)⟩2 = 4ω2 (gαγB0)
2

2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
) (H.0.27)

⟨Ay|Ψ (z)⟩ = 2ωgαγB0√
2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
) . (H.0.28)

A segunda equação fornece

i2ωgaγB0 ⟨Ay|Ψ (z)⟩ −
(
m2
a +

√
∆′
)
⟨a|Ψ (z)⟩ = 0,

⟨a|Ψ (z)⟩ = i2ωgaγB0(
m2
a +

√
∆′
) ⟨Ay|Ψ (z)⟩,

⟨a|Ψ (z)⟩ = 2iωgaγB0(
m2
a +

√
∆′
)
 2ωgαγB0√

2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
)
 ,

⟨a|Ψ (z)⟩ = 4iω2 (gaγB0)
2(

m2
a +

√
∆′
) 1√

2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
)
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Teremos o auto vetor

|λ+⟩ =
2ωgαγB0√

2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
) |Ay⟩+

4iω2 (gaγB0)
2(

m2
a +

√
∆′
) 1√

2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
) |a⟩ , (H.0.29)

|λ+⟩ =
2ωgαγB0√

2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
)
|Ay⟩+ 2iωgαγB0(

m2
a +

√
∆′
) |a⟩

 . (H.0.30)

Note que usamos√(
m2
a −

√
∆′
)2

+ 4ω2 (gαγB0)
2 =

√
m4
a − 2m2

a

√
∆′ +∆′ + 4ω2 (gαγB0)

2,

=

√
2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
)

com, ∆′ = 4ω2
(
m4

a

4ω2 + (gαγB0)
2
)

.
Associado a λ−, temos:(

m2
a +

√
∆′
)
⟨Ay|Ψ (z)⟩ − i2ωgαγB0 ⟨a|Ψ (z)⟩ = 0, (H.0.31)

i2ωgaγB0 ⟨Ay|Ψ (z)⟩ −
(
m2
a −

√
∆′
)
⟨a|Ψ (z)⟩ = 0. (H.0.32)
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A primeira gera

⟨a|Ψ (z)⟩ =

(
m2
a +

√
∆′
)

i2ωgαγB0

⟨Ay|Ψ (z)⟩, (H.0.33)

⟨a|Ψ (z)⟩2 =

(
m2
a +

√
∆′
)2

4ω2 (gαγB0)
2 ⟨Ay|Ψ (z)⟩2, (H.0.34)

⟨a|Ψ (z)⟩2 + ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 =

(
m2
a +

√
∆′
)2

4ω2 (gαγB0)
2 ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 + ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 = 1, (H.0.35)

(
m2
a +

√
∆′
)2

4ω2 (gαγB0)
2 + 1

 ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 =

(
m2
a +

√
∆′
)2

+ 4ω2 (gαγB0)
2

4ω2 (gαγB0)
2 ⟨Ay|Ψ (z)⟩2 = 1 (H.0.36)

⟨Ay|Ψ (z)⟩2 = 4ω2 (gαγB0)
2(

m2
a +

√
∆′
)2

+ 4ω2 (gαγB0)
2
, (H.0.37)

⟨Ay|Ψ (z)⟩ = 2ωgαγB0√(
m2
a +

√
∆′
)2

+ 4ω2 (gαγB0)
2

, (H.0.38)

⟨Ay|Ψ (z)⟩ = 2ωgαγB0√
2
(
∆′ +m2

a

√
∆′
) . (H.0.39)

A segunda equação da

⟨a|Ψ (z)⟩ = 2iωgaγB0(
m2
a −

√
∆′
) ⟨Ay|Ψ (z)⟩, (H.0.40)

⟨a|Ψ (z)⟩ = 2iωgaγB0(
m2
a −

√
∆′
)
 2ωgαγB0√

2
(
∆′ +m2

a

√
∆′
)
 , (H.0.41)

⟨a|Ψ (z)⟩ = 4iω2 (gaγB0)
2(

m2
a −

√
∆′
) 1√

2
(
∆′ +m2

a

√
∆′
) . (H.0.42)

Teremos portanto o autovetor

|λ−⟩ =
2ωgαγB0√

2
(
∆′ +m2

a

√
∆′
) |Ay⟩+

4iω2 (gaγB0)
2(

m2
a −

√
∆′
) 1√

2
(
∆′ +m2

a

√
∆′
) |a⟩ , (H.0.43)

|λ−⟩ =
2ωgαγB0√

2
(
∆′ +m2

a

√
∆′
)
|Ay⟩+ 2iωgαγB0(

m2
a −

√
∆′
) |a⟩

 . (H.0.44)
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Assim, obtemos os autovetores
∣∣eiλ+z − eiλ−z

∣∣2 = 4 sin2
(

(λ+−λ−)z
2

)
. Tomemos

|λ+⟩ =
2ωgαγB0√

2
(
∆′ −m2

a

√
∆′
)
|Ay⟩+ 2iωgαγB0(

m2
a +

√
∆′
) |a⟩

 ,

|λ−⟩ =
2ωgαγB0√

2
(
∆′ +m2

a

√
∆′
)
|Ay⟩+ 2iωgαγB0(

m2
a −

√
∆′
) |a⟩

 .
Mostrando que:

∣∣eiλ+z − eiλ−z
∣∣2 = ∣∣∣∣exp [iλ+z2

]
exp

[
i
λ−z

2

](
exp

[
i
(λ+ − λ−) z

2

]
− exp

[
i
(λ− − λ+) z

2

])∣∣∣∣2
(H.0.45)

,=
∣∣eiλ+z − eiλ−z

∣∣2 = ∣∣∣∣exp [iλ+z2
]
exp

[
i
λ−z

2

](
exp

[
i
(λ+ − λ−) z

2

]
− exp

[
−i(λ+ − λ−) z

2

])∣∣∣∣2
(H.0.46)

,=

∣∣∣∣exp [iλ+z2
]
exp

[
i
λ−z

2

](
2i sin

[
(λ+ − λ−) z

2

])∣∣∣∣2 , (H.0.47)

resultando em ∣∣eiλ+z − eiλ−z
∣∣2 = 4 sin2

(
(λ+ − λ−) z

2

)
. (H.0.48)
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